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Resumo

Neste trabalho, provamos versoes probabilisticas de dois teoremas
classicos da Teoria Combinatéria dos Nimeros: os Teoremas de Schur
e de Sarkozy.

Em 1916, Schur provou que se N é finitamente colorido, uma das
cores contém uma solucao da equacao x + y = z. Nossa versao pro-
babilistica do Teorema de Schur é, na verdade, uma versao proba-
bilistica “de densidade” do Teorema de Schur. Ela afirma, grosso
modo, que fixando-se 0 < 1 < 1/2, um subconjunto “tipico” X de
Z,, = Z/nZ tem a seguinte propriedade: para todo subconjunto D C X
com |D| > (1/2 4 n)|X]|, existem z,y, z € D satisfazendo x + y = z.

Em 1978, Sarkozy mostrou que se A C N é um subconjunto com
densidade superior positiva, entao A— A contém um quadrado diferente
de zero. Em nossa versao probabilistica do Teorema de Sarkozy, pro-
vamos que, fixado 0 < 7 < 1, um subconjunto “tipico” X de Z, tem a
seguinte propriedade: para todo subconjunto D C X com |D| > n|X]|,
existem z,y € D tais que z — y é um quadrado diferente de zero.

Observamos que os dois teoremas acima sao especialmente inte-
ressantes quando consideramos subconjuntos esparsos de Z,, isto é,
quando temos | X| = o(n).

Os enunciados precisos destas versoes sao os teoremas 13 e 14 do
presente trabalho. A nocao formal do que é um subconjunto “tipico”
pode ser vista na definigao 11. Generalizagoes dos resultados acima sao
discutidas nos capitulos 4 e 5.



Abstract

In this work, we prove probabilistic versions of two classical theo-
rems from Combinatorial Number Theory: Schur’s theorem and Sar-
kozy’s theorem.

In 1916, Schur proved that if N is finitely colored, then one of its
colors contains a solution to the equation x 4+ y = z. Our probabilistic
version of Schur’s theorem is actually a “density” probabilistic version
of Schur’s theorem. It states, roughly, that for a fixed 0 < n < 1/2, a
“typical” subset X of Z,, = 7Z/nZ has the following property: for every
subset D C X with |D| > (1/2+n)|X]|, there are z,y, z € D such that
rT+y==z.

In 1978, Sarkozy showed that if A C N is a subset with positive
upper density, then A — A contains a square different from zero. In
our probabilistic version of Sarkoézy’s theorem, we prove that, given
0 <n <1, a “typical” subset X C Z, has the following property: for
every subset D C X with |D| > n|X|, there are z,y € D such that
x — vy is a square different from zero.

We observe that both theorems above are particularly interesting
when we consider sparse subsets of Z,, that is, when we have |X| =
o(n).

The precise statements of these results are the theorems 13 and 14 of
this work. The formal notion of what is a “typical” subset can be found
in definition 11. Generalizations of the results above are discussed in
chapters 4 and 5.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, estamos interessados em investigar versoes probabilisticas
de teoremas classicos da Teoria Combinatéria dos Numeros. Dedicaremos
especial atencao a dois problemas que resolvemos: provamos versoes proba-
bilisticas de densidade do Teorema de Schur e do Teorema de Sarkozy.

1.1 Exemplos de versoes probabilisticas

Como veremos a seguir, versoes probabilisticas de muitos teoremas classicos
ja foram estudadas. Como exemplo, examinaremos inicialmente os Teoremas
de van der Waerden e Szemerédi.

Em 1927, van der Waerden provou o famoso teorema abaixo ([37]).

Teorema 1 (van der Waerden, 1927). Qualquer particio de N em
um numero finito de partes é tal que alguma parte contém progressoes
aritméticas arbitrariamente longas.

Erdds e Turdn [9] conjecturaram uma versao mais forte que o Teorema
de van der Waerden, a saber, eles conjecturam a “versao de densidade” do
teorema 1: se uma parte dos inteiros é “grande”, entao ela contém pro-
gressoes aritméticas arbitrariamente longas. Esta conjectura foi confirmada
nesta generalidade apenas em 1975, por Szemerédi, através de seu célebre
resultado:

Teorema 2 (Szemerédi, 1975). Todo conjunto A C N com densidade
superior positiva, isto €, com

d(A) = limsupn ' |AN{L,...,n}| >0, (1.1)

n—oo

contém progressoes aritméticas arbitrariamente longas.



No que se segue, sera mais conveniente considerar as seguintes versoes
“finitas” dos teoremas 1 e 2.

Teorema 3 (van der Waerden, versao finita). Para quaisquer inteiros
positivos r e k, existe um inteiro ng = ny(r, k) com a seguinte propriedade:
para todo n > ng, toda particao de [n] = {1,...,n} em r partes é tal que
alguma parte contém uma progressao aritmética com k elementos.

Teorema 4 (Szemerédi, versao finita). Para todo real n > 0 e inteiro
positivo k, existe um inteiro ng = ng(n, k) com a seguinte propriedade: para
todo n > ng, todo conjunto A C [n] com densidade pelo menos 1, isto é,

n71|A N[n]| > n, (1.2)

contém uma progressao aritmética com k elementos.

Usando um resultado conhecido em combinatdria como “principio da
compacidade” (veja o capitulo 1 de [15]), nao ¢ dificil estabelecer a equi-
valéncia entre as diferentes versoes dos teoremas.

Serd conveniente escrever

I' — (PAy), (1.3)

se I' C N satisfaz a propriedade descrita no teorema 3, isto é, se toda particao
I' = U U- - -UU, é tal que algum U; contém uma progressao aritmética com k
elementos. Em outras palavras: escrevemos (1.3) se para toda coloragao de
I' com r cores (ou ‘toda r-coloragao de I'’), existe uma progressao aritmética
de tamanho ¥ monocromaética. Definimos de forma andloga a notacgao

I —, PA; (1.4)

para todo conjunto I' C N finito. Escrevemos (1.4) se todo U C T com |U| >
n|T"| contém uma progressao aritmética com k elementos.

Os teoremas 3 e 4 dizem que segmentos iniciais I' = [n] de N sufici-
entemente grandes satisfazem as relagoes (1.3) e (1.4). Ao passarmos tais
teoremas para o contexto de resultados probabilisticos, a pergunta essencial
é a seguinte:

(*) O que podemos dizer sobre conjuntos tipicos I' C [n]?

Para podermos falar sobre “conjuntos tipicos”, definimos inicialmente uma
distribuicao de probabilidade sobre os subconjuntos de [n]. A distribuigao
mais simples que podemos considerar é a distribuicao uniforme; na reali-
dade, fixamos um inteiro N < n e consideramos o conjunto ([]T\L/}) de todos



os subconjuntos I' C [n] de cardinalidade N e o munimos com a medida
de probabilidade uniforme. Escreveremos [n]y para um conjunto aleatério
sorteado uniformemente ao acaso dentre todos os membros de ([JT\L,]) Assim,
para todo conjunto fixo X C [n] com |X|= N, temos

B(fn]x = X) = (}@) (15)

Os dois préximos resultados que enunciamos fornecem uma resposta a
nossa pergunta acima (*). Observamos que o primeiro resultado, devido a
Ro6dl e Rucinski [31], é um resultado que pode se considerar completo, pois
trata da propriedade (1.3) para todo k e r.

Teorema 5 (R6dl e Rucinski, 1995). Para todos inteiros k > 3 e r > 2,
existem constantes positivas ¢ e C' tais que
. 0 seN < cnl_l/(k_l),
lim P([n]y — (PAk),) = {

n—oo

1 se N> Cnl-1/(k-1) (16)
O teorema 5 afirma que ocorre uma transi¢do quando a ordem de gran-
deza de N passa por n'=Y/ (k=1 Egte fendomeno se repetird em muitos outros
teoremas deste tipo.
O segundo resultado probabilistico que enunciamos, provado em [24], é
ainda parcial, pois trata da relacao (1.4) apenas para k = 3.

Teorema 6 (Kohayakawa, Luczak e R6dl, 1996). Para todo realn > 0,
existem constantes positivas ¢ e C' tais que

{0 se N < enl/?,

lim P PA3) =
1m ([n]N HW 3) 1 se N Z Cn1/2.

n—oo

(1.7)

A demonstragao do teorema 6 é, infelizmente, bastante sutil e ndo parece
admitir uma generalizacao simples para k > 3. O fato de se conhecer uma
versao probabilistica ‘completa’ do teorema 3, mas ter-se apenas uma tal
versao para k = 3 do teorema 4 é razoavel, pois, ao que tudo indica, o
teorema 4 é substancialmente mais profundo que o teorema 3.

1.2 Os Teoremas de Schur e Sarkozy

Em 1916, I. Schur provou o teorema a seguir:

Teorema 7 (Schur, 1916). Para todo inteiro positivo r, vale o seguinte.
Se N é colorido com r cores, entao uma das cores contém uma solugao da
equacao r +y = z.



Diremos que x +y = z é a equagao de Schur, e uma tripla que satisfaz
a equagao de Schur serd dita uma tripla de Schur. Usando o principio
da compacidade, pode-se obter a versao equivalente e “finita” do teorema
acima:

Teorema 8 (Schur, versao finita). Para todo inteiro positivo r, existe
um inteiro ngy tal que se n > ng e [n| = {1,2,...,n} é colorido com r cores,
entao uma das cores contém uma tripla de Schur.

De modo andlogo as definigdes dadas em (1.3) e (1.4), definimos as
notacoes

I' — (Schur), (1.8)

I' —,, (Schur) (1.9)

para todo conjunto I' C N finito (ou ainda I' C G, com G grupo abeliano
e I' finito). Escrevemos (1.8) se toda partigdo I' = U; U --- U U, é tal que
algum U; contém uma tripla de Schur, e escrevemos (1.9) se todo D C T’
com |D| > n|I'| contém uma tripla de Schur. O Teorema de Schur diz que
para todo r, existe ng = no(r) tal que, se n > ng, [n] — (Schur),.

Assim como o Teorema de van der Waerden tem sua versao de densi-
dade (o Teorema de Szemerédi), podemos também provar uma versao de
densidade para o Teorema de Schur:

Teorema 9 (Schur, versao densidade). Para todo 0 < n < 1/2, existe
no € N tal que, se n > ng, entao [n] —y /94, (Schur).

Prova. A densidade ndo pode ser qualquer; de fato, se trocarmos ‘1/2+n’ por
alguma constante entre 0 e 1/2, o teorema é falso. Para ver isso, considere
o conjunto dos impares em [2n], que tem densidade 1/2 mas nao tem triplas
de Schur.

Tome ng = no(n) = 1/n e fixe n > ng. Suponha que D C [n], |D| >
(1/2 + n)n e D nao contém triplas de Schur. Seja (D — D)™ = {d; —
dy: dy,d2 € D e dy > da}. Note que (D — D)* C [n] e

(D= D)*| > |D| =13 (1247 —1/)n > n/2
Como |D| > (1/2 + n)n, segue que existe z € D N (D — D)%, e portanto

x escreve-se como r = z —y onde z,y,z € D. Mas entao x +y = z,
contradizendo o fato de D nao ter triplas de Schur. O



No capitulo 4, iremos provar uma versao probabilistica do teorema de
Schur. Antes de chegarmos 14, temos um pequeno capitulo sobre quasi-
aleatoriedade e um capitulo com resultados sobre regularidade.

Na secao inicial do capitulo 4, falaremos brevemente sobre o teorema
principal do artigo [19]. Usaremos o mais importante resultado auxiliar da
prova deste teorema (o lema dos pares proibidos) na secao 4.2, para provar
a versdo probabilistica do Teorema de Schur de que ji falamos. Antes de
enunciarmos esta versao, veremos duas defini¢Ges simples.

Definicao 10. Seja n real com 0 < n < 1/2. Dizemos que D C Z,, = 7Z/nZ
tem a propriedade Schur(n) se D — /9., (Schur).

Ou seja, D tem a propriedade Schur(n) se qualquer subconjunto de D
com densidade 1/2 + 7 tem uma solucao da equacao de Schur. Note que a
soma é considerada médulo n.

Definimos abaixo o conceito de conjunto aleatério que usaremos ao longo
de todo nosso trabalho.

Definicao 11. Dadosn € N e 0 < p <1, obtemos o subconjunto aleatdrio
Ly C Ly da seguinte forma: para cada j € Zy, colocamos j em Z, com
probabilidade p e de modo independente. Ou seja, realizamos n sorteios
independentes.

Podemos agora enunciar o problema abaixo, que é bastante natural,
tendo em vista as versoes probabilisticas dos Teoremas de van der Waerden
e Szemerédi:

Problema 12 (Problema Schur(n)). Para todo 0 < n < 1/2, existe uma
constante C' = C(n) tal que, se p = p(n) > Cn~'/2, entdo, com probabili-
dade tendendo a 1 quando n — oo, Zy, ), tem a propriedade Schur(n).

No capitulo 4, iremos discutir os parametros do enunciado, esclarecendo
perguntas razoaveis como “Por que, ao tratarmos da propriedade PAg, a
densidade pode ser qualquer 0 < 1 < 1, enquanto que, neste problema,
exige-se que a densidade seja maior que 1/27” ou “O que acontece se p for
muito menor que n~ /2?7 etc.

Infelizmente, sé conseguimos resolver uma versao um pouco mais fraca
do problema 12, que enunciamos abaixo.

Teorema 13 (Teorema Schur(n)). Para todo 0 < n < 1/2, existe uma
constante C = C(n) tal que, se p = p(n) > C'logn/+/n, entao, com proba-
bilidade tendendo a 1 quando n — oo, Zy, tem a propriedade Schur(n).

Na secao 4.2, é dada uma prova do teorema 13. Se conseguissemos provar
a conjectura 55 (enunciada na secao 4.3), terfamos entao uma prova para o



enunciado original (problema 12).

Na prova do teorema 13, mostramos que se S é um subconjunto de
um conjunto aleatério de Z,, entdao S — S = {s; — s2: 51,82 € S} tem
uma certa propriedade interessante. Note que a estrutura de S — S estd
claramente relacionada ao problema de Schur, pois se (S —S)NS # 0, segue
imediatamente que ha uma solugao da equacao de Schur (z+y = zou z—y =
x) em S. Conhecendo tal propriedade interessante, era natural investigarmos
o0 mesmo tipo de problema mudando apenas a equagao envolvida.

Seria interessante, por exemplo, provar algum teorema envolvendo a
equacao x+y = 3z, ou a equagao x—y = 3z. Infelizmente, aqui nossas tenta-
tivas foram infrutiferas. No entanto, ao pensar na equacéo z —y = 22 mod n
(n primo), obtivemos algum sucesso. Antes de detalhar isto, iremos definir
as notagoes

I' —,, Diferenca(.5) (1.10)

I' —, Soma(S) (1.11)

para todo conjunto I' C N finito e todo S C N (ou ainda I' C G, onde I é
finito, G é um grupo abeliano ou um corpo e S C G). Escrevemos (1.10) se
todo D C I" com |D| > n|T'| contém z,y com z —y € S, e escrevemos (1.11)
se todo D C T' com |D| > n|T'| contém z,y com x +y € S.

No teorema abaixo, n percorrerd somente os primos de N. Definimos
Quad(n) C Z, como o conjunto dos quadrados nao-nulos mdédulo n, ou
seja, Quad(n) = {12 mod n,22 mod n,...,(n — 1)? mod n}. Usaremos no
capitulo 5 o fato (simples) que | Quad(n)| = (n — 1)/2, quando n é primo
fmpar.

Teorema 14 (Sarkozy probabilistico). Para todos0 < n,v < 1, existem
constantes C = C(n,~y) e ng = no(n,~) tais que, se p =p(n) > C/n e sen
é um primo com n > ng, entao, com probabilidade pelo menos 1 — v, temos
que

L, p —n Diferenca(Quad(n))

(as operagoes sao feitas médulo n).

Conseguimos provar o teorema 14 usando um resultado muito recente e
ainda nao publicado de Gerke, Kohayakawa, Rodl e Steger ([12]) que trata
de heranga de regularidade (tudo isto seré esclarecido mais adiante). No
capitulo 5, enunciaremos este resultado sobre heranca de regularidade, e
veremos como emprega-lo para demonstrar o teorema 14.

Uma outra versao do teorema acima, aparentemente bem mais dificil,
seria exigir que o z ou o 2z? (da equacido  —y = 22 mod n) esteja também



contido na n-fracao de Zj, p, assim como z e y. Chamaremos esta versao de
“versao dificil do problema de Sarkozy”.

O nome “Sarkozy” estd sendo citado em mencao ao seguinte teorema
([33], veja também [11]):

Teorema 15 (Sarkozy, 1978). Se A C N é um conjunto com densidade
superior positiva, entdo A — A contém um quadrado diferente de 0.

Lembramos que a densidade superior de um conjunto A C N foi definida
pela equacao 1.1.

Ainda com relagao ao teorema 14, veremos que ele seguird imediatamente
de um teorema mais geral, e veremos que este teorema mais geral nos ren-
derd outros resultados interessantes. Detalharemos tudo isso no capitulo 5.
Por fim, no capitulo 6 fazemos algumas ultimas consideracoes e enunciamos
alguns problemas correlatos que nao soubemos resolver.

Para fechar a introdugao, desejamos justificar o motivo do interesse nas
equagoes que estudamos.

1.3 Por que o interesse nas equagoes r +y = z e
r—y =227

Nesta secao, damos um breve panorama do que ja foi feito na area de versoes
probabilisticas de resultados da Teoria Combinatéria dos Numeros, e apro-
veitamos para dar uma breve justificativa sobre o interesse nas equacoes
r+y=zex—y =22 Como o leitor poderd conferir nesta seciao, muita
coisa ja foi feita na area de sistemas lineares, e, por isso, ao estudarmos
a equacao r —y = 22, tentamos estudar algo aparentemente novo, e nao
excessivamente dificil. J& o estudo da equagao de Schur justifica-se pelo fato
de ela ser a mais simples equacao que é P-regular mas nao D-regular (estas
defini¢oes encontram-se logo adiante), e pelo fato de ja existirem teoremas
probabilisticos que versam sobre equagoes (ou sistemas lineares de equagoes)
D-regulares, ao passo que o problema andlogo para equagoes (ou sistemas)
P-regulares estd em aberto.

Vamos comegar a esclarecer isto citando dois resultados deterministicos:
o Teorema de Rado e o Teorema de Frankl, R6dl e Graham.

1.3.1 Resultados deterministicos: os Teoremas de Rado e de
Frankl-Graham—Rodl

O teorema 5 nao é a versao mais geral do que se conhece nesta direcao. De
fato, pelo menos em certos casos, é conhecida uma versao probabilistica do



célebre Teorema de Rado [30], que generaliza o Teorema de van der Waerden.
Seja A = (a;j) uma matriz k x [ com entradas inteiras, e seja L(A) o

sistema de equacoes
Ax = 0. (1.12)

Dizemos que A é reqular em rela¢do a particoes de N, ou P-reqular para N,
se para todo natural r e toda particio N = U; U--- U U,, existe x € N! com
todas as suas entradas em algum U; tal que Ax = 0. Isto é, A é P-regular
para N se qualquer parti¢ao finita de N é tal que o sistema L£(A) admite
uma solugao inteiramente contida em uma das partes.

Rado [30] caracterizou as matrizes P-regulares, generalizando ampla-
mente o resultado de van der Waerden. Para formularmos o resultado de
Rado, precisamos introduzir uma nova defini¢ao.

Sejam a; (1 < j <) as colunas de A. Dizemos que A satisfaz a proprie-
dade das colunas se podemos reordenar as colunas de A de forma que, para
algum s, existam 0 =1lp < --- < lg =1 tais que se

bj=> {aj: i <j<l} (1<j<s),
entao
(i) by =0
e
(7) para todo 1 < j <'s, o vetor b; é uma combinacao linear sobre Q dos
vetores a; (j' < 1j_1).
O célebre resultado de Rado é o seguinte.

Teorema 16 (Rado, 1937). A matriz A é P-regular para N se e s6 se A
satisfaz a propriedade das colunas.

E fécil verificar que o teorema 16 generaliza o Teorema de van der Wa-
erden. De fato, para se obter o Teorema de van der Waerden a partir do
Teorema de Rado, basta considerar a matriz correspondente ao sistema

vy —2x0+ 23 ="+ =Tp_9 — 201 + 23 = 0. (1.13)

Uma generalizacao andloga para o Teorema de Szemerédi, que examinaremos
a seguir, foi obtida por Frankl, Graham, e Rodl [10].

Uma matriz A é dita regular em relagcao a densidade para N, ou D-reqular
para N, se todo conjunto S C N com densidade superior positiva, isto é, com

d(S) = limsupn~tS N [n]| > 0, (1.14)

n—o0



é tal que (1.12) admite uma solugdo x com todas as suas entradas em S.
Segue que uma matriz D-regular é P-regular.

Diremos que uma matriz A é irredundante se (1.12) ndo implicar que x
tem duas entradas z; e ; (com ¢ # j) tais que x; = x;. Diremos que uma
solucdo x = (x1,...,x;) é propria se todos os x; forem distintos.

No que segue, o caso das matrizes redundantes nao nos interessara.
Frankl, Graham, e Rédl [10] provaram o seguinte resultado.

Teorema 17 (Frankl, Graham e R6dl, 1988). Uma matriz irredundante
tem uma solugdo prépria em cada conjunto S C N com densidade superior
positiva se e s6 se a soma de suas colunas € nula.

O teorema 17 generaliza o Teorema de Szemerédi (veja (1.13)); entre-
tanto, observamos que a prova do teorema 17 usa o Teorema de Szemerédi.

1.3.2 Versoes probabilisticas: resultados de Graham, Rodl e
Rucinski

Uma generalizacao impressionante do teorema 5 é o teorema 18, devido a
R6dl e Rucinski [32]. SeI’ € N e A é uma matriz inteira, generalizando (1.3),
escrevemos

L — (A4), (1.15)

se toda partigao I' = Uy U--- U U, de ' em r partes é tal que (1.12) admite
uma solugao x com todas as suas entradas em algum U;.

Precisamos ainda definir um parametro m(A) para matrizes A; este
parametro mede, de certa forma, o grau de liberdade que temos para obter
solugoes de (1.12). Observamos que a defini¢do exata deste pardmetro nao é
muito importante, pelo menos em uma primeira leitura; é suficiente observar
que m(A) é um real satisfazendo 0 < m(A) < 1, que depende apenas de A.

Se @@ é um subconjunto de colunas de A, escrevemos h(Q) para o posto
da matriz que obtemos ao eliminar as colunas em () de A. Pomos

-1
m(A) = max max a

XX R Q) — k) (1.16)

onde o primeiro maximo é tomado sobre todos os inteiros 1 < ¢ < [l e o
segundo méximo é tomado sobre todos os conjuntos de colunas @) com |Q| =
q. No caso da matriz A do sistema (1.13), um argumento simples, mas que
omitimos, mostra que m(A) =k — 1.
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Teorema 18 (Ro6dl e Rucinski, 1997). Sejam A uma matriz D-regular

para N e r um inteiro positivo. Existem constantes positivas ¢ e C' tais que
. 0 seN < cnl_l/m(A),
lim P([n]y — (4),) = {

n—oo

1.1

1 se N > Cnl-1/mA), (1.17)
No teorema 18, o caso em que a matriz A é apenas regular em relagao a

particoes de N encontra-se em aberto.

Conjectura 19 (R6dl e Rucinski, 1997). O Teorema 18 é também valido
para matrizes A regulares em relacao a particoes de N.

A matriz mais simples que é P-regular mas néo é D-regular é a matriz
correspondente a equacao x +y — z = 0. O fato dessa matriz ser P-regular
é exatamente o conteiido do Teorema de Schur (teorema 7).

Um passo na dire¢do da conjectura 19 é o seguinte resultado, devido a
Graham, R6dl, e Rucinski [14]. Abaixo, escrevemos

I' — (Schur), (1.18)
se toda particao de I' em r partes é tal que a equacao r + y = z é solavel
em alguma das partes.

Teorema 20 (Graham, R6dl e Rucinski, 1996). Temos

{0 se N/n'/? — 0,

lim P([n]y — (Schur)z) = 1 se N/n'/? —

n—oo

(1.19)

Finalmente, observamos que no caso de matrizes D-regulares, um re-
sultado mais forte que aquele do Teorema 18 pode ser verdade. De fato,
podemos levantar o seguinte problema. Generalizando (1.4), dados uma
matriz A, um real n > 0, e I' C N, escrevemos

Ty A (1.20)
se todo conjunto U C I' com |U| > n|T'| contém uma solucao de (1.12).

Problema 21. Sejam A uma matriz D-regular para N e ny um real positivo.
Prove que existem constantes positivas ¢ e C' tais que
0 se N < enlt-1/mA)
lim P([n]y —, A) = { -

n—oo

1.21
1 se N > Cnpl-1/m(4) ( )

Dado o grau de dificuldade das conjecturas acima enunciadas, resolvemos
atacar problemas mais simples. Mesmo com essa op¢ao, o material novo
que obtivemos (o contetudo das se¢oes 4.2, 4.3, 5.1, 5.2 e 5.3) j4 é um pouco
complicado tecnicamente.
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Capitulo 2

Quasi-aleatoriedade em 7Z,, e
em grafos

O objetivo deste capitulo é definir quasi-aleatoriedade e enunciar o teorema
principal de [5]. Vamos comegar com uma discussao bastante simplificada e
informal.

Digamos que em algum concurso da loto (onde os nimeros vao de 1 a 50 e
cada apostador escolhe 6 niimeros) o resultado do sorteio seja {1,2,3,4,5,6}.
Qualquer pessoa diria que tal evento “nunca ocorre” ou “é impossivel”. De
fato, apesar de sabermos que {1,2,3,4,5,6} tem a mesma probabilidade
que {4,9,17,26,32,49}, temos alguma “sensacao” de que o ultimo evento é
“mais razoavel” que o primeiro.

Intuitivamente, um conjunto “com cara de aleatdrio” deve “ser apro-
vado” em alguns testes de aleatoriedade. Por exemplo, um conjunto S “com
cara de aleatério” em {1,2...,50} deve ter a propriedade que ) g 2mis/50
é “pequeno”, ou seja, os vetores (ezms/ 0) s devem estar bem distribuidos
em S! = {z € C: |z| = 1}, e ndo todos concentrados em alguma direcio.
Note que (sempre intuitivamente!) esse critério ji exclui a possibilidade
de que {1,2,3,4,5,6} tenha “cara de aleatério”, uma vez que os vetores
(62”5/50)56{1’273’47576} estao todos apontando em direcoes proximas.

Vamos olhar agora para subconjuntos de Z,. Dado S C Z,,, gostariamos
de poder dizer objetivamente se S “se parece” com um subconjunto aleatério
ZLinp C Znp. Isto é, seria interessante conhecer algumas propriedades de con-
juntos aleatérios que, de certa forma, os caracterizam. Dito de outra ma-
neira, queremos propriedades que “captem” a aleatoriedade de um conjunto
aleatério.

Vamos dar um exemplo. E facil ver que o tamanho esperado de Zj ¢
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np, e que o tamanho esperado da intersecao de dois conjuntos Z,, , sorteados
independentemente é np?. Dados S C Z,, e ¢ € Z,, defina S+z = {s+z: s €
S}. Para p fixo, uma propriedade que “quase todos” os conjuntos Zy,
possuem ¢ a seguinte: para “quase todo” x € Zy, ||ZnpN (Zpp+ )| — an‘
é “pequeno”.

Podemos assim enunciar um outro critério de quasi-aleatoriedade: para
que um conjunto S C Z, com |S| = pn seja considerado “com cara de
aleatério”, |[S N (S + z)| — np2‘ deve ser “pequeno” para “quase todo” x.

Naturalmente, os exemplos acima sao bastante simplificados e servem
apenas para introduzir o conceito de quasi-aleatoriedade. Veremos logo
abaixo que um conjunto serd dito quasi-aleatorio quando ele satisfaz uma
série de critérios (como os acima) para ter “cara de aleatério”. Natural-
mente, os critérios devem ser satisfeitos por quase todo conjunto aleatério.
Assim, apesar de nao ser aleatério, um conjunto quasi-aleatério “comporta-
se” como se o fosse, ja que tem muitas propriedades de conjuntos aleatodrios.

O que Chung e Graham fizeram em [5] foi, basicamente, listar alguns
critérios de quasi-aleatoriedade e provar o seguinte teorema: se um conjunto
satisfaz um desses critérios, entao ele satisfaz todos os outros. Ou seja, sao
todos critérios equivalentes. O teorema é extremamente surpreendente, pois
a primeira impressao que se tem é que nao ha relagao clara entre os critérios
propostos.

Dizendo deste modo, pode parecer que o artigo de Chung e Graham ¢é
extremamente simples, o que é falso. A prova da equivaléncia dos critérios
nao ¢é trivial, e, mais ainda, a grande dificuldade estd em achar critérios
que nao sejam nem fracos nem fortes demais. Por exemplo, considere
o critério C definido da seguinte forma: S C Z, satisfaz C' se e s6 se
|SN{L,2,...,|n/2|} = |S|/2 + o(n) (onde pensamos em {1,2,...,|n/2]}
como subconjunto de Z,, e nao de Z). E facil provar que quase todo con-
junto aleatério Z,, 1 /o satisfaz C', mas é claro (intuitivamente) que C' é uma
propriedade fraca demais para “captar” o “grau de aleatoriedade” de um
conjunto.

Enunciaremos o teorema principal de [5] formalmente. Para S C Z,,
seja xs a funcao indicadora de S (xg vale 1 em S e 0 fora de S). Definimos
o grafo de Chung-Graham de S, CG(S) = CG;(S), como o grafo que tem
Zy, como conjunto de vértices e {{3,j}: i+j € S} como conjunto de arestas.
Lembramos que as somas sao sempre consideradas moédulo n. Dados S, T C
Zn,, denotamos s = |S| e t = |T.

Listamos abaixo propriedades que um certo conjunto S C Z, poderia
possuir. Para este S, escreveremos simplesmente xy em vez de yg. Por
“quase todo x € X7, deve-se entender “para todos os elementos de X,
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exceto no maximo o(|X|)”. Como dissemos, Chung e Graham provaram que
estas propriedades sao todas equivalentes. Dado que todas as propriedades
envolvem a notagao assintética “o pequeno”, o(.), é conveniente explicarmos
melhor o que queremos dizer com “a propriedade P implica a propriedade
P”. Cada uma das ocorréncias de o(1) (digamos) pode ser substituida
por alguma fungao f(n) apropriada, e que vai a 0 quando n — oo. Nesse
sentido, escrever P = P’ significa que se S C Z, satisfaz P = P(f(n)),
entdo também deve satisfazer P’ = P'(f'(n)).

Para compreender melhor as trés ultimas propriedades é necessario saber
o que é um grafo quasi-aleatorio. Veremos isto logo a seguir.

Vamos as propriedades.

1. (WT) — Weak translation. Para quase todo x € Z,,

1SN (S +x)| = s*/n+o(n).
2. (ST) — Strong translation. Para todo T' C Z, e quase todo = € Z,,

SN (T + x)| = st/n+ o(n).

3. (P(k)) — k-pattern. Para todo k fixo e para quase todos uy,...,u; €
Ly,

k
Z H x(x +uj) = s*/n* 4 o(n).

r j=1
4. (R(k)) — k-representation. Para todo k fixo e para quase todo = € Zj,
k
S ] xw) = 8 /n+ o(nt ™).
up o fup=a j=1

5. (EXP) — Exponential sum. Para todo j # 0 em Z,,

S x(@)exp <27:ijx> — o(n).

TELn

6. (GRAPH) — Quasi-random graph. O grafo CG(S) é quasi-aleatério.
7. (C(2t)) — 2t-cycle.

Z x(x1+xo)x (w2 +23) . . x(T2r—1 + T2 x (T2 + 1) = 8% +0(n?).

T1yeey T2t
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8. (DENSITY) — Relative Density. Para todo T C Z,,

> xr(@)xr(y)xs(@ +y) = st*/n+ o(n?).
T,y

Nao daremos aqui a prova da equivaléncia entre todas estas propriedades.
A demonstragao pode ser encontrada em [5].

Vamos agora definir informalmente quasi-aleatoriedade em grafos. Esta-
remos interessados em critérios satisfeitos por grafos aleatérios. O modelo de
grafo aleatdério que usaremos neste trabalho serd sempre o modelo binomial,
que definimos a seguir. Um grafo aleatério G, ;, ¢ um grafo com n vértices
em que cada uma das (g) arestas entra no grafo com probabilidade p, de
modo independente das demais. Denotamos por G(n,p) o espago de proba-
bilidade resultante. Para mais informacoes sobre grafos aleatérios, damos
duas referéncias: [4] e [22].

A idéia geral para se definir quasi-aleatoriedade em grafos é a mesma
do caso em Z,: lista-se um série de propriedades que se espera de um grafo
aleatério, prova-se que sao todas equivalentes (no sentido explicado acima), e
define-se um grafo como sendo quasi-aleatério se e s6 se ele satisfaz uma das
propriedades (e portanto, satisfaz todas). Em 1989, este roteiro foi seguido
por Chung, Graham e Wilson [6] e sete critérios foram propostos para dizer
se um grafo G com n vértices tem “cara” de Gy, 12 (s6 foi tratado o caso
p =1/2). Enunciamos dois dos critérios de [6], apenas a titulo de exemplo.

As propriedades abaixo se referem a um grafo G = (V, E) com n vértices.
Para U C V(G), G[U] é o grafo induzido por U, isto é, o grafo com
V(G[U]) = U e E(G[U]) = E(G)N (g) ((g) é o conjunto de todos os
subconjuntos de U com 2 elementos).

1. Paratodo S C V(G), o grafo induzido por S tem |S|?/4+0(n?) arestas.

2. Para v € V(G), seja I'(v) o conjunto dos vizinhos de v em G. Entao

3 ‘|F(v1)ﬂf‘(v2)|—n/4 = o(nd).

v1,U2 EV(G)

Para encerrar, desejamos dizer que de especial interesse para nods é a
equivaléncia entre os critérios (EXP) e (GRAPH) para quasi-aleatoriedade
em Z,. Grosso modo, temos que se S tem seus coeficientes de Fourier
pequenos (isto é, satisfaz (EXP)), entao CG(S) tem certas propriedades
especiais, que nao detalharemos agora. A relagdo entre estes dois critérios
serd vista com mais atengao na secao 3.2.
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Capitulo 3

Regularidade em grafos

A nocao de regularidade é central em nosso trabalho. Abstratamente fa-
lando, um grafo G tem propriedades de regularidade quando para todos
UW C V(G) com |U| e [W| “grandes”, temos algum tipo de informagao
sobre o niimero de arestas em G entre U e W.

Vamos fixar a notagdo para o capitulo. Seja G = G™ um grafo com
n vértices. Para U, W C V(G) com UNW = (), escrevemos E(U, W) =
Eq(U,W) para denotar o conjunto das arestas de G que ligam U a W.
Colocamos e(U, W) = eq(U, W) = |Eq(U, W)].

Comecamos definindo o conceito de n-regularidade.

3.1 n-Regularidade

Definigao 22. Suponha que 0 <1 <1 e0 < p < 1. Dizemos que um grafo
G com n vértices é n-regular com densidade p se para todos U,/W C V(QG)
comUNW =0e|U|,|W|>nn temos

lec(U,W) = p|U||W|| < np|U[|W].

O lema 24 mostra que grafos aleatérios G, sao muito provavelmente
n-regulares, desde que d = np seja suficientemente grande. Lembramos que
Ghnp 6 0 grafo aleatério em n vértices em que cada uma das () arestas entra
no grafo com probabilidade p e de modo independente das demais arestas.

Antes de enunciar e provar o lema 24, vamos deixar registrado um resul-
tado que usaremos frequentemente neste trabalho. Trata-se de uma forma
da desigualdade de Hoeffding (veja as desigualdades 5.5 e 5.6 de [28]), que
estima a probabilidade de uma certa soma de varidveis aleatérias desviar-se

muito de sua média:
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Lema 23 (Desigualdade de Hoeffding). Sejam X1, Xo, ..., X,, varidveis
aleatorias independentes com 0 < X; < 1 para todo j, e sejam Y = Z?Zl X
ey = E[Y]. Entao, para todo 0 <t < 1 temos

—12
P(Y —y=ty) <exp(—2),

—12
Py vs ) e ()

e, finalmente,
2

P(]Y = y| > ty) < 2exp (_gy).

Aplicaremos a desigualdade de Hoeffding na demonstracao do lema a
seguir.

Lema 24. Fixe 0 < n < 1 e considere o grafo aleatério G = G, € G(n,p)
com 0 < p=p(n) <1. Sejad = d(n) =np(n). Entao, existe uma constante
do = do(n) tal que, se d > dy, quase todo G), é n-regular com densidade p.

Prova. Veremos que podemos escolher do(n) = 6/n*. Fixe um grafo G e
fixe também U, W C V(G) com UNW =0 e |U|,|W| > nn. Por Hoeffding,
a probabilidade de que tenhamos |eq(U, W) — p|U||W|| > np|U[|W| ¢ no
méximo 2 exp(—n?p|U||[W|/3) < 2exp(—n*pn?/3) = 2exp(—n*dn/3). Com
isso, a probabilidade de haver um par (U, W) que viole a condi¢ao de 7-
regularidade é no maximo

22" 2 exp(—ntdn/3) < 2exp(2n — ndn/3).
Esta tltima exponencial vai a zero quando n — oo, se d > dg(n) = 6/n*. O
Agora, definiremos uma outra condicao de regularidade para grafos, mais

forte que a n-regularidade. Novamente, seja d = np.

Definicao 25. Seja G = G" um grafo com n vértices, e suponha A > 0,
p > 0. Seja d = pn. Dizemos que G é (p, A)-uniforme se, para todos os
conjuntos U, W C V(G) com UNW = (), temos

lec(U, W) = plU||W|| < AVd|U[|W].

Dentro do espirito desta secao, observamos que um nome mais adequado
para a propriedade acima seria (p, A)-regularidade, mas nos decidimos por
“uniformidade” simplesmente para manter o termo que ja estd em uso na
literatura. O préximo lema é uma observacao trivial, mas que desejamos
deixar registrada.
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Lema 26. Se p > A?/(n'n) e G = G™ é um grafo (p, A)-uniforme com n
vértices, entao G é n-regular com densidade p.

Prova. Sejam U, W C V(G) com |U|,|W| > nn =n|V(G)|. Temos que

Ay/pn|U|[W| < np|lU||W| < APn < n’p|U[|W|.

Mas, de fato, temos n%p|U||W| > n?(nn)2A?/(n*n) = A%n, como queriamos.
O

Nos préximos lemas, estimaremos e(G[U]) (nimero de arestas do grafo
induzido por U) quando U é um subconjunto de vértices de um grafo com
propriedades de regularidade. Escrevemos O;(x) para denotar um termo y
que satisfaz |y| < .

Lema 27. Seja G um grafo. Para todo U C V(G), temos

(5)
e(G[U]) = —=%—=—= Medgeq(S,U \ 5), 3.1
(60D = s (5.U\5) (3.1)
onde u = |U| e Medgeg(S,U \ S) é a média de eq(S,U \ S) quando S
percorre todos os subconjuntos S C U de tamanho |S| = |u/2].

Prova. Fixe U C V(G) e note que

S e (S, U\ 5) = me(G[U)), (3.2)
S

onde a soma com estrela é sobre todos os subconjuntos S C U de tamanho
|S| = [u/2], e m é o nimero de vezes que uma certa aresta pré-fixada ab de
G|U] é contada na soma (é claro que cada aresta é contada o mesmo nimero
de vezes). Ou seja, m é o nimero de subconjuntos S C U de tamanho
|S| = |u/2] que “separam” a aresta ab, isto é, o numero de subconjuntos
S C U de tamanho |S| = |u/2] tais que exatamente uma das extremidades
de ab estd em S.

Dada uma aresta ab, existem (Lul/’l;J{ 1) subconjuntos S que separam ab

com a € S (|S| = |u/2]), e (Luq;;f—l) que separam ab com b € S. Logo

m = 2(Lu1;2_J2—1)‘ Agora, usaremos duas identidades de facil verificagao: para
u>2ek>1, temos que

()=mm () - G5) =)
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Com o auxilio delas, vemos que

"= 2(&52] - 1) =2 (Lul/tzj : 1)

_ 2w/ (w2 o
T u(u—1) (Lu/zJ) (3) /IR

e pela equagao 3.2, temos que

G = L5 en(s U\ S) = 2 % ) Medgea(S.U\ S
G = 3 3 ecls.07\9) (g ) Medsea(5.0\ 9
_ Medseg(S,U\ S)(3)
a [u/2]u/2] ’
como queriamos. ]

Lema 28. Fixe A>0,C>1e0<p<1. Sejam G =G"™ um grafo com n
vértices e U C V(G).

e Se G é (p, A)-uniforme, temos
U
(610D =p('y) + oraa o)

onde d = np.
e Se G é n-regular com densidade p e ||U|/2| > nn, temos

o4 -0 (of )

e Se G é um grafo tal que, para todo U C V(G) com |U| = |n/2], temos
ea(U,V \U) > p|n/2|[n/2], entao

e(G) = p(g) :

Prova. Todas as assergoes seguem imediatamente do lema 27. Mostraremos
apenas a terceira, para exemplificar. Fixe U C V(G) com |U| = |n/2]. Pelo
lema 27, temos que

. O R
0(G) = e(GIV(G)) = [,y oo Meds G (U V\ )
(5)

oy Bln/2][n/2) = p<2) .

>
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3.2 Transformada de Fourier e regularidade

O objetivo desta secao é usar a transformada de Fourier discreta para mos-
trar que certos grafos sao bastante regulares. Comecamos relembrando as
propriedades da transformada que nos serdo 1teis.

Dada uma fungao f: Z, — C, definimos 7 (f): Z, — C, a transformada
de Fourier de f, por

T(f)(x) =Y flye >mve/m.

YELn

Note que hd uma associagao ébvia entre o conjunto das fungoes de Z,
em C e o espaco vetorial C": a cada funcao f: 7Z, — C, associamos o
vetor (f(0), f(1),...,f(n—1)) € C". Assim, podemos ver a transformada
de Fourier como uma aplicacdo de C™ em si mesmo, e ¢é facil ver que tal
aplicacdo é linear. Além disso, sabe-se que a transformada de Fourier é
uma transformacao linear que leva bases ortogonais em bases ortogonais
e que “estica” cada vetor por um fator y/n: para todo x € C", temos
|7 (z)|| = V/n||z||, onde a norma considerada é a usual em C".

Dadas fungoes f e g, ambas de Z, em C, definimos a convolugao f * g :
Zy, — C por

(fx9)@) =Y fwglz—y).

YELn

Uma propriedade importante da convolucao é que a transformada de Fou-
rier da convolucao é o produto das transformadas, isto é, 7(f * g)(z) =
T(f)(x)T(g)(z). A prova é simples, mas ndo a daremos aqui.

No que segue, usaremos os grafos definidos abaixo. O grafo de Chung-
Graham com adicao ja foi definido anteriormente, mas julgamos conveniente
repetir sua definicdo aqui.

Defini¢ao 29. Dado S C Z,, definimos o “grafo de Chung-Graham com
adi¢ao”, ou simplesmente “grafo de Chung-Graham”, CG,(S) = CG}(S),
por V(CG}(S)) = Zp, e ab € E(CG/(S)) se e s6 se a+b € S. Defi-
nimos também o “grafo de Chung-Graham com subtracao”, CG,, (S) por
V(CG,,(S)) =Zy, eab € E(CG,, (S)) seesésea—be SU(-S). Todas as
operagoes sao feitas médulo n.

A razao de exigirmos que a —b € SU (—S), em vez de simplesmente
a—be S, éque desejamos obter um grafo comum, e nao um grafo dirigido.

Nos lemas a seguir, provaremos algo sobre o nimero de arestas entre
U e W no grafo CG,(R) = CG; (R), e isto sera til para estabelecer uma
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conexao entre os coeficientes de Fourier de R e a n-regularidade do grafo
CG/(R).

O produto interno nos lemas a seguir é o usual em C": se W = (w;)}", e
Z = (z;)_, sao vetores de C", (W, Z) = > | w;Z;. Nao faremos distingao
entre um subconjunto de Z,, e sua funcao indicadora.

Lema 30. Sejam R,U,W C Z, com UNW = (). Entao
ecatm) U, W] =(R,U*W).
Prova. Basta notar que
(R, U « W) ZR ZU W(r —u)
= Z R(r) Y UwW(w)

U, w: utw=r

= ’{u ceUweW:ut+we R}‘ = ecar(p)lU, W] (3.3)

Lema 31. Sejam R, U, W C Z,, com UNW = (). Entao
ccamlUW) = LIRIUIW| < (max TR)G)) VIO (34
Prova. Temos
ccat (U, W] = (R,U W) = ~(T(R), T(U = W)

=SS TRGTOWIG) = - S TRGOTO)HTIVG)

= JRIUIW|+ - S TRIGTO)GH)TV)G), (35)
J#0

e, por Cauchy-Schwarz,

S TROTOGTNG)| < 5 (max TEG))ITO)LIT)2

de onde segue o resultado pois o lado direito da expressao acima ¢ igual a

max;o |7 (R)(j)[v/|U||W O

Agora iremos tratar do grafo de Chung-Graham com subtracao.
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Lema 32. Sejam R,U,W C Z, com UNW = (). Entao

Cty U W)= LIRUCRIUIWI] < (max | T(RU(-R)G)) VIO
(3.6)

Prova. Da equacao 3.3 segue que
<Ru@R;Uu—W»:Hueuwewnu—weRueRm.

Portanto, e (g)[U, W] = (RU(=R),U*(=W)). Daqui em diante, a prova
é analoga a do lema 31. O

O préximo lema € o resultado principal desta secao. Ele mostra que a
n-regularidade dos grafos de Chung-Graham esté ligada aos coeficientes de
Fourier de um conjunto apropriado.

Lema 33. Seja R C Zy,. Se max;.|7(R)(j)| < n*R|, o grafo CG}(R) é
n-regular com densidade |R|/n. Se max;o |7 (RU(—R))(j)| < n*|RU(—R)|,
o grafo CG,, (R) é n-regular com densidade |[RU (—R)|/n.

Prova. Provaremos apenas a primeira asser¢ao. Sejam U,W C Z, com
|U|,|W| > nn. Observe primeiramente que

. R
max | T(R)(j)| < n2|R| < 020/ T,

J#0 n
Logo,
s [ TCR)G) VTV < 0 22 o1,
e o resultado segue, pelo lema 31. O

Para terminar, observe que, se d = pn e (max#o |7(R) (j)|) |U||W| <

AL/d|U||W], entdo o grafo CG;(R) é (p, A)-uniforme para p = |R|/n (veja
a definigao 25). Veja também que a condi¢ao acima equivale a termos

(max|T(R)(G)I) < Avpm.
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3.3 O Lema de Regularidade de Szemerédi

Nesta segao, falaremos um pouco sobre o Lema de Regularidade de Sze-
merédi [35], comentaremos brevemente sua demonstracdo e daremos um
exemplo de como o lema pode ser aplicado. Também enunciaremos uma
extensao do lema, observada independentemente por Kohayakawa e Rodl
(veja [23] ou [26]), apropriada para se lidar com grafos esparsos (isto é, gra-
fos com quantidade subquadratica de arestas). E interessante notar que a
primeira aparicao do Lema de Regularidade na literatura foi em [34] (ainda
em uma forma um pouco diferente de sua “forma final” de [35]), como ferra-
menta para a prova do Teorema de Szemerédi sobre inteiros em progressoes
aritméticas, que é o teorema 2 do capitulo 1.

Vamos relembrar a notagdo que usaremos. Ao longo da secao, G = G"
serd um grafo com n vértices. Para U,WW C V(G) com UNW = 0, escre-
vemos E(U, W) = Eg(U, W) para denotar o conjunto das arestas de G que
ligam U a W. Colocamos e(U, W) = eq(U, W) = |Eq(U,W)| e definimos a
densidade do par (U, W), d(U, W), por d(U, W) = eq:(U, W) /(|JU||W]). Note
que 0 < d(U,W) < 1.

Na definigdo a seguir, vemos que um par (U, W) é Szemerédi-regular
quando todo subgrafo “grande” (X,Y’) de (U, W) tem quase a mesma den-
sidade do par (U, W). Precisamente, temos:

Defini¢ao 34 (e-Szemerédi-regularidade). Dados € > 0, um grafo G e
U, W C V(G) disjuntos, dizemos que o par (U, W) é e-Szemerédi-regular se
para todos X CU eY C W com | X| > ¢|U| e |Y| > |W|, temos

d(X,Y) — d(U,W)| < e.

No que vem a seguir, trabalharemos sempre com um certo tipo especial
de partices do conjunto de vértices de um grafo G.

Definicao 35 (Particoes equitaveis). Dizemos que uma particio P =
(Vi)k_, de V = V(G) é (e,k)-equitdvel se |Vo| < en e |[Vi| = ... = |Vi|.
Dizemos que Vi € a classe excepcional de P.

Quando o valor de € nao for relevante, diremos simplesmente que P é
k-equitavel. Diremos também que P é equitavel quando for k-equitavel para
algum k.

O Lema de Regularidade nos diz que para todo grafo G com n = |V (G)|
grande, existe uma parti¢ao equitdvel de V(G) em um nimero “apropriado”
de partes, V(G) = Ug?:OVj, tal que quase todos os pares (V;, V;) com 1 <
i < j < k sao Szemerédi-regulares.
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Teorema 36 (Lema de Regularidade de Szemerédi). Para todose > 0
e m > 0, existem inteiros M = M(e,m) e N = N(eg,m) tais que para todo
grafo G com n > N(e,m) vértices, existe uma particao (e, k)-equitavel de
V(G), V(G) = U;?:OV]-, comm < k < M(e,m), e tal que no maximo k>
dos pares (V;,V;) (1 <i < j < k) ndo sao e-Szemerédi-regulares.

Vamos explicar o papel de m e M no lema. Note que o resultado afirma
algo sobre a distribuicdo das arestas entre os pares (V;,V;) com 1 < i <
j < k, e nao diz nada sobre as arestas que estao contidas em cada classe
Vi. Assim, seria interessante se o nimero de arestas “internas” (ou seja,
contidas em alguma classe) fosse (em proporgao) muito pequeno. Isto é
conseguido escolhendo-se um m suficientemente grande, pois o nimero de
arestas “internas” é limitado por k:("ék) ~ (3)/k < (5)/m. Por outro lado, ¢
essencial que o numero de classes da partigao seja limitado (k < M) pois, por
exemplo, a particao de V(G) em n classes com um tnico vértice em cada é
trivialmente 0-Szemerédi-regular. De fato, a caracteristica fundamental do
Lema de Szemerédi é que o nimero de classes da particao é limitado e o
limitante M nao depende do grafo G.

Iremos agora rascunhar a demonstracao do Lema de Regularidade. Em-
bora a demonstracao em [35] tenha apenas duas paginas, a prova do lema
nao pode ser considerada ficil; de fato, os argumentos em [35] estao extre-
mamente condensados. Recomendamos fortemente a leitura das segoes IV.5
e IV.6 de [3], onde sdo dadas uma prova menos concisa e mais “didética” do
Lema de Regularidade, bem como algumas aplicagoes simples. A referéncia
ja classica para quem deseja estudar com mais detalhes o Lema de Regu-
laridade e suas consequéncias em teoria dos grafos é o survey de Komlos e
Simonovits [27].

Vamos a “prova’. Para cada particao P de V(G), P = (V) ;?:0, definimos
o indice de P, ind(P), por

nd(P) =5 S (Vi V;)*.

1<i<j<k

Como a soma contém (g) parcelas e cada uma delas estd entre 0 e 1, é claro
que sempre temos 0 < ind(P) < 1/2.

Se P e P sio particoes equitaveis de V(G), diremos que P refina P se
toda classe ndo-excepcional de P estd inteiramente contida em uma classe
nao-excepcional de P. Dito isto, a idéia fundamental para provar o teorema
36 estd contida no lema abaixo.

Lema 37. Seja G um grafo com n vértices, e seja P = (Vj)g?zo uma particao
(e, k)-equitdvel de V(G). Se e é tal que 4* > 600> e mais de ek? pares
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(Vi,V;) (1 <i < j < k) nao sao e-Szemerédi-regulares, entao existe um
refinamento P = (V;)1*k%" de P tal que ind(P) > ind(P) + /20, Vy € Vo
e [Vo \ Vol < n/4ak.

Com este resultado, é facil provar o teorema 36. Seja mg o menor inteiro
que satisfaz mg > m e 4™ > 600¢7°. Comecamos com uma particio
(€/2, mp)-equitdvel qualquer de V(G). Se esta particdo tem no maximo
em3 pares Szemerédi-regulares, fim de prova; caso contrario, usando o lema
acima, refinamos a particao inicial. Iteramos este processo até chegarmos
a particdo desejada. Isto ocorrerd em no méaximo 10e~° iteracdes, pois
cada iteracio aumenta o indice em pelo menos £°/20, e por outro lado
sabemos que o indice de uma parti¢ao é sempre menor ou igual a 1/2. Defina
f:N—=Npor f(0) =mge f(t+1) =1+ f(t)4’"). Entao a particio final
terd no maximo f(10e75) classes (e portanto colocamos M = f(10e°)). E
importante notar que o fato de a classe excepcional aumentar muito pouco
a cada iteracdo também é crucial, pois a classe excepcional da particao final
deve ter no méximo en elementos (por definicdo de equitabilidade). Do
lema acima segue que, se a classe excepcional inicial tem no méximo en/2
elementos, entao a classe excepcional da particao final tem no maximo

n n n en  2n

en
AT R G
9 +4mo +4f(mo) +4f(f(m0)) tors 2 +4m0’

e pela escolha de my, isto é no mdximo §n + %n < en.

Na secao 3.4, veremos o Lema de Regularidade em acao, e com isso o
leitor podera sentir a grande forca do resultado. No entanto, apesar de sua
forga, o Lema de Regularidade tem uma limitagdo importante: para grafos
com quantidade subquadrética de arestas (e(G) = o(n?)) todo par (U, W)
é Szemerédi-regular, e portanto o Lema de Szemerédi nao nos dd nenhuma
informacao.

De fato, paratodo X C UeY C W com | X| > ¢|U| e |Y| > ¢|W|, temos

e(X,Y) e(UW)

ja que e(X,Y) e e(U, W) sdo o(n?) enquanto que tanto |X||Y| como |U||W|
sao 2(n?). Lembramos que escrevemos f(n) = Q(g(n)) se existir uma cons-
tante C' > 0 tal que para todo n suficientemente grande, |f(n)| > C|g(n)|.
Em outras palavras, f(n) = Q(g(n)) se e s6 se g(n) = O(f(n)).

Na secao 3.5, veremos uma variante “esparsa” do Lema de Szemerédi,
que contorna parcialmente esta dificuldade.
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3.4 Aplicando o Lema de Regularidade

Nesta secao, daremos uma aplicagdo do Lema de Regularidade de Szemerédi,
para ilustrar seu mecanismo bésico de uso.

Em muitas aplicagoes do Lema de Regularidade, comecamos com um
grafo qualquer G e a partir dele, construimos dois grafos especiais: o grafo
reduzido de G e o grafo limpo de G. Vamos defini-los a seguir. Dados
um grafo G, uma particdo k-equitdvel P de V(G) e dois parametros ¢ >
0e0 < d < 1, definimos o grafo reduzido de G (que denotaremos por
R = R(G,P,e,d)) por V(R) = [k] = {1,2,...,k} e ij é aresta de R se
e s6 se o par (V;,V}) é e-Szemerédi-regular com densidade d(V;,V;) > d.
Definimos também o grafo limpo de G (que denotaremos por L(G, P, ¢, d))
por V(L) =V(G)eec E(L)seeséseec E(G) eexistem 1 <i#j<k
tais que e liga V; a V; e ij é aresta do grafo reduzido. Isto é, obtemos L
a partir de G apagando arestas até restarem apenas as arestas que ligam
pares e-Szemerédi-regulares com densidade pelo menos d.

O grafo limpo de G é mais facil de se lidar do que o grafo original G, e
ele ainda contém a maior parte das arestas de GG, se ¢ e d forem pequenos,
e se k for grande. De fato, suponha que temos uma particao k-equitdvel
P = (V}-)?ZO dada pelo Lema de Regularidade aplicado com parametros € e
m = [1/e], por exemplo. Seja n’ o tamanho de cada classe nao-excepcional.
Se e € E(G)\ E(L), ha quatro casos: e estd contida em algum V; (j # 0), e é
incidente a Vj, e liga duas classes que formam um par e-Szemerédi-irregular
ou e liga duas classes que formam um par com densidade inferior a d. Assim,
|[E(G)\E(L)| < k(g) +En2+£(g)n’2+dn’2 (g), e como temos n' < n/k segue
que |[E(G)\E(L)| < +(5) +en®+en?/2+dn?/2 < 1(5) + (2e+e+d)n?/2 <
(3+4e+d)(5). Como escolhemos m = [1/e], temos 1/k < 1/m =1/[1/e] <
e. Assim, |E(G)\E(L)| é uma fragao pequena de (}) (e, portanto, de e(G), j&
que assumimos implicitamente que e(G) = Q(n?)), se € e d forem pequenos
e se m for grande.

A importancia do grafo reduzido de G segue do fato que todo subgrafo de
R com grau maximo “pequeno” é também subgrafo de G. Para formular isto
mais precisamente, definiremos o grafo R(t) obtido a partir de R trocando-se
cada vértice de R por t vértices independentes, e trocando cada aresta de R
pelo grafo bipartido completo K;;. Com isso, enunciamos uma consequéncia
muito interessante do Lema de Regularidade (para uma demonstracao, veja
27]).

Teorema 38 (“Key Lemma”). Dadosd > ¢ > 0, um grafo R e um inteiro
positivo n’, construa um grafo G trocando cada vértice de R por n' vértices,
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e trocando as arestas de R por pares e-Szemerédi-regulares com densidade
maior ou igual a d. Seja H um subgrafo de R(t) com h vértices e grau
médximo A > 0, e seja g = (d —e)?/(24+ A). See <egeset—1<eon,
entao H C G.

Agora, usaremos o Lema de Szemerédi para dar uma prova bem curta
(mas nao muito detalhada) do famoso Teorema de Erdds, Stone e Simono-
vits.

Comecaremos contextualizando o problema. Lembramos que o tamanho
de um grafo G é seu nimero de arestas, e a ordem de G é o nimero de
vértices de G. Dados grafos G e H, definimos ex(G, H) como o méximo
tamanho de um subgrafo de G que nao contém cépias de H. O problema
¢é determinar ou estimar ex(G,H). Em 1941, Turdn inaugurou a Teoria
Extremal dos Grafos com seu histérico artigo [36] em que é determinado
com exatidao o valor de ex(K,,K),), onde K; é o grafo completo com ¢t
vértices. Abaixo, enunciamos uma versao levemente mais fraca do Teorema
de Turan, mas que sera mais adequada aos nossos propositos.

Teorema 39 (Turdn, 1941). Se G é um grafo com n vértices e mais
de (1 — ﬁ)nZ/Z arestas, entao G contém uma cépia de K,. Ou seja,
ex(Kn, Kp) < (1 — S27)n?/2.

Mencionamos que no capitulo 29 de [1] sdo dadas 5 provas extremamente
elegantes do Teorema de Turén.

Um passo natural entao é trocar os grafos completos K, por grafos gerais
H e investigar ex(K,, H), onde H é um certo grafo fixo. Em 1946, Erdés
e Stone [8] realizaram um importante avango nesta questao, ao provar o
teorema abaixo. Definamos Kj(t,...,t) como o grafo p-partido completo
em que cada classe tem ¢ vértices.

Teorema 40 (Erd8s e Stone, 1946). Sep>2et > 1,

ex(Kn, Kp(t, ... 1)) = <1 - pil + 0(1)) (’;)

Em [7], Erdds e Simonovits observaram que o resultado acima implicava
o teorema a seguir. Este resultado, que hoje é conhecido como o Teorema
de Erdds, Stone e Simonovits, determina o comportamento assintotico de
ex(Ky, H) para todo H.

Teorema 41 (Erdds, Stone e Simonovits, 1966). Seja x(H) o nimero
cromatico de H. Entao

ex(Ky, H) = (1 - X(Hl)—l + 0(1)) (Z)



Vamos mostrar que o teorema 40 implica o teorema 41. Seja K(p,n) o
grafo p-partido com n vértices, em que as classes C'1, Co, . . ., C), da p-particao
satisfazem |C| < |Cq| < ... < |Cp| < |Ci] + 1, e tal que e € E(K(p,n)) se
e s6 se e liga C; a C; para algum par (4,j) com i # j. Uma conta simples
mostra que e(K(p,n)) = (1 — % +0(1))(5), e como para todo H e todo n
temos H ¢ K(x(H) — 1,n), segue que

ex(Ky H) > e[ K(x(H) ~ 1,n)) = (1 _ X(Hl)—l + 0(1)> <’2’> (3.7)

Por outro lado, pelo teorema 40, temos

eX(KTw H) < eX(Km Kx(H)(|V(H)|7 SRR ’V(H)D)

-t ()

Iremos agora dar uma prova curta do teorema 40, via Lema de Regula-
ridade.

Prova do teorema 40. Pela equacao 3.7, vemos que é suficiente provarmos
apenas a cota superior para ex(K,,K,(t...,t)). Fixe 8 > 0 e suponha
que G é um grafo com n vértices (n suficientemente grande) e mais de
(1-— z% + B)(5) arestas. Tome d = 3/2 e e = (3/10)P* e considere o grafo
reduzido de G, R(G, P,e,d), onde P = (VJ);“:1 é uma particao k-equitavel
dada pelo Lema de Regularidade de Szemerédi aplicado a G com parametros
e e m = [1/¢]. Considere também o grafo limpo de G, L(G, P,e,d). E facil
ver que

e(R) _ e(L) 1
> >1—-—.
k2/2 = n?/2 p—1
Logo, pelo Teorema de Turén, R contém uma cépia de K, e, pelo teorema

38, temos que G contém uma cépia de Kp(t,...,t), que é o que queriamos
mostrar. O

Um problema muito interessante que esta em aberto é o de provar uma
versao probabilistica do teorema 41. Por exemplo, o teorema 41 nos diz
que, para n grande, se fixarmos [ > 1 e pegarmos um pouco mais da metade
das arestas de K,,, teremos necessariamente uma copia de um circuito de
comprimento 2 + 1, C**!. Uma pergunta natural é: “E verdade que, com
probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, se pegarmos um pouco mais da
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metade das arestas do grafo aleatério Gy, p, teremos obrigatoriamente uma
cépia de C2H1?” Veremos no préximo capitulo que isso vale, se p = p(n) >
Cn~ 112l onde C' é uma constante grande.

De modo geral, a questao é investigar ex(Gy, p, H). Seria interessante se
tivéssemos um teorema do tipo “se p = p(n) é suficientemente grande, entao

quase todo Gy, satisfaz ex(Gy, p, H) < (1 - m + 0(1)) e(Gnp)”, mas
até o momento, resultados deste tipo s6 foram provados para alguns grafos
H. Este problema, intitulado “Problema de Turdn para grafos aleatérios”,
tem atraido consideravel atengao nos ultimos anos. Segundo Janson, Luczak
e Rucinski, “trata-se de um dos mais importantes problemas em aberto
na area de grafos aleatérios” ([22], capitulo 8). O enunciado preciso do
problema foi formulado por Kohayakawa, Luczak e Rodl em [25].

Haxell, Kohayakawa e Luczak resolveram o problema quando H é um
circuito [18, 19] (No préximo capitulo, veremos detalhadamente alguns dos
métodos usados em [19], pois eles serdo empregados para provar uma versao
probabilistica do Teorema de Schur). Em [25], Kohayakawa, Luczak e Rédl
resolveram o caso H = Kj. Recentemente, Gerke, Schickinger e Steger [13]
resolveram o caso H = Kj5. Todos os artigos acima citados usaram alguma
variante esparsa do Lema de Regularidade. Estas variantes sao o assunto
da préxima segao.

3.5 A versao esparsa do Lema de Regularidade

Em meados da década de 90, Y. Kohayakawa e V. R6dl descobriram inde-

pendentemente versoes esparsas do Lema de Regularidade [23, 26]. Enunci-

aremos aqui apenas uma dessas versoes, e a empregaremos na secao 4.1.
Nas definigoes abaixo, G serd um grafo e U e W serao sempre subcon-

juntos disjuntos de V(G) com u = |U| e w = |W|.

Defini¢ao 42 (Densidade relativa dg (U, W)). Seja H um subgrafo de

G com V(H) = V(G). Definimos dy,c(U, W) por

dyc(UW) =

eg(UW)/eq(U,W) seeq(U W) >0,
se eq(U, W) =0.

Definicao 43 (Pares (¢, H, G)-regulares). Fixee > 0. Dizemos que o par
(U,W) é (e, H, G)-regular se para todos U' C U e W C W com |U’'| > ¢|U]|
e |[W'| > ¢|W]| temos

’d[ig(U/, W/) — dH,G(U, W)’ S E.
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Definicao 44 (Particées (e, H,G)-regulares). Seja P = (Vi)Y , uma
particao (e, k)-equitdvel de V.= V(G). Dizemos que P é (¢, H,G)-regular
se no maximo s(g) pares (V;,V;) (com 1 <i < j < n) nao sao (¢, H,G)-
regulares.

Agora podemos enunciar o resultado de Kohayakawa e Rodl, que é uma
extensao do Lema de Regularidade de Szemerédi.

Teorema 45 (Kohayakawa, Ro6dl). Dados ¢ > 0 e kg > 1, existem
constantes n = n(e, ko) e Ko = Ko(e, ko) > ko que dependem somente
de € e kg tais que, se G é um grafo n-regular e H é um subgrafo de G com
V(H) = V(Q), entao existe uma particao de V = V(G) que é (e, k)-equitdvel
e (e, H,G)-regular, com ky < k < K.

A prova deste resultado segue bem de perto a prova do Lema de Re-
gularidade original, e por isso nao faremos maiores comentarios sobre ela.
Note também que se tomarmos G = K,,, o grafo completo com n vértices,
recuperamos o Lema de Szemerédi original.

Recomendamos a leitura de [23] para os interessados em conhecer algu-
mas aplicacoes da versao esparsa do Lema de Regularidade. Além de estar
se mostrando uma ferramenta 1til no ataque ao Problema de Turdn para
grafos esparsos (veja a se¢ao anterior), mencionamos que a versao esparsa
do Lema de Szemerédi foi empregada na prova do teorema 6, e também foi
util para se encontrar um novo critério de quasi-aleatoriedade para grafos
[26]. Por sua vez, deste novo critério segue imediatamente o seguinte fato:
existe um algoritmo que verifica se um grafo com n vértices é quasi-aleatério
(no sentido de Chung, Graham e Wilson [6]) em tempo O(n?). Isto é sur-
preendente, pois o tempo de leitura de grafo ja é quadratico na entrada. O
melhor algoritmo conhecido até entdo levava tempo O(n?376).
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Capitulo 4

Uma versao probabilistica do
Teorema de Schur

Nosso principal objetivo neste capitulo é provar o teorema 13. Isto sera
feito na sec@o 4.2. Na sec¢ao 4.1, provaremos o lema dos pares proibidos, um
resultado auxiliar muito importante na prova. A secéo final, 4.3, é dedicada
ao enunciado de uma conjectura que, se verdadeira, nos permitiria resolver
o problema 12. Discutimos também uma variante do problema.

Ao longo de todo o capitulo, usaremos a seguinte definicao. Uma funcao
A : N — RT é uma A-funcao se existe uma constante ¢ > 0 tal que, para
todo n, 1 < A(n) < ¢y/logn.

4.1 O lema dos pares proibidos

Nesta secao, falaremos um pouco sobre o que é feito em [19], com forte énfase
no resultado que chamaremos de lema dos pares proibidos. Comecamos
com algumas defini¢oes. Escrevemos G = G" para dizer que G é um grafo
com n vértices, e denotaremos o circuito de comprimento [ por C'. Mais
precisamente, um circuito de comprimento [ em G é um conjunto de [ vértices
de G distintos, {v1,..., v}, tais que para todo i € Z;, viviy1 € E(G).

Para 0 < v < 1 e grafos GG, H, escrevemos G —, H se em qualquer
subconjunto de arestas de G com cardinalidade maior que ve(G) ha uma
coépia de H. O principal resultado de [19] é o seguinte.

Teorema 46 (Haxell, Kohayakawa e Luczak, 1996). Para todo 0 <
n < 1/2 e todo inteiro positivo [, existe uma constante C = C(n,l) > 0 tal
que quase todo grafo G, com p = p(n) > Cn~ VY2 gatisfaz Gnyp —1/24m
CQZ—H.
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Ou seja, os autores resolveram o Problema de Turan para grafos aleaté-
rios no caso em que H é um circuito impar. O teorema acima prova que,
desde que p = p(n) seja suficientemente grande (ou “vé a zero suficiente-
mente devagar”), entdo quase certamente ex(Gy, p, C21H1) < (1/2+n)e(Gnp)-
Como sempre, ao dizer que quase todo grafo Gy, , tem a propriedade @, que-
remos dizer que lim,_,o P((Gy,p tem a propriedade Q) = 1.

Na demonstragao do nosso teorema 13, usaremos nao apenas o principal
lema de [19] (o lema dos pares proibidos) como também as idéias da prova
do teorema 46.

O lema dos pares proibidos é a principal ferramenta na demonstracao do
teorema 46. Nesta secao, nosso principal objetivo é provar este lema.

Comegaremos definindo o grafo dos pares proibidos. Dado um grafo H
e um inteiro | > 1, vamos definir o grafo J = J(H) = J;(H) em V(H)
ligando dois vértices x,y € V(H) em J se e s se existir um caminho en-
tre x e y de comprimento 2/, em H. Mais precisamente, ligamos = a y em
Ji(H) se e s6 se existirem vértices v1, ve, ..., vy_1 distintos tais que as ares-
tas xvy,v1v2, ..., U1y estdo todas em H. Esse grafo serd extremamente
importante, e serd chamado de grafo dos pares proibidos. Suponha que es-
tamos interessados em grafos H que ndo possuem circuitos C?*+1, e suponha
que zy é um par proibido por H. Entao, nao pode haver aresta em H li-
gando x a y, ou entao fecharfamos um circuito de comprimento 2/ + 1 em
H. Dai vem o nome “pares proibidos”.

Podemos agora enunciar o lema dos pares proibidos. Fixe constantes
reais C' > 0 e 0 < 79 < 1. Fixe uma A-fungdo A = A(n) e suponha que
G = G" é um grafo (p, A)-uniforme, onde p = p(n) > CA?n~1+1/2 ¢ seja
H um subgrafo de G com pelo menos ype(G) arestas. O lema abaixo diz
que e(J;(H)) é quase tao grande quanto (e(H)/e(G))(3), se C e n forem
suficientemente grandes.

Lema 47 (Lema dos pares proibidos). Sao dados um inteiro | > 1,
reais 0 < § < 1,0 < 79 < 1, e uma A-funcao A = A(n). Existe uma
constante Cy = Cy(l,0,v9) > 0 tal que vale o seguinte. Seja G = G"™ um
grafo (p, A)-uniforme com p = p(n) > CoA?n=11t1/2 ¢ seja H ¢ G um
subgrafo de G com e(H) > vpe(G). Entao, se n for suficientemente grande,
temos e(J;(H)) > (1 —6)(e(H)/e(G))(3).

H4 dois ingredientes importantes na prova do lema 47: a versao esparsa
para o lema de regularidade de Szemerédi (teorema 45) e o lema 48 que
veremos a seguir. Seja H = H* um grafo com k vértices, e suponha que
¥ = (Ye)een ¢ uma familia de pesos 0 < v, < 1 nas arestas e € E(H)
de H. Para x € V(H), seja I'(x) o conjunto dos vértices vizinhos de x
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em H. Dados vértices x,y € V(H), nao necessariamente distintos, seja
Zyy =TH(x)NTH(y) o conjunto dos vizinhos comuns de x e y, e defina

0 se Lypy = 0,

w(z,y) = w5z, y) {max{fyzy: 2€ Zypyt se Zyy#0.

Para x € V(H), defina o §-grau de z, d'(z), por d(z) = d¥7(z) =
ZyEFH(x) Yoy Seja Y(H) = ZeeE(H) Ye. Fixada uma ordenacao xy =
(21, .., zy) dos vértices de H, definimos w(H,¥,x) = >_1<;<jcp (T3, T5).
Dizemos que uma ordenagao x = (z1,...,xx) dos vértices de H respeita
5 se, para todo 1 < ¢ < k, o vértice x; é um vértice de 4;-grau minimo
em H; = Hz;,...,x], o subgrafo de H induzido por z;,...,xg, onde
¥ = (Ye)ecr(n,- Note que uma tal ordenagao sempre existe: ache pri-
meiro x1, depois xa, etc. Agora podemos enunciar um dos ingredientes para
a prova do lema dos pares proibidos.

Lema 48. Seja H = H* um grafo com k vértices e sem lacos, e supo-
nha que é dada uma familia de pesos ¥ = (Ve)ecy com 0 < 7. < 1. Se
X = (21,...,x) é uma ordenacao dos vértices de H que respeita 7, entao

w(H,5,x) > 5(H).

Prova. Provaremos o resultado por inducdo em k. Se k = 1, ndo ha nada
para provar. Suponha agora k > 2, e assuma que o lema ja foi provado para
valores menores de k. Considere Hy = Hlxa,..., 2] € Y2 = (Ye)ecr(H)-
Obviamente, x2 = (z2,...,x;) é uma ordenacao dos vértices de Hy que
respeita 72, e por indugao segue que w(Ha, 2, X2) > F2(Hs). Se Ty (x1) =0,
temos w(H,7,x) = w(Ha2,52,x2) = J2(H2) = J(H). Por outro lado, se
Ty(z1) # 0, tomamos um elemento qualquer z € T'y(x1). Pela hipdtese
sobre a ordenacio , temos d7(z) > d"7(x1), e portanto

w(Huﬁ)X) 2 ’UJ(HQ,’S/Q,XQ) + Z ’I,U(xl,y)
yelm(2)

> Fo(Ha) + Y ey = To(Ha) + d7(2) > 5o(Hy) + ™ (1)
yel g (2)

=7(H),
como queriamos. O

O lema 50 é o ponto chave para provar o lema dos pares proibidos. Para
descrevé-lo, sejam [ > 1 um inteiro e C, e, u > 0 reais positivos. Fixe uma
A-fungao A = A(n), e fixe também reais 0 < p < v < 1. Seja G = G" um
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grafo (p, A)-uniforme com p = p(n) > CA?n~1*1/2! ¢ seja H um subgrafo
de G com V(H) = V(G). Sao dados trés conjuntos dois a dois disjuntos
Vi,Vo,Va € V = V(G), com |V;| = m > un (i = 1,2,3) e tais que os
pares (V1,V2) e (Va, V3) sao (e, H, G)-regulares com di 2 = dg,q(Vi,V2) > p
e da3 = dg,c(Va,V3) > 7. Basicamente, o lema 50 afirma que o grafo dos
pares proibidos, J;(H), é tal que e, (V1,V3) é quase tao grande como ym?,
desde que C' e n sejam grandes, e € seja suficientemente pequeno.

Na prova do lema 50, usaremos as seguintes defini¢coes. Seja J um grafo
bipartido com biparticao V(J) = XUY. Dizemos que J é (b, f)-expansor se
para todo U C V(J) com |[U| < betal que U C X ou U C Y, temos que
ITs(U)| > f|U|, onde I' ;(U) = UyerT's(u) e I'y(u) é o conjunto dos vizinhos
de u no grafo J. Se G é um grafoe U,W C V(G), UNW = 0, entao G[U, W]
serd o grafo bipartido com vértices UUW e arestas Eq(U, W).

O seguinte lema serd necessdrio para provar o lema 50. A versao esparsa
do Lema de Regularidade é usada em sua demonstragao.

Lema 49. Sejam 0 < € < 1/5 e 0 < p <1 reais dados, e suponha que 0 <
n <e/8. Seja G = G™ um grafo com n vértices, n-uniforme com densidade
0 < p <1, eseja H um subgrafo de G com V(H) = V(G). Suponha que,
para (i,j) = (1,2) e (4,5) = (2,3), temos que (V;,V}) é um par (¢, H,G)-
regular com d; j = dp,c(Vi,Vj) > p. Suponha também que |V;| > (n/e)n
para i € {1,2,3}. Entao, existem conjuntos V/ C V; (i € {1,2,3}) tais que

(@) NV = (1 5¢/p)dsjec(Vi, Vi)V

para todos (i,7) € {(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)} e todo x € V/. Além disso,
temos que |V/| > (1 — 2¢)|Vi| parai € {1,2,3}.

Prova. A prova é muito similar & prova do lema 3.2 de [17], e por isso nao
a daremos aqui. O

Lema 50. Sdo dados um inteirol > 1, reais C >0,0<d <1, 0< u <1
e0 < p <~ < 1. Fixe uma A-fungao A = A(n), e sejam G, H e J;(H)
grafos como os descritos antes do lema 49. Entao, se C > Cy = 32/(6pp)*
e0 < e <eg=6p/24, temos e(J;[Vi,V3]) > (1 — §)ym?2, desde que n seja
suficientemente grande.

Prova. Assumimos que n é grande, e, em particular, temos que G é -
uniforme para 1 = eu (veja o lema 26). Se G é um grafo, escrevemos 0(G)
para denotar o grau minimo entre os vértices de G. A prova do lema 50
segue de trés fatos.
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Fato 1 Existem conjuntos V/ C V; com |V/| > (1 — 2¢)m (i = 1,2,3)
tais que Hio = H([V{,Vj] e Hy3 = H[V;, V5] tém grau minimo 6(H;2) >
(1 —=06/4)d12pm e 6(Hz3) = (1 — 6/4)dz3pm

Prova. Este fato segue do lema 49. O

Fato 2 Para (i,5) = (1,2) e (i,j) = (2,3), o grafo bipartido H; ; =
HIV/,V]] é (1 —d/2)d; jm/f, f)-expansor para todo 0 < f < (Spu/4A)2d.
Prova. Fixe (i,7) € {(1,2),(2,3)} e 0 € {i,j}, e suponha que 0 < f <
(6pp/4A)%d. Tome U C V! com u = |U| < (1 —6/2)d; ;m/f e seja W =
['p, ;(U). Suponha por absurdo que w = [W| < fu. Entao, pelo fato 1 e
pela (p, A)-uniformidade de G, temos

5
<1 - 4) dijpmu < eg, (U, W) <eq(U, W)
< puw + A(duw)*/? < (1 - g) d; jpmu + A(duw)'/?.

Logo (6/4)d; jpmu < A(duw)'/?, e portanto w > (§pu/4A)2du > fu, o que
¢ uma contradicdo. Logo [y, ;(U)| > f|U|, como querfamos. O

Fato 3 Para todo x € VY, temos |I';,(z) N V4| > (1 — 35/4)ym.

Prova. Note que d = pn = CA2n/2 e portanto His e Hy3 sao ((1 —
d/2)d; jm/ f, f)-expansores para 0 < f < onl/2l Agora, fixe z € Vi,
e seja Xo = {z}. Escolha conjuntos X1, Xs,..., X1 tais que n/? <
1X;| < 2n¥/# paral <i <2 —1,e X C Ty ,(Xo), Xo C Ty y(Xa) \
X0, .., X911 C FH1,2 (Xgl_g) \ (X1 U...uU Xgl_g). Finalmente, seja X9 =
[, 5 (X2i-1). O resultado segue do fato 2. O

O lema 50 segue dos fatos 1 e 3, pois e(J;[Vi, V3]) > (1 —356/4)ym|V{| >
(1 —8)ym?. O

Agora podemos provar o lema 47, dos pares proibidos.

Demonstracao do lema 47. Fixe um inteiro [ > 1, e fixe também reais 0 <
) < 1,0 < 9 <1, além de uma A-fungdo A = A(n). Pela natureza
do pardmetro §, podemos assumir que § < 15yy. Seja ¢ = 02/2160 e
ko = [1/e], e sejam 0 < n = n(e, ko) < 1 e Ko = Ko(e, ko) > ko valores
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encontrados via teorema 45 (versao esparsa do lema de Szemerédi). Note
que podemos assumir que 7 < £/(2Kjp). Seja p = 70d/15 < 1, e, finalmente,
seja Cy = Co(1,8,70) = 107(Ko/6%7p)?. Mostraremos que esta escolha de Cj
é apropriada para o lema.

Sejam entdao H um subgrafo de um grafo (p, A)-uniforme G = G™ com
v = e(H)/e(G) > v e p = p(n) > CoA?n~111/2 Podemos assumir que
V(H) =V (G), e que n é maior que uma certa constante grande, adequada-
mente escolhida. Pelo lema 26, temos que G é n-regular com densidade p.
Aplicamos agora o teorema 45 a H C G para obter uma particio P = (V;)~_,
de V = V(G) que é (g, H,G)-regular e (g, k)-equitdvel, com ko < k < K.
Seja m = |V;] (1 <1i < k). Note que m > n(l —¢)/k.

Usaremos agora as idéias de grafo reduzido e grafo limpo, adaptadas ao
contexto da versao esparsa do Lema de Regularidade. Seguiremos a notagao
de [19], usando H* para o grafo reduzido, e H' para o grafo limpo. Definimos
o grafo reduzido H* por V(H*) = [k]eij € E(H*) (1 <i<j<k)seeso
se (V;,V;) é um par (e, H, G)-regular com dg,q(V;,V;) > p. Parae =ij €
E(H*), seja ve = du,c(Vi, V), e seja ¥ = (Ye)ecp(m+)- Podemos supor que
x = (1,2,...,k) é uma ordenacao que respeita 4. Por iltimo, definimos um
grafo H' € H com V(H') =V (H) e tal que zy € E(H) é aresta de H' se e
sésex € V; ey € V; para algum par {i,j} com 1 <i < j<keijec E(H").
Mostraremos que, a exemplo do que ocorre na versao original do Lema de
Regularidade, o grafo limpo H' ainda tem grande parte das arestas de H.
Note que o nimero de arestas de H ¢ e(H) = ve(G) ~ vp(5).

Fato 1 Temos e(H’) > (1 —6/6)yp(}).

Prova. Estimaremos |E(H) \ E(H')|. Da (p, A)-uniformidade de G e dos
lemas 26 e 28, segue que, para todo W C V(G) com |W| > 3nn, temos
e(GIW]) < (1 + n)p("/;/'), se n é suficientemente grande. Logo e(H[Vy]) <
e2pn?.

Além disso, escrevendo como sempre d = pn, temos

ec(Vo, V\ Vo) < pIVollV \ Vol + AV/d[Vo[ [V \ Vo] < epn® + Anvd < 2epn’®

para n suficientemente grande. Note que ) eg(Vi,Vj) com a soma sobre
todos os 1 <1 < j < k tais que (V;, V;) nao é (e, H, G)-regular é no maximo
5(5)(1 +n)pm? < epn?. J4 a soma > en(V;,V;) sobre todos os 1 < i <
J < k tais que dy,q(Vi, V;) < p é no méaximo p(g)(l +n)pm? < ppn?. Para
n suficientemente grande, temos que Y, e(G[V;]) < k(1 + n)p(y) <
pn2/k. Portanto |E(H)\ E(H')| < (4e + p + 1/k)pn® < (5¢ + p)pn? se n &
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suficientemente grande. Por outro lado, temos e(H) = ve(G) > v(1-n)p(5),
e entao segue que

2033~ (-0 £

Aplicaremos agora o lema 48 a (H*,%). Como no lema 48, seja y(H*) =
ZeEE(H*) Ye-
Fato 2 Temos J(H*) > (1 — §/2)vk?/2.

Prova. Esta afirmacao segue facilmente do fato 1. Note que

1) n
(1=5)w(3) o= _ 3 e
e=ijEE(H*)
2
* n- _ *
= D (Ve V) < (L+mpm®y(H') < (1+m)py57(H).
e=ije E(H*)

1-4/6 1\ k2 5\ k2
~(H*) > — ) y—=—>(1==)r—.
Y(H") > T+ n <1 n>’72_<1 2)72

Finalmente, mostraremos que e(J;(H)) > (1 — 6)v(;). Fixe 1 < i <
j < k. Pelo lema 50, aplicado com §/6, temos que e(J;[V;,V;]) > (1 —
§/6)w(i, j)m?, onde w(i, j) = wy+ 5(4, ) foi definido antes do lema 48. Segue
do fato 2 e do lema 48 que

e(i(H) = Y e(L[Vi, V)

1<i<j<k

Logo
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como queriamos. O

4.2 O teorema Schur(n)

Nosso objetivo nesta segao é provar o teorema 13. Vamos lembrar algu-
mas defini¢oes dadas na secao 1. Dizemos que S C Z, tem a propriedade
Schur(n) se todo D C S com |D| > (1/2+n)|S| contém uma tripla de Schur.
Lembramos que Zj, , ¢ um subconjunto aleatério de Z,, obtido por n sorteios
independentes com probabilidade p.

Vamos agora discutir os pardmetros do enunciado do problema 12. Em
primeiro lugar, observa-se que ao tratarmos da propriedade PA3 (teorema 6),
a densidade pode ser qualquer n > 0, enquanto que no problema 12 impomos
a condigao de que a densidade deve ser maior que 1/2. O motivo disso é o
seguinte. Fixe n par. Para pelo menos metade dos conjuntos Z,, ;, vale que a
quantidade de elementos impares é maior ou igual & quantidade de elementos
pares (note que como n é par, podemos de fato falar em paridade em Z,).
Se exigirmos apenas que |D| = (1/2)|Zy,|, o enunciado do teorema torna-
se falso, pois para cada um dos Z,, com mais impares que pares descritos
acima, podemos tomar D como sendo os elementos impares de Z,, (logo
|D| > (1/2)|Zpp)), e nao havera solucao em D da equacgao de Schur pois a
soma de dois impares em Z,, (n par) d4 sempre par. Assim, a probabilidade
de Zy ter a propriedade Schur(n) para n = 0 é no maximo 1/2. Mesmo
quando n é impar, ndo podemos permitir que a densidade seja qualquer real
positivo; de fato, como ficard claro quando falarmos sobre a generalizacao
deste problema para grupos abelianos finitos, a densidade sempre devera ser
um pouco maior que 2/7.

Agora falemos sobre a probabilidade p = p(n). Vamos mostrar que se
p(n)/n~1? — 0 quando n — oo, entdo quase certamente ZLnyp ndo tem
a propriedade Schur(n). De fato, existem n? triplas (z,y,2) de Z, que
satisfazem = + y = z (uma tripla assim é dita uma tripla de Schur), e, em
média, p>n? delas sdo tais que z,y,z € Znp. Devido a hipdtese imposta
sobre p, temos que o nimero esperado de triplas de Schur em Z,, ;, n’p3, é
muito menor que np, o tamanho esperado de Z, ;. Assim, para quase todo
Ly, p, podemos apagar no maximo o(|Zy, p|) pontos de Zj, , destruindo todas
as triplas de Schur contidas em Z,,. Dai segue que, com probabilidade
tendendo a 1 quando n — 0o, Zjy,, nao tem a propriedade Schur(n).

Usaremos a seguir os conceitos de par proibido e elemento proibido.
Vimos na secao anterior que um par proibido por H, ou, mais precisa-
mente, um par [-proibido por H, é simplesmente um par {z,y} tal que
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xy € E(J)(H)). Ao longo desta segao, por “par proibido” entenda-se sem-
pre “par 1-proibido”. Ou seja, {z,y} é um par proibido por H se existe
z & {x,y} tal que xz,zy € E(H).

Se D C Z,, dizemos que x € Z, é um elemento proibido por D, e que
D proibe x, se x € (D — D) = {dy — da: d1,dy € D}. O nome “elemento
proibido” vem da seguinte observacao. Se D nao contém triplas de Schur,
entao D N (D — D) = (). De fato, se temos € DN (D — D), entao z € D
escreve-se como z — y com ¥y, z € D, e portanto x + y = z, absurdo. Logo,
um elemento proibido por D nao pode estar em D, se D nao tem triplas de
Schur.

Vamos agora dar algumas palavras sobre os préximos lemas. O lema 51
serve para mostrar que o grafo CG(Z,) = CG;/ (Z,,) é quase certamente
(p, A)-uniforme (neste capitulo, estaremos sempre nos referindo ao grafo de
Chung-Graham com adigao). Isso serd importante para podermos usar o
lema dos pares proibidos na nossa demonstracao. O lema 52 afirma, grosso
modo, quese D C R C Zy, entao e(CG,(D))/e(CG,(R)) > |D|/|R|. O lema
53 servird para converter pares proibidos pelo grafo CG(D) em elementos
proibidos por D. Finalmente, todos esses lemas serao usados para provar o
principal resultado auxiliar da se¢ao, o lema dos elementos proibidos (lema
54). Grosso modo, este lema nos diz que se B C Zy,p € |B|/|Znp| = 70,
entao quase certamente B proibe pelo menos yyn elementos de Z,. Vamos
agora aos lemas.

O lema a seguir é o “ponto fraco” da nossa demonstracao. E por causa
dele que s6 conseguimos provar o teorema 13, em vez de resolver o problema
12. Nés s6 conseguimos mostrar que CG(Z, ;) é (p, A)-uniforme para A =
V24Tlogn. O ideal (veja a préxima segao) seria provar isto para A igual a
uma constante.

Lema 51. Para todo p = p(n), temos quase certamente que CG(Zy,) =

CGp(Znyp) é (p, A)-uniforme para A = \/241ogn.

Prova. Daqui em diante, usaremos as letras especiais IP e [E para denotar pro-
babilidade e esperanca, respectivamente. Lembrando que o grafo CG(R) é
(p, A)-uniforme se max;. |7 (R)(j)| < A\/pn, o lema seguird facilmente do
fato abaixo.

Fato Para todo j # 0 e 0 < t < pnv/2/2, temos P(|7(Zy,)(5)| > t) <
867t2/12np_

Prova. Fixe j # 0. Se z € C, usaremos as notagoes Re(z) e Im(z) para
denotar as partes real e imaginaria de z. Note que se |z| > ¢, entdo ou
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|Re(2)| > t/v/2 ou |Im(2)| > t/v/2. Logo

P(T(Znp)(5)] = 1)

<P(|ReT(Zo))0) = 5

V2

Sejam (X ),ez, varidveis aleatérias dadas por

) +P(Im T (Z0,) () (4.1)

z\jﬁ)

X - Re e 2™47/" = cos(—2mjr/n)  com probabilidade p,
"o com probabilidade 1 — p,

e, além disso, sejam (X;"),ez, e (X, )rez, varidveis aleatérias dadas por
Xt = max{X,,0} e X, = —min{X,,0}. Segue que 0 < X;F < 1,0 <

X, <leX, =X} — X, . Além disso, temos

X+ = XX X = X = X
2 2
Sejam também X =3 o, X, XT =3 ., XFeX =% ., X .
Temos
E(X) _ Z ]E(XT) _ Z pRe(€—27rijr/n) _ pRe( Z e—27rij7"/n) =0,
TrELn rE€Ln rELn
€

E(X+) _ Z E(X;") _ Zrezn E(Xr) + ZreZn E(|Xr‘) _ ZTEZn E(‘XTD

2 2
€L,

Seja a = E(XT) = 3, o, E(|X,[)/2. E fécil ver que oo = E(X ™) e que
a < pn/2. Note também que

20 = S E(X ) =p 3 | cos(~2mjr/n)]

TGZn TGZn

>p Z cos(—2mjr/n)* = g Z (14 cos(—4mjr/n)) = pn/2,

r€Ln r€ZLn

de onde segue que a > pn/4. Pela desigualdade de Hoeffding (lema 23), para
todo 0 < v < 1, temos P(| X+ —a| > va) < 2exp (—v?a/3) e P(|I X~ —a] >
va) < 2exp ( — v?a/3), logo temos P(|X| > 2va) < 4dexp ( — v?a/3).
Equivalentemente, para todo 0 < t < 2v/2a, temos IP(|X| > t/\/i) <
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4exp (— t?/(24a)). Como o < pn/2, temos P(|X| > t/v2) < dexp ( —
t?/(12pn)). Mas isto equivale a dizer que

P(IRe T (Z0,) (7)) > jﬁ) < dexp (—12/(12pn)).

Analogamente, provamos que

P(|1m T (Z,)(0)| 2 75) < dexp (— £2/(12pm),

e a prova do fato estd concluida, pela equacao 4.1.

A O

Com isso, ¢ facil provar o lema 51, pois P(|7 (Zyp)(j)| > v24pnlogn)
8e~2loem — 8/n2 e portanto

P((max|7(Z,,)()] > v/24pnlogn) < 8/n.
J

o que conclui a prova. O

Lema 52. Sejam D e R tais que D C R C Z, e |D| = ¢|R|. Entao
e(CGn(D)) = ¢(1 = 2/n)e(CGn(R)).

Prova. Vamos mostrar inicialmente que, para todo D C Z,,, temos |D|n/2 <
e(CGn(D)) < (1+2/n)|D|n/2. Dados B C Zy, e x € Zy, \ B, examinaremos
as arestas que estao em CG,(B U {z}) e que nao estao em CG,(B) (note
que CGy,(B) é subgrafo de CG,,(BU{z})). Ao acrescentar = a B, incluimos
as arestas {i,j} com i + j = x. Suponha primeiramente que n é impar,
n=2m+1. E facil ver que incluiremos m + 1 novas arestas. Se n for par
(n = 2m), incluiremos m arestas se x for impar, e m + 1 arestas se x for
par. Note que, em todos os casos, o numero de arestas que foram incluidas
estd entre n/2 e n/2 + 1.

Acrescentando um a um os |D| elementos de D, teremos que o niimero
total de arestas incluidas, e(CG, (D)), satisfaz

n n 2 n
— < <|D|= = D= .
| D] 5 = e(CGp(D)) < |D[2 +|D| =1+ n)]D| 5’ (4.2)

que é o que querfamos. Com isso, temos

e(CGn(D)) Dlnj2 (2
((CGn(R) = (Lt 2/n)[RInj2 (L +2/m) ~ (1 n>
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Lema 53 (Lema de conversao). Se a quantidade de pares proibidos por
CGn(D), e(J1(CG,(D)), é maior ou igual a c(}), para alguma constante
0 <c<1, entao

D—-D={x—y€Zy: x,yec D}

tem pelo menos cn — 2 elementos.

Prova. H4 uma associagao clara entre pares proibidos por CG, (D) e ele-
mentos de D — D. Se {x, z} é par proibido, existe y € Z,, tal que x +y € D
ey+ze€D. Masentdaox —z = (x+y) — (y+2) € D—D. O problema é
que essa associacao nao ¢ bijetora.

Para cada m € Z,,, definimos rep,,(m) como sendo o menor representante
positivo da classe de m em Z,, isto é, o unico elemento do conjunto {x €
Z:x = m (mod n)} N{0,1,2,...,n — 1}. Dado um par proibido {z, z},
definimos d(z, z) = min{rep,,(x — z),rep,,(z —x)} (é a menor distancia entre
as classes de x e z em Zj,).

A funcao d acima descrita leva um par proibido {x, z} em um elemento
d(xz,z) de (D — D)N{1,2,...,|n/2]} (observe que estamos olhando para
{1,2,...,|n/2]} = {1,2,...,|n/2]} como subconjunto de Z, e nio de Z).
Note que {z, z} é par proibido em CG,, (D) se e sé se existe y € Zj, tal que
x4y € Dey+z € D. Mas isso equivale a dizer que para todo t € Z,, temos
(x+t)+(y—t)eDe(y—t)+(2+1t) € D. Com isso provamos que {z, z}
é par proibido se e s6 se {x + ¢,z + t} é par proibido para todo t. Assim,
para todo k pertencente & imagem de d, temos |d~! (k)| = n, e segue que

(D= D) {1,2,.... |n/2]} > Cg) _ C(”;D,

e analogamente temos |(D — D) N{[n/2],...,n —1}| > ¢(n —1)/2. Final-
mente, somamos as duas ultimas equagoes, obtendo

|ID—D|>¢(n—1)—12>cn—2,

onde o “—1" certifica que, no caso em que n é par (e portanto [n/2| =
[n/2] =n/2), ndo contamos duas vezes |(D — D) N {n/2}|.
O

O grafo J = J; que aparece na demonstragao do lema abaixo é o grafo
dos pares 1-proibidos.

Lema 54 (Lema dos elementos proibidos). Dados reais 0 < ¢ < 1
e 0 < v < 1, existe uma constante Cy = Cy(d,v) > 0 tal que, se p =
p(n) > Cologn/+/n, entao, para n suficientemente grande, vale o seguinte.
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Se CGy,(Znp) € (p,+/241ogn)-uniforme e se B C Zy,, é tal que |B| > vo|Zy, |,
o niimero de elementos proibidos por B é pelo menos (1 — 0)(|B|/|Znp|)n.

Prova. Seja C* = C*(l,4,7v0) a constante determinada pelo lema 47. Para
provar o presente lema, escolha Cyp = 24C*(1,0/2,7/2). Pelo lema 52,
temos que

e(CGn(B))/e(CGn(Zn,p)) = (1= 2/n)|B|/|Zn,pl.

Pelo lema 47, e pela escolha de Cj, vemos que

e(J1(CGu(B)) = (1 - WQ)M (Z>

>0 (1-2) (5) 09

Finalmente, segue do lema de conversao (lema 53) que

B ( 2) B
B—B|>(1-4/2) 1-2)n-—2>01-9¢ n
1B - Bl Dz ' =0z

para n suficientemente grande. O

Vamos agora falar sobre as linhas gerais da prova do teorema 13. Que-
remos mostrar que quase certamente Z, , tem a propriedade Schur(n). Fixe
uma realizagao Zy p e seja D C Zy,, tal que |D| = (1/2 + n)|Zy, p| e tal que
D nao contém triplas de Schur. Quebraremos Z,, , em k 4 1 partes (Zi)fill,
sendo as k primeiras partes bem pequenas, e a dltima de tamanho aproxima-
damente |Zy, p|/2. Mostraremos que uma das partes menores é tal que DN Z;
proibe muitos elementos, o que implica que |D — D| > [(DN Z;) — (DN Z;)|
é grande. Olharemos em seguida para Ziy1 e concluiremos que, com alta
probabilidade, h4d muitos elementos proibidos por D dentro de Zi, 1, €, como
devemos ter (D —D)ND = (), ndo haverd “espaco” suficiente dentro de Zj 1
para os elementos de D N Zi11, o que é um absurdo. Vamos detalhar um
pouco mais estas idéias, antes de demonstrar formalmente o teorema.

Prova do teorema 13 (esbogo). Podemos imaginar que jogamos o seguinte
jogo: noés sorteamos Z, ,,, um adversario escolhe um subconjunto D C Zj, ),
com densidade 1/2 + 7 e ai nds temos que achar uma tripla de Schur em D
para vencer o jogo. O que queremos provar é que para a enorme maioria
dos Zy, ;, sorteados, nés venceremos, por melhor que jogue nosso adversério.
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Em primeiro lugar, observamos que basta nos concentrarmos no caso
p = o(1). Daremos uma prova “rascunhada” desta observagao. Suponha
que provamos o teorema para alguma funcao p = p(n), e agora queremos
prové-lo para uma funcao p’ = p'(n) > p(n). Fixe D C Zyy com |D| >
(1/2 4+ n)|Zy | Agora, sorteie um subconjunto Z} " C Zpyy, colocando
cada elemento de Z, ,; em Z} np COM probabilidade p/p’.

Seja Z(n, p) o espago de probabilidade formado pelos subconjuntos alea-
térios de Z, em que cada elemento x € Z, entra no subconjunto com
probabilidade p (isto é, Z(n,p) é o espago dos Z, ). Entao é claro que
Ly, €Z (n,p). Com alta probabilidade, temos que D* = D N Z} np tem
cardlnahdade aproximadamente (p/p’)|D|, logo com alta probabilidade vale
que |D*| > (1/2 + n/2)|Zn’p |, e, por hipétese, ja sabemos que quase certa-
mente D* tem uma tripla de Schur. Mas isto implica que D contém uma
tripla de Schur, que é o que queriamos.

Fixe entao p = p(n) = o(1). Escrevemos Zy, , € Z(n,p) como uma uniao
de dois subconjuntos aleatérios de Z(n, p1), onde (1 —p) = (1 —p;)?:

Ly = Lt ) UZ ,;,1,

(1)

e agora escrevemos Zs,p, como uma uniao de k elementos de Z(n,p2), onde
k é uma constante grande que serd escolhida depois, e py é tal que (1—p;) =
(1 — p2)¥. Temos

Z

k k
= U2 = U2,
i=1 i=1
onde Z; = Zgi)m. Como p = o(1), temos p1 ~ p/2 e pa ~ p1/k ~ p/2k.
Basicamente, o que fizemos até aqui foi dizer ao nosso adversario: “Em
vez de sortearmos Z, ;, de uma vez, iremos fazer isto em k + 1 etapas, sendo
que os k primeiros ‘pedacos’ serao pequenos e o dltimo terd aproximada-
mente metade de Zj, ;,”. Dado que o ultimo pedaco sorteado tem sé metade
de Zpp e como o adversario deve escolher uma fracao 1/2 + 7 de Zy, p, ele
é obrigado a pegar alguns elementos entre os k primeiros pedagos. Iremos
nos concentrar no pedago j (1 < j < k) com maior densidade. Vamos agora
tornar isto mais preciso.
Suponha que D C Z,, p, é tal que |D| = (1/2+n)|Zy, p| mas D nao contém

solucoes da equacao de Schur. Sejam ;1 e 2 as densidades de DN Zg;,l

Zg%l ede DN Zg%l em Z%%l, respectivamente. Ou seja, temos

’DmZn;m‘_PYl’anl‘ € ’Dman1’_72|an1‘
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Com alta probabilidade, temos v, + v2 ~ 1 4 2.
Para 1 < ¢ < k, definimos os conjuntos D; por D; = DN Z; e as

densidades 7-(2) por |D;| = fyz-(2)|Z,-]. Seja j (1 < j < k) tal que 'yj(»z) =
(2)

(2
maxi<;<g 7,52) e seja y* = v Observe que temos v* > v, > 2n. Aplicando

o lema 54 (juntamente com o lema 51) a D; C Zg 272, temos quase certamente
que
|D = D[ >|Dj = Dj| = (1 =d)7"n.

Vamos lembrar que § é tao pequeno quanto desejarmos, de modo que
o resultado acima diz, grosso modo, que |D — D| > ~*n. J4 vimos que
os elementos de D — D sao chamados de elementos proibidos justamente
porque se € D — D, z nao pode estar em D. Usaremos este fato ((D —
D)N D = () agora. Sabe-se que a distribui¢ao binomial com parametros n
e p vai ficando muito concentrada na média conforme n cresce. O nimero
de elementos de Zﬁ,f,)gl que sao elementos proibidos por D é uma varidvel
aleatéria com distribuicao binomial. Os parametros desta binomial sdo |D —
D| > ~*n (ntimero de ensaios de Bernoulli) e p; (probabilidade), e portanto
é extremamente improvavel que tal nimero de elementos seja muito menor
que p1y*'n ~ ’y*]Z%)JlL Como ja observamos, D N Z%),l nao pode conter
nenhum elemento proibido. Como, aproximadamente, uma proporgao v*

dos elementos de Zg}l sao proibidos, D N Zg])gl deve estar contido entre os

(2)

(1—~%2 2p1| elementos restantes de Zj, p,. Mas isto é muito improvéavel,

ja que [D N Z( 7;71 72|Z$12,;Jl‘ €

WIZE) | ~ (120 = IZE, | 2 (L+ 20— 42D, > (1= )23,
e portanto “falta espago” em Z,(f’])gl.

Com isso, mostramos que, dado um sorteio de Z,, p, e fixadas escolhas do
adversario para uma etapa j (com 1 < j < k) e para um subconjunto D; C
Z,({ %,2, iremos perder com baixissima probabilidade. Agora, se escolhemos k
suficientemente grande, esta “baixissima probabilidade” é tao pequena que,
mesmo multiplicada pelo nimero de escolhas do adversédrio para a etapa j
(com 1 < j < k) e para um subconjunto D; C Z%%Q, ela ainda continua
bastante pequena. De fato, o nimero de escolhas a que nos referimos acima
é limitado por k2‘Z" pal k22 ~ k27P/(2K) ¢ o fato de aparecer um 1/k
no expoente é crucial para nés. De fato, é exatamente por esta razao que
fizemos o sorteio em k + 1 etapas: sem isso, terlfamos um problema neste
ponto.

Assim, com a escolha certa de k, esta “demonstracao” estd completa. [J
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Daremos agora a demonstragao formal do teorema 13.

Prova do teorema 13. Seja k = [54n73], e = /12, § = n/4, 70 = 1 e seja
C = C(n) = 2kCy > 0, onde Cy = Cy(d,7) > 0 é dado pelo lema dos
elementos proibidos. Mostraremos que esta escolha de C' servird no teorema
13. Fixemos p = p(n) > C'logn/y/n. Iremos assumir que n é muito grande,
e, como ja foi observado, podemos nos deter no caso em que p = p(n) = o(1).

Seja Z(n,p) o espaco de probabilidade formado pelos subconjuntos de
Zyn em que cada elemento estd no subconjunto com probabilidade p, e cada
sorteio é independente dos demais.

Iremos gerar Zy, , € Z(n,p) em k+1 rodadas. Sejam 0 < p; = p;1(n) <1,
0 < py=p2(n) <ltaisquel—p=(1—p;)?el—p; = (1—p)*. Considere
agora k + 1 conjuntos aleatérios Z; = Zﬁf,)m € Zn,p2) 1 <i < k)e
Zpi1 = Zg%l € Z(n,p1). Note que o conjunto UfillZi = (UleZgi)]J2) U Z%),l
é um elemento de Z(n,p).

Formalmente, trabalharemos com

Z = (Zla .. °7Z]€;Zk+1)

k
=(2),,.... 2% ;23 ) e Q = (H Z(n, pg)) X Z(n,p1). (4.4)
=1

Definimos ainda Zg,;;l =Uk ZieZny= Z;l,;,l U Zg}al = Z,(Il%l U Zgt1-

O evento que queremos evitar, B, é “existe D C Zy, com |D| > (1/2 +
N)|Znp| tal que D nao contém triplas de Schur”. Mostraremos que a proba-
bilidade de B vai a zero quando n — co.

Lembramos que escrevemos O;(x) para denotar um termo y tal que
lyl < z. Seja Q@ C Q o conjunto dos Z = (Z1,...,2k; Zr+1) € § tais
que: para todo 1 < i < k, CG,(Z;) é (p2,v/24logn)-uniforme e |Z;| =
(1 4 O1(e))np/2k; para i = 1,2, ]Z](fl)| = (1 4+ O1(e))np/2; e finalmente,
|Zn,p| = (14 O1(e))np. Pela desigualdade de Hoeffding (lema 23) e pelo
lema 51, P(€2') = 1 — o(1) quando n — oo, e portanto podemos assumir
que nosso Z estd em (. Por essa razao, vamos nos concentrar em calcular
P(B'), onde B' = BN .

Antes disso, fixemos mais algumas notacoes. Para cada Z € B/, fixe D =
D(Z) C Znyp com |D| > (1/24n)|Zy, p| e tal que D nao tem triplas de Schur.

Para i = 1,2, sejam D\ = DV(2) = DnzY),,, dV = dV(z) = DV

(2
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e ’Y@'(l) = z‘(l)(Z) = dz(l)/‘Zgli,)pll- Para 1 < i < k, sejam Dz@) = Dz@)(Z) -

Dz, d? =d?(2) = |DP| e =1(2) = d” /|2,
Agora fixe Z € B'. Note que |D| = |D(Z)| < dgl) + dgl), e portanto

1 Dl _ Wzl | oz
s tn< <7 — 4. :
2 Znpl = Znpl P | Zngl
(1) (1+¢e)np (1) (1+¢e)npy (1) (1) (1+3¢)
< < -
=N (1—emnp 2 (1—emp — 7 +727) 2

donde concluimos que ’yfl) + ’yél) > (14 2n)/(1+ 3¢).

Note que dgl) < d]@ + dg) + e+ d,(f), e portanto temos que %1) <
(1 +3e)/k) D 1<icn 71-(2). Logo, se v* = v*(Z): = maxj<i<k 71-(2), temos
(T+3e)y" > (1 +3e) (X 1<i<n 752))/k) > %1). Com isso, vemos que v* +
WD > (AW 4y 4 3¢) > (14 29)/(1 + 3¢)2 > 1 + 7. Em particular,
=

Para 1 < j <k, seja B'; = {Z € B': ’y](-Q) = ~*}. Como B’ = U;?:lB’j,
é suficiente mostrarmos que P(B';) = o(1) quando n — oo, para todo 1 <

J < k. Fixemos a partir de agora algum j com 1 < j < k, e consideremos
Z € B'j. Temos

P(B';) = P(B;n{Z: Z; = Zo})
Zo
=Y BB Z; = Z0)P(Z; = Zy) < maxP(B'; | Z; = Zy), (4.5)
Zo o
onde Zj varre todos os elementos de Z(n,p2) de tamanho (14 O1(g))np/2k
e tais que CG,(Z;) é (p2, A)-uniforme. Iremos agora fixar um certo Zp e
mostrar que P(B'; | Z; = Zy) ¢ pequeno.
Para Dy C Zo, seja P(j, Zo, Do) = B(Z € B'j e D\(Z) = Do | Z; = Z).
Entao,

P(B';|Zj = Zo) = Y P(j,Z0, Do)
DoCZy

< 9(l+e)(p/2k)n P(i, Z0,Do). (4.6
< nax (4, Zo, Do). (4.6)

Vamos fixar Dy C Zy com P(j, Zy, Dg) > 0. Note que v* = |Dy|/|Zo| >
n = . Segue do lema dos elementos proibidos (lema 54) que |Dy — Dg| >
(1—=96)v*"n.
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Agora, para cada Z € Q, definimos D' = D'(Z) = Zx 1 N (Dy — Dy) =
72 N (Dy— Dy), e d = d(Z) = |D'|. Observe que d = d'(Z) (Z € Q)
tem distribuigao binomial Bi(|Dg — Dy|, p1) com parametros |Dg — Dg| e py.
Suponha que Z € B’j, Zj=1Zye D](.Q)(Z) = Dy. Como D nao contém triplas
de Schur, temos D'(Z) N Dél)(Z) = (. Como (D'(Z)U Dgl)(Z)) C Zt1,
temos d’(Z)+'y§1)|Zk+1| < |Zky1], € portanto d'(Z) < (1 —'yél))]ZkH]. Com
isso,

P(j, %0, Do) <P (Z €9 e d(2) < (1= ") |Zsa)

<P(d(2)<1-4N1+95) @7
Estimaremos esta probabilidade usando o fato que d' = d'(Z) ~ Bi(|Dy—

Dy|, p1) e mostrando que (1 — wél))(l + ¢)5* ¢é significantemente menor que

a esperanca de d’, E(d’). Claramente, E(d') < pin < pn. Além disso,

lembrando que v* + 751) > 1+ n, temos

E(d) - (1= %1+ )2 = (=07 = (1L +e)(1 =5 2 =

e é facil ver que E(d') > (np/3)n. Pela desigualdade de Hoeffding (lema
23),d(Z)<(1- vél))(l + €) 5 ocorre com probabilidade no maximo

3
B(d(2) < (1= DE(W)) < exp (= Lpn).

Da equacao acima, e das equacoes 4.6 e 4.7, vemos que

3
]P)(B,j | Zj = ZO) < 2(1+5)(P/2k)n exp ( _ gjpn>

P
= exp { log2(1+¢)(p/2k)n — ﬁpn},

e isso vai a zero quando n — oo, pois

n® 1
log 2(1 2%)n — Lpn < (7_7><
og2(1+¢)(p/2k)n s splgr ) s
3 3 3 3
PPy < Olognvi . (4
p”(ms 54 Prigg < ~Clognvnyge (49)
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e —C'logny/nn®/108 — —oo quando n — oo. O

4.3 O problema Schur(7n)

E facil ver que toda a demonstracdo do teorema 13 pode ser usada para
resolver o problema 12, caso um resultado mais forte que o lema 51 seja
provado. Conforme vimos, seria suficiente provar a seguinte conjectura.

Conjectura 55. Existe A > 0 tal que para todo p = p(n), com probabili-
dade tendendo a 1 quando n — oo, temos

(max 7 (20,)()) < Avm.

H&a uma ultima observacao que gostariamos de fazer sobre o Teorema
de Schur. Para provar algo sobre a equagao x + y = z, usamos o lema
dos pares proibidos com [ = 1. Usando o lema com [ > 1, obtemos uma
generalizacao do resultado. Seja 22:1 a; = 22211 bj a equagdo de Schur
l-generalizada. Note que obtemos a equacao de Schur original fazendo [ = 1.
Entao, podemos provar uma generalizagao do teorema 13:

Teorema 56 (Teorema Schur(n) generalizado). Para todos | € N* e
0 < n < 1/2, existe uma constante C = C(n,l) tal que, se p = p(n) >
Clognn*Hl/(m), entao, com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo,
qualquer subconjunto de Z, ), com densidade 1/2 + n tem uma solugao da
equagao de Schur [-generalizada.

Toda a prova do teorema original pode ser facilmente adaptada ao teo-
rema referente a equacao de Schur generalizada. O tinico ponto da prova que
poderia apresentar algum problema é o lema de conversao (lema 53). No en-
tanto, sua adaptagao também é facil, como esbocaremos a seguir. Falaremos
somente sobre o caso [ = 2 unicamente para nao carregar a notacao.

Lema 57 (Lema de conversao generalizado). Se o nimero de pares 2-
proibidos por CGy (D), e(J2(CGy (D)), é maior ou igual a c(}), para alguma
constante 0 < ¢ < 1, entao

D-D+D-D={x—y+z—w€Zy:z,y,z,we D}
tem pelo menos cn — 2 elementos.

Prova. Construiremos uma associagao entre pares 2-proibidos por CG, (D) e
elementos de D — D+ D —D. Se {z,y} é par 2-proibido, existem a, b, c € Z,
tais que c+a € D,a+b € D,b+c € Dec+y € D. Mas entao
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r—y=(x+a)—(a+b)+(b+c)—(c+y) € D—D+ D — D. Além disso,
é facil ver que {z,y} é um par 2-proibido se e 86 se {z +t,y + t} é um par
2-proibido para todo t.

Para m € Z,, lembramos que rep,(m) é o tnico inteiro contido em
{r € Z: x = m (mod n)} N{0,1,2,...,n — 1}. Dado um par 2-proibido
{z, z}, definimos d(z, z) = min{rep,,(x — z),rep,,(z — ) }. Note que a fungao
d leva pares 2-proibidos em elementos de (D—D+D—D)N{1,2,...,[n/2]},
e, além disso, para todo k pertencente & imagem de d, temos d~1(k) = n.

Logo,

c(n—1)
5

(D—-D+D-D)n{1,2,...,|n/2]}| > Cg) —

e analogamente temos (D — D+ D —D)n{[n/2],...,n—1} > ¢(n—1)/2.
Segue dal que
|D—-D|>¢(n—1)—12>cn—2,

como queriamos.

O]

Naturalmente, a veracidade da conjectura 55 nos levaria a uma demons-
tracao do seguinte:

Problema 58 (Problema Schur(n) generalizado). Para todos | € N*
e 0 < n < 1/2, existe uma constante C = C(n,l) tal que, se p = p(n) >
Cn~ 112D entdo, com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo, qual-
quer subconjunto de Zy, ;, com densidade 1/24n tem uma solu¢ao da equagao
de Schur l-generalizada.

O mesmo tipo de argumento dado para o problema Schur(n) original nos
mostra que o enunciado acima é “6timo”: ele é falso se p = o(n*Hl/ (21)),
ou se trocarmos “1/2 +n” por “1/2”.

50



Capitulo 5

Heranca de regularidade

Neste capitulo, enunciaremos um resultado recente de Gerke, Kohayakawa,
Rodl e Steger, ainda nao publicado [12]. A partir deste resultado (teorema
60), desenvolvemos uma versao mais conveniente para nossos propositos (te-
orema 64) e depois provaremos o teorema 14.

Comegamos relembrando algumas defini¢goes. Dado um certo grafo G =
(V, E), e dois subconjuntos disjuntos U, W C V, definimos E(U, W) como
o conjunto das arestas entre U e W no grafo G, e colocamos e(U, W) =
eq(U,W) = |E(U,W)|. Denotamos ainda por G[U, W] o grafo bipartido
com vértices UUW e arestas E(U, W).

Definigao 59. Sejam 0 < €,d < 1. Um grafo bipartido B = (ViUVa, E) é
(¢, d)-bipartido-regular se para todos V{ C Vi, Vi C Va com V]| > ¢|Vi] e
V3| > e|Val, temos

[E(V], Vo) = (1 —e)d|V/[|Va].

Com isso, podemos enunciar o resultado principal de [12]. Basicamente,
o teorema abaixo afirma que, dado um grafo bipartido B = (V1UVs, E)
que é (e, d)-bipartido-regular, e dado um certo inteiro apropriado ¢, entao
quase todos os subconjuntos de tamanho ¢ de V; induzem um grafo (&', d)-
bipartido-regular com V5, desde que € seja suficientemente pequeno. Ou seja,
estes subconjuntos de tamanho g “herdam” a propriedade de regularidade
de V7.

Teorema 60 (Herancga de regularidade). Para todos 0 < (3,¢' < 1,
existem g = go(8,€') > 0 e C = C(¢') tais que para todo 0 < ¢ < g e
todo 0 < d < 1, qualquer grafo G = (V}UVa, E) bipartido e (e, d)-bipartido-
regular tem a seguinte propriedade. O numero de subconjuntos Q C V; com
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q =1|Q| > C/d que formam um grafo (¢', d)-bipartido-regular com Vs é pelo
menos "

1— 5 ( ! >

( ) ¢

5.1 Versao interna de herancga de regularidade

Usaremos agora o teorema 60 para deduzir uma outra versao de heranca
de regularidade. Comegamos com uma observacao simples: aplicando o
teorema 60 duas vezes, obtemos o corolario abaixo. Note que, ao contrario
do que ocorre no teorema anterior, aqui a constante C' depende de (3.

Corolédrio 61 (Heranca de regularidade, versao 2). Para todos 0 <
B, < 1, existem gy = £o(8,¢') > 0 e C = C(B,€) tais que para todo
0 <e<egetodo0 < d< 1, qualquer grafo G = (V1UVs, E) bipartido
e (g,d)-bipartido-regular tem a seguinte propriedade. O nimero de pares
(X,Y) com X C V4, Y C Vo e ¢ = min{x,y} > C/d (onde x = |X]| e
y = |Y|) tais que o grafo G[X,Y] é (¢, d)-bipartido-regular é pelo menos

()%

Note que quando dizemos que G[X,Y] é (¢/,d)-bipartido-regular, esta-
mos afirmando algo sobre as arestas entre X e Y, mas nao dizemos nada
sobre as arestas contidas em X ou Y. Para nossos interesses, é necessaria
uma versao que afirme algo sobre as arestas internas. Veremos agora uma
versao “interna” dos teoremas anteriores, e que é aplicavel a grafos nao
necessariamente bipartidos. Antes disso, precisamos de um lema simples.

Lema 62. Sejam n e ¢ = q(n) inteiros positivos com 3 < q < n/2. Existe
uma constante absoluta ng tal que, para n > ng, temos

2 < 3%

(Lnayr2)

Prova. Vamos usar uma estimativa padrao para (Lkl;Q J)’ que segue facilmente
da férmula de Stirling. A estimativa é a seguinte (veja o lema 95 de [29]):

(szj) = (1+0(1))\/zzk.
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Com isso, para n suficientemente grande, temos

(Ln/ZJ) n*q

22— = (2401 2”

(L(n Q)/QJ)

= (24 0(1)) 27 < 31,

Definimos abaixo um conceito parecido com a (g, d)-bipartido-regulari-
dade, mas que se aplica a grafos gerais (ndo sé aos bipartidos):

Definigao 63. Sejam 0 < e,d < 1. Um grafo G = (V, E) é (e, d)-inf-regular
se para todos UW CV com UNW =0, |U| > ¢|V| e |W]| > ¢|V]|, temos

[E(U,W)| = (1 =e)dU||W|.

Agora podemos enunciar e provar a “versdo interna de heranca de re-

gularidade”. Lembramos apenas que G[Q)] é o subgrafo de G induzido pelo
subconjunto de vértices @ C V(G). Estard implicito o tempo todo que
n=|V|=|V(G)
Teorema 64 (Versao interna de heranca de regularidade). Para to-
dos 0 < a,& < 1, existem &y = &g(a,é) > 0 e C = C(a, é) tais que para
todo 0 < e < &y e todo 0 < d < 1, qualquer grafo G = (V, E) (&,d)-inf-
regular com n = |V (G)| suficientemente grande (isto é, maior que uma certa
constante absoluta) tem a seguinte propriedade. Seja ¢ um inteiro maior ou
igual a C/d. Entao, o niimero de subconjuntos Q C V com |Q| = q e tais
que e(G[Q]) > (1 — E)d( ) é pelo menos

o)

Prova. Dados « e &, escolhemos 3 = (a/3)3 e usamos o coroldrio 61 com esta
escolha de 3 e com &’ = & para obter g e C. Por fim, escolhemos &y(a, &) =
go/3 e C (a, &) = 3C, e agora mostraremos que o teorema ¢é verdadeiro com
esta escolha de &y e de C. Suponha agora que 0 < ¢ < & = £0/3,0<d< 1
e seja G um grafo (g, d)- inf-regular. Se ¢ > n/2, o teorema segue do lema 28.
Assim, fixe um inteiro C'/d < ¢ < n/2 e observe que |¢/2] > C/3d = C/d.
Dizemos que {U,W} é uma bipartigdo equilibrada de V' = V(G) se
UUW =V e ||Ul - |W|| < 1. Seja A = (‘;) o conjunto dos subconjuntos
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de V de tamanho ¢, e seja B o conjunto das bipartigoes equilibradas de V.

Note que
1= ()

Montaremos agora um grafo bipartido H com vértices AUB. Se Q € A
e {U,W} € B, (Q,{U,W}) serd uma aresta de H se e s6 se {UNQ,WNQ}
for uma bipartigao equilibrada de @ (isto ¢, se e s6 se (UNQ)UWNQ) = Q
elUnQl-wnel <.

Diremos que uma aresta (Q,{U,W}) € E(H) é especial se

ea(UNQ,WNQ) < (1-¢&)dlq/2][q/2].

Por fim, diremos que Q C A é um conjunto ruim se

e(GQ]) < (1 — é)d(g)

Mostraremos que conjuntos ruins sdo muito raros. A estratégia da prova é
contar o numero de arestas especiais do grafo H de duas formas diferentes.
Primeiro estimaremos quantas destas arestas saem de A, e depois, quantas
saem de B. Da comparagao destas estimativas seguird o resultado.

Fixe @ € A. Se egUNQ,WNQ) > (1—¢)d|g/2][q/2] para todo
{U,W} € Tr(Q), segue do lema 28 que @ nao é um conjunto ruim. Logo,
se @ ¢é ruim, existe {U, W} € I'y(Q) tal que eg(UNQ, WV NQ) < (1 -
£)d|q/2]1q/2], ou seja, tal que a aresta (Q,{U, W}) é especial. Note que se
(Q,{U,W}) é uma aresta especial e se {U’,W'} € B é tal que {U'NQ,W'N
Q} = {UNQ,W NQ}, entdo a aresta (Q,{U’',W’'}) também é especial.
Como existem pelo menos ( In /2’%:%} /2]) modos de estender uma bipartigcao
equilibrada de ) para uma biparticao equilibrada de V', temos que

(Numero de arestas especiais) >

([n/QﬁL : (Fq/Q‘O x (Nimero de conjuntos ruins). (5.1)

Fixe agora {U,W} € B e considere o grafo bipartido G[U, W]. Como
G ¢ (e,d)-inf-regular, segue que G[U, W] é (3¢, d)-bipartido-regular. Como
3e < 3&y = €, temos pelo corolario 61 que o nimero de pares (X,Y’) com
XcUYCcW,z=|X|=|q/2] ey=1|Y]|=q/2] tais que o grafo G[X, Y]
nao é (&, d)-bipartido-regular é no maximo

() )
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Analogamente, o nimero de pares (X,Y) com X CU, Y C W,z = |X| =
[q/2] e y = |Y| = [q/2] tais que o grafo G[X,Y] nao é (&,d)-bipartido-
regular é no maximo

() ()

Logo, o nimero de conjuntos Q € I'y({U, W}) tais que eq(UNQ, W N

Q) < (1—=2)d|q/2][q/2] é no maximo 25(1/3(?2//;1)2’ e portanto, o nimero

2
de arestas especiais que saem de {U, W} é no maximo 23/ 3([(2;;]1) . Com
isso, temos que

97\ 2
(Numero de arestas especiais) < 25‘1/ 3 <((Z; 21) |B|

:2”/3@;;1)2&;%)‘ 62

Daqui em diante, ignoraremos pisos e tetos (|z], [x]). Das desigualdades
5.1 e 5.2, temos que

2
<( e > x (Ntmero de conjuntos ruins) < 239/ (n/2> ( " ),

n—q)/2 q/2) \n/2
ou seja,
(/2 (o) m\ )
(Ntmero de conjuntos ruins) < 2ﬂq/3qn7_q < Qﬂq/3< ):L;
((n—tJ)/2) ((n—q)/Q)

Por fim, segue do lema 62 que, para n suficientemente grande, o nimero de
conjuntos ruins é no maximo

() -9 () ()

5.2 Uma versao probabilistica do Teorema de
Sarkozy

Iremos agora aplicar o teorema anterior dando uma prova do teorema 14.
Na verdade, provaremos resultados mais gerais, a saber, os teoremas 67 e
68. Vamos comecar estabelecendo algumas notagoes.
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Convencionemos que N = {1,2,3...}. Seja M = {my,mo,...} um sub-
conjunto infinito de Ncom 1 <mj <mg < ....

Definigcao 65. Dizemos que Sy; é uma M-sequéncia se Syy for uma sequén-
cia de conjuntos indexada por M, Sy = (Sm,)ien, tal que, para todo i,
Sm; C L.

Denotaremos a densidade de um grafo G por d(G) = e(G)/(}), onde
n=[V(G)|.
Definicao 66. Seja Sy uma M-sequéncia. Dizemos que Sy é adigao-
regular se para todo € > 0 existe 9 € N tal que, se i > 1y, o grafo
CG}.(Sm;) é (e,d(CGL,. (Sm,)))-inf-regular.  Analogamente, dizemos que
Sy € subtracao-regular se para todo € > 0 existe ig € N tal que, se i > ig,
o grafo CG,, (Sm,) é (¢,d(CG,,,(Sm,)))-inf-regular.

Usaremos a seguir as notacoes definidas pelas equacoes 1.10 e 1.11. Os
teoremas principais desta secao sao os seguintes:

Teorema 67. Suponha que Sy = (Sm,)ien € uma M-sequéncia adi¢ao-
regular. Para todos 0 < 1,7 < 1, existem constantes C = C(n,v) e ig =
io(n,7y) tais que, se i > ig e se p: M — |0, 1] satisfaz p = p(m;) > C/|Sm,|,
entao, com probabilidade pelo menos 1 — «, temos que

Lin; p —n Soma(Sy,,).

Teorema 68. Suponha que Syr = (S, )ien é uma M-sequéncia subtracao-
regular. Para todos 0 < 1,7 < 1, existem constantes C = C(n,v) e ig =
io(n,y) tais que, se i > ig e se p: M — [0, 1] satisfaz p = p(m;) > C/|Sm,]|,

entao, com probabilidade pelo menos 1 — v, temos que
Lo p —n Diferenca(Sy,,;).

Dado que as demonstragoes dos teoremas acima sao extremamente pa-
recidas, provaremos apenas o primeiro deles.

Prova do teorema 67. Fixe reais 0 < 1,7 < 1. Sejam e = exp(l) e a =
n/(2e(2 +v)). Note que 0 < o < 1 e que Y ;2 (2ae/n)' = 2ae/(n —
2ae) = /2. Seja & = 1072 e use o teorema 64 para achar C = C(a,é)
e & = éo(a, &) = &o(,1072) > 0. Tome C = C(n,) = 4C(a,é)/n. Po-
demos supor sem perda que C' é tal que 2exp(—C/12) < /2. Como Sy,
é adigao-regular, existe ig = ig(ép) = io(v,n) tal que, se ¢ > ig, o grafo
G = CG/,.(Sm,) ¢ (€0/2,d(CG., (Sm,)))-inf-regular.
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Veremos que, com esta escolha de C' e de ig, o teorema 67 é verdadeiro.
Fixe ¢ > ig. Vamos provar que

]P’(Zmi,p — Soma(Smi)) >1—7.

Lembramos que Z(n,p) é o espaco de probabilidade dos subconjuntos
de Z, em que cada elemento estd no subconjunto com probabilidade p.
Seja Z(n,p)" o subconjunto de Z(n,p) formado pelos conjuntos Z,, que
satisfazem np/2 < |Z,p| < 3np/2. Pela desigualdade de Hoeffding (lema
23)7

P(Z(mi,p)’) = 1 — 2exp(—m;p/12) =2 1 — 2exp(—C/12) > 1 — /2

Vamos supor daqui em diante que Zy,, , € Z(m;,p)’. Note que isto implica
que, ao escolhermos D C Zyy,, , com |D| = 0| Zy, p|, teremos nm;p/2 < |D| <
3nm;p/2.

Seja G o grafo CG;, (Sm,). Diremos que um conjunto Q C Zp,, com
|Q| = ¢ é indesejavel se

((61Q) = e(CG, (5, )IQ) < (1 - d(CG, (5, (3

Vamos mostrar que a probabilidade de Z,,, , € Z(m;,p)’ conter um subcon-
junto de densidade n e indesejavel é no maximo /2.

Seja ¢ um inteiro positivo com nm;p/2 < q < 3nm;p/2. Note que, da
equagao 4.2 (na demonstragao do lema 52), segue que

S wCadm | Clad)
2 20| Sm, | d(CGjr_zi (Smi))

Com isso, podemos aplicar o teorema 64 ao grafo CG,‘."M(SmZ.) e ao inteiro ¢
para concluir que o nimero de conjuntos ) C Z,,, de tamanho exatamente
q com e(G[Q]) < (1 —&)d(CG,,(Sm;))(4) ¢ no méximo o (";”)

O ntumero esperado de conjuntos indesejaveis de tamanho exatamente
q e contidos em Z, , € Z(m;,p) é no maximo o nimero de conjuntos
indesejaveis de tamanho ¢ vezes a probabilidade de um destes conjuntos
indesejaveis estar contido em Z,,, ,, e isto é limitado por

. . q q
(= (5e) = (5)
q q n
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onde usamos o fato que (";Z) < (mje/q)? (para uma prova disto, veja o
lema 94 de [29]). Portanto, o nimero esperado de conjuntos indesejéveis em
L, p € Z(mj,p)’ com tamanho entre nm;p/2 e 3nm;p/2 é no maximo

n
q=nmip/2 a=1

Com isso, segue da desigualdade de Markov que a probabilidade de Z,,, , €
Z(my,p) ndo conter nenhum conjunto indesejavel com cardinalidade entre
nm;p/2 e 3nm;p/2 é pelo menos 1 — /2.

Voltemos a Z(m;,p). Vimos que, com probabilidade pelo menos 1 — 7,
nenhum conjunto D com densidade  em Zyy,, , € Z(m;,p) é indesejavel. Isto
implica que, com probabilidade pelo menos 1 -7, Z,, ,, € Z(m;, p) é tal que,
se D é uma n-fracao de Zy,, p, temos e(G[D]) > (1 —é)d(CGEi(Smi))(lg)') >
1. Finalmente, observe que cada uma destas arestas representa uma solucao
dex+y €Sy, comz,y e D. O

O teorema 14 segue imediatamente do teorema 68, bastando tomar M
igual ao conjunto dos primos e Syr = (Sp, )ien com Sp,, = Quad(m;), onde
Quad(n) C Z,, é o conjunto dos quadrados nao-nulos médulo n. E facil ver
que, se n é primo, |Quad(n)| = n(l + o(1))/2. A dltima coisa que falta
verificar é que Sys é subtragao-regular. Veremos que isto é bem simples.
Usaremos o fato abaixo, que é um resultado classico da teoria dos ntimeros,
provado por Gauss.

Fato 69. Seja m um primo e seja j € Zy,, j # 0. Entao

m—1

S(m) _ Z e—27rij:c2/m _ O(\/%)

r=1

Prova. A demonstracao pode ser encontrada em varios textos de teoria dos
nimeros. Por exemplo, veja [2]. O

Corolario 70. Seja m um primo. Entdo, temos para todo j # 0 que

T(Quad(m))(j) = > e > ™ =0(y/m). (5.3)
z€Quad(m)
Prova. Seja Z%, = Zm, \ {0} e considere f: Z}, — Z*, dada por f(z) = x*
e m é primo. E facil ver que para cada y na imagem de f, |f~1(y)| = 2.
Desta observacao, segue que
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1 m—1
—2mijz/m __ © —2mijz?/m
>, «© =32.c ’
x€Quad(m) z=1
e o resultado segue do fato 69. O

Pelo lema 33, segue que Sy; = (Quad(m;));en é adigao-regular, onde M
é a subsequéncia dos primos. E fcil ver agora que Syy também é subtragao-
regular, e com isso provamos o teorema 14.

Observe que, “no meio do caminho”, provamos também o seguinte teo-
rema

Teorema 71. Para todos 0 < n,v < 1, existem constantes C = C(n,~) e
no = ng(n,7y) tais que, se p = p(n) > C/n e se n é um primo com n > ny,
entao, com probabilidade pelo menos 1 — vy, temos que

L p —n Soma(Quad(n)).

Como observacao final, note que a propriedade essencial de Quad(n)
que utilizamos foi a adi¢ao-regularidade (e a subtracao-regularidade). Por
sua vez, isto seguiu do fato que para j # 0, o j-ésimo coeficiente de Fou-
rier de Quad(n) é o(| Quad(n)|). Na proxima secdo, veremos mais alguns
exemplos de M-sequéncias com esta propriedade, e, com isso, daremos novas
aplicacoes dos teoremas 67 e 68.

5.3 Outras aplicagoes dos teoremas 67 e 68

Nesta secao, mostraremos que os teoremas 67 e 68 tém algumas outras
aplicacoes, além dos teoremas 14 e 71.

Vimos que os quadrados médulo n (n primo) formam uma M-sequéncia
adi¢ao-regular. Fixe f(z), um polinomio com coeficientes inteiros nao cons-
tante. Provaremos que a imagem de f(z) mddulo n (n primo) é adigao-
regular. Com isso, obteremos um teorema para a equacao = +y = f(z).

Comecamos observando que existem extensoes do fato 69 para polino-

mios gerais. Enunciamos uma destas extensoes, que é um resultado devido
a Hua [20, 21].
Teorema 72 (L. K. Hua). Sejam m um inteiro positivo e f(x) = apx® +
...4+a1z+ay um polinémio com coeficientes inteiros. Semdc(ay, ..., a1, m) =
1, entao para todo 6 > 0, existe uma constante c;(k,8) que sé depende de k
e de 0 tal que

‘ Z 6727rif(:p)/m’ < cl(kje)mlf%+9.

CEGZm
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Note que foi facil passar do fato 69 ao corolario 70 porque, se m é primo
e f: Z¥ — 7% é dada por f(z) = 22, cada elemento da imagem de f tem o
mesmo numero de pré-imagens (a saber, 2). Isto é, para todo k na imagem de
f, |f~1(k)| é constante. Isto ndo vale para polinémios quaisquer, e, portanto,
serd necessario desenvolver outro método para aplicar o teorema 72.

No que segue, usaremos grafos de Chung-Graham com pesos. Vamos de-
finir este conceito. Seja R um multiconjunto finito contido em Z,, isto é, um
conjunto com elementos de Z, em que permitimos elementos repetidos (fi-
nitas vezes). Por exemplo, S = {1,1,1,1,3,5,5,6,6,6} é um multiconjunto
contido em Zy. A fungao caracteristica de um multiconjunto R contido em
Zy, que também denotaremos por R, é a fungao R: Z,, — N tal que R(j) é a
multiplicidade do elemento j em R. Assim, a funcao caracteristica do mul-
ticonjunto S = {1,1,1,1,3,5,5,6,6,6} contido em Z7 é o vetor (S(j))?zo
tal que (S(j)) = (0,4,0,1,0,2,3).

Com isso, podemos falar de grafos de Chung-Graham com pesos. No
grafo de Chung-Graham “tradicional”, CG;} (R), vale que {i,j} é aresta se
e sé se existe r € R tal que i +j =7 (mod n). No grafo de Chung-Graham
com pesos, R deve ser um multiconjunto, e para cada r € R e para cada
i,j € Zyn comi+j = r, colocaremos R(r) arestas ligando ¢ a j (ou uma aresta
com peso R(r), equivalentemente). Denotaremos este grafo por PCG,! (R).
Trés tltimas convencdes que faremos sdo: (1) se U, W C V(PCG.(R)) = Zy,
e UNW =0, cada aresta {i,j} entre U e W entrard k vezes no computo de
e(U, W), onde k = R(i + j) é o peso da aresta {7, j}; (2) as multiplicidades
das arestas sao levadas em conta no calculo de e(PCG;' (R)); e (3) por “|R|”,
deve-se entender “)  R(r)”.

Dito isto, é facil verificar que os lemas da sec@o 3.2 ainda valem neste
contexto com pesos. As provas podem ser adaptadas de maneira evidente.
Em particular, o lema 33 é valido, e ele serd usado na prova do teorema 73.

Faremos agora uma observagao simples, mas importante: suponha que
o grafo PCG}(R) é (e,d)-inf-regular (podemos ter d > 1 neste contexto!)
e max,cz, R(r) = L > 0. Entao o grafo de Chung-Graham “tradicional”,
CG(R), que é obtido de modo trivial a partir de PCG./(R) (apagando
arestas multiplas ou transformando todos os pesos R(r) > 1 em R(r) = 1),
é (e,d/L)-inf-regular.

Vamos fixar algumas notagoes. Comecamos definindo a fungao aritméti-
ca A: N — N, do seguinte modo: para n > 1, A(n) é o menor primo
que divide n, e A(1) = 1. Além disso, se f: Zy, — Z,, ¢ um polindmio,
denotaremos a imagem de f por Im,, f(z). Observe que Im,, f(z) é um
subconjunto ordindrio de Z,,. Definimos Im}, f(z) como o multiconjunto
{f(0), f(1),..., f(m — 1)} contido em Z,,. Finalmente, definimos ¢,,(f) =
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maxjez,, | f1(j)]. O teorema abaixo é o resultado mais importante desta
secao.

Teorema 73. Seja f(x) um polinémio com coeficientes inteiros, nao cons-
tante. Seja M = {mq,ma,...} um subconjunto infinito de N com 1 < m; <
mg < ... e limjeny A(m;) = oco. Suponha ainda que existe L > 0 tal que
¢m;(f) < L para todo m; € M. Entao, para todo ¢ > 0, existe ig > 0
tal que, se i > ig, o grafo de Chung-Graham ordindrio CG, (Imy,, f(z)) é
(e,1/L)-inf-regular.

Prova. Com o auxilio do teorema 72, mostraremos que os grafos de Chung-
Graham com pesos PCG;, (Im};, f(x)) tém propriedades de regularidade.

Fixem; € M, j € Zy, . Sejat = mdc(j, m;) e sejam j' = j/t e mj = m;/t.
Seja k o grau de f e defina 6§ = 1/(2k). Pelo teorema da divisao euclideana,
para cada 0 < x < my, existem 0 <y <te 0 <r <m]com z = ym,+r.
Logo,

Z 6—27rijf(x)/mi: Z 6—27Tij/f($)/m;

xEZmZ— er‘"Li
_ § : § : e—27rij’f(ym;+r)/m; — ¢t § : e—27r7Lj’f(7“)/m;7 (54)
YELt T‘GZm/_ TEZm/_
k2 1

e, pelo teorema 72, isto é limitado, em mddulo, por

tea(k, 0) (ml)' =810 = tey(k, 0) (m)) '~
= 1/ ea(h, ) (mit)! 2% = £/ Wy (R, 6) (mq)! 25,

Como t < m;/A(m;), temos que

‘ > e_Qmjf(x)/mi‘ _ ealk)mi

ermi Qk\/ A(ml) ,

e isto é o(m;), pois, por hipétese, A(m;) — oc.

Segue do lema 33 (adaptado a grafos com pesos) que, para todo £ > 0,
existe 49 > 0 tal que, se i > 4o, o grafo com pesos PCG;}, (Im,. f(z)) ¢ e-
regular com densidade 1, e em particular, é (g, 1)-inf-regular. Como vimos,
isto implica que o grafo de Chung-Graham ordindrio CG;}, (Imy,, f(x)) é
(¢,1/L)-inf-regular, para todo i > ip, como querfamos. O

Seja M a subsequéncia dos primos. O teorema 73 mostra que a M-
sequéncia Sy = (Fp,)ieny dada por F,, = Imy,,, f(z) C Z,,, é “pratica-
mente” adicao-regular. O inico problema é que a densidade nao esta correta.
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Apesar deste pequeno problema, a prova do teorema 67 pode ser facilmente
adaptada para provar o seguinte teorema:

Teorema 74. Seja f um polinémio de coeficientes inteiros, nao constante.
Para todos 0 < n,y < 1, existem constantes C' = C(n,~) e ng = no(n,7)
tais que, se p = p(n) > C/n e se n é um primo com n > ng, entao, com
probabilidade pelo menos 1 —y, temos que qualquer n-fragao de Z,, ;, contém
x,y tais que existe z € Z,, com x —y = f(z).

Para a préxima aplicacao, usaremos um outro teorema de Hua, que trata
de somas trigonométricas parciais. A prova deste resultado pode ser vista
no capitulo 1 de [20].

Teorema 75 (L. K. Hua). Sejam m um inteiro positivo e f(x) = apx® +
...+ajz+ap um polinémio com coeficientes inteiros. Se mdc(ay, . ..,a;,m) =
1, entao para todo 0 > 0, existe uma constante c3(k, ) que sé depende de k
e de 0 tal que para todo t com 1 <t < m, temos

t
’Ze—Qﬂ'if(x)/m‘ < ok, Q)ml—%w_
=1

Com isto, poderemos exibir um exemplo de uma M-sequéncia Sy =
(Sm, )ien esparsa (isto é, |Sy,,|/m; — 0), adigao-regular e subtracao-regular.
Seja M o conjunto dos primos, e para todos m; € M, u > 0, seja Q(m;, p)
o subconjunto de Z,,, dado por

Q(my,p) = {z? mod m;: 1 <z < mil/2+u}_

O corolario abaixo segue imediatamente do teorema 75 e do lema 33.

Coroldrio 76. Fixe 0 < u < 1/2 e considere a M-sequéncia Sy; = (Sm, )ieN,
onde M é o conjunto dos primos e para todo i € N, Sy, = Q(m;, ). Entao
Sy € adicao-regular e subtracao-regular.

Nossos dois ultimos teoremas seguem do coroldrio acima, e dos teoremas

67 e 68.

Teorema 77. Para todos 0 < p < 1/2, 0 < n,v < 1, existem constantes
C = C(p,n,7) e ng = no(p,n,7) tais que, se p = p(n) > C/n*/** e sen é
um primo com n > ng, entao, com probabilidade pelo menos 1 — v, temos
que

Lin;,p —y Soma(Q(mi, p)).

Teorema 78. Para todos 0 < p < 1/2, 0 < n,v < 1, existem constantes
C = C(u,n,7v) e ng = no(u,n,7y) tais que, se p = p(n) > C/n1/2+“ esen é
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um primo com n > ng, entao, com probabilidade pelo menos 1 — v, temos
que
Lin; p —n Diferenca(Q(mg, p1)).
O teorema 75 pode ser usado para achar outros exemplos de M-sequén-
cias esparsas, adicao-regulares e subtracao-regulares, mas nao prosseguire-
mos nesta direcao.
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Capitulo 6

Conclusao

Para encerrar o presente trabalho, desejamos mencionar alguns problemas
relacionados as versoes probabilisticas dos teoremas de Schur e Sérkozy.

Comecgamos falando sobre problemas relacionados & versao probabilistica
do Teorema de Schur. Em primeiro lugar, seria interessante verificar a vali-
dade da conjectura 55. Mesmo que ela seja falsa, seria interessante provar
isto.

Outro problema, muito mais interessante, seria fazer uma versao pro-
babilistica para o Teorema de Schur para grupos abelianos. O enunciado
abaixo, por exemplo, é uma generalizagao natural do Problema de Schur em
Lo,

Problema 79 (Schur probabilistico em grupos abelianos). O teorema
Schur(n) é verdadeiro se trocarmos Z,, por uma classe qualquer de grupos
abelianos finitos G = (G;)32, com |Gj| — oo.

A demonstragao do teorema 13 pode ser adaptada para o problema
acima. E claro que, no caso de a conjectura 55 ser verdadeira, poderiamos
trocar a hip6tese p > C'logn/+/n (que é o que sabemos fazer) por p > C'/\/n
(que é o valor “certo”).

O problema acima fica mais dificil se quisermos considerar a “densidade
correta”. Vamos explicar isto. Recordemos que, em Z,,, o motivo pelo qual
exigimos inicialmente no enunciado do problema que a densidade seja maior
que 1/2 é a existéncia, para n par, de conjuntos livres de somas (ou seja,
sem solugoes de = + y = z) com densidade 1/2. Quando consideramos um
grupo abeliano em geral, nem sempre haverd um subconjunto livre de somas
com metade dos elementos do grupo. Por exemplo, em Z7, pode-se verificar
que a cardinalidade do maior subconjunto livre de somas é 2.

Seja G um grupo abeliano e seja u(G) a densidade do maior subconjunto
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livre de somas de G. Sabe-se, por exemplo, que p(Zay,) = 1/2 e que u(Z7) =
2/7. Recentemente, Green e Rusza [16] determinaram o valor de u(G) para
todo G finito. Enunciaremos o resultado deles abaixo.

Teorema 80 (Green, Rusza, 2004). Seja G um grupo abeliano de ordem
n.

e Sen é divisivel por algum primo congruente a 2 mod 3, entao u(G) =
% + %, onde p é o menor primo congruente a 2 mod 3 que divide n;

e Se n nao € divisivel por nenhum primo congruente a 2 mod 3, mas
3 | n, entdo p(G) = 3;

e Sen s6 tem fatores primos congruentes a 1 mod 3, entao u(G) = % —

%, onde m é o expoente de G (a mdxima ordem de um elemento do
grupo).

Em particular, para todo G abeliano finito, 2/7 < u(G) < 1/2.

E natural tentar resolver o problema 79 trocando a densidade 1 /2 +
n pela densidade “correta”, u(G) + 1. Daremos um exemplo. Sabemos,
pelo teorema acima, que pu(Zy) = pu(Zs x ... x Z3) = 1/3. Seja (Z§), um
subconjunto aleatério de Zz obtido por 3™ sorteios independentes, cada um
com probabilidade p. Seria interessante resolver o seguinte problema:

Problema 81 (Schur para grupos com densidade corrigida). Para
todo n > 0, existe uma constante C = C(n) tal que, se p = p(m) é tal que
p(3™) > C37"/2, entdo, com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo,
qualquer subconjunto de (Z%), com densidade pelo menos 1/3+n tem triplas
de Schur.

Naturalmente, pode-se formular uma versao com outra classe de grupos,
no lugar de (Zgn )y,

Uma outra area de problemas é a de versoes probabilisticas do Teo-
rema de Schur com coloragao (e nao mais densidade). Por exemplo, vi-
mos no capitulo introdutério (teorema 20, referéncia [14]) que Graham,
R6dl e Ruciriski provaram que se N = N(n) satisfaz N/n'/? — oo, entdo
[n]y — (Schur)s com probabilidade tendendo a 1 quando n — oo (estas
notagoes foram definidas pelas equagoes 1.5 e 1.8). No entanto, a genera-
lizagao disto para m > 2 estd em aberto.

Sobre a versao probabilistica do Teorema de Sarkozy, um desafio interes-
sante seria investigar a versao dificil do problema de Sarkézy. Lembramos
que tratamos da equacdo x —y = 22 no nosso resultado (teorema 14), e a
exigéncia sobre os termos da equacao é que x e y estejam no subconjunto
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de densidade n de Z,, ;, enquanto que z pode ser qualquer elemento de Z,.
A proposta ¢ investigar o que acontece se exigirmos que z (ou z2) também
esteja no subconjunto de densidade 7 de Z, .

Outro problema, mais humilde, é achar outras M-sequéncias interessan-
tes (ndo muito artificiais) que sejam adigao-regulares ou subtragao-regulares.
Evidentemente, para cada nova M-sequéncia adicao- ou subtragao-regular,
teremos um novo corolario do teorema 67 ou do teorema 68.
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