
Versões Probabiĺısticas de Resultados
da Teoria Combinatória dos Números
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Resumo

Neste trabalho, provamos versões probabiĺısticas de dois teoremas
clássicos da Teoria Combinatória dos Números: os Teoremas de Schur
e de Sárközy.

Em 1916, Schur provou que se N é finitamente colorido, uma das
cores contém uma solução da equação x + y = z. Nossa versão pro-
babiĺıstica do Teorema de Schur é, na verdade, uma versão proba-
biĺıstica “de densidade” do Teorema de Schur. Ela afirma, grosso
modo, que fixando-se 0 < η ≤ 1/2, um subconjunto “t́ıpico” X de
Zn = Z/nZ tem a seguinte propriedade: para todo subconjunto D ⊂ X
com |D| ≥ (1/2 + η)|X|, existem x, y, z ∈ D satisfazendo x+ y = z.

Em 1978, Sárközy mostrou que se A ⊂ N é um subconjunto com
densidade superior positiva, então A−A contém um quadrado diferente
de zero. Em nossa versão probabiĺıstica do Teorema de Sárközy, pro-
vamos que, fixado 0 < η ≤ 1, um subconjunto “t́ıpico” X de Zn tem a
seguinte propriedade: para todo subconjunto D ⊂ X com |D| ≥ η|X|,
existem x, y ∈ D tais que x− y é um quadrado diferente de zero.

Observamos que os dois teoremas acima são especialmente inte-
ressantes quando consideramos subconjuntos esparsos de Zn, isto é,
quando temos |X| = o(n).

Os enunciados precisos destas versões são os teoremas 13 e 14 do
presente trabalho. A noção formal do que é um subconjunto “t́ıpico”
pode ser vista na definição 11. Generalizações dos resultados acima são
discutidas nos caṕıtulos 4 e 5.



Abstract

In this work, we prove probabilistic versions of two classical theo-
rems from Combinatorial Number Theory: Schur’s theorem and Sár-
közy’s theorem.

In 1916, Schur proved that if N is finitely colored, then one of its
colors contains a solution to the equation x+ y = z. Our probabilistic
version of Schur’s theorem is actually a “density” probabilistic version
of Schur’s theorem. It states, roughly, that for a fixed 0 < η ≤ 1/2, a
“typical” subset X of Zn = Z/nZ has the following property: for every
subset D ⊂ X with |D| ≥ (1/2 + η)|X|, there are x, y, z ∈ D such that
x+ y = z.

In 1978, Sárközy showed that if A ⊂ N is a subset with positive
upper density, then A − A contains a square different from zero. In
our probabilistic version of Sárközy’s theorem, we prove that, given
0 < η ≤ 1, a “typical” subset X ⊂ Zn has the following property: for
every subset D ⊂ X with |D| ≥ η|X|, there are x, y ∈ D such that
x− y is a square different from zero.

We observe that both theorems above are particularly interesting
when we consider sparse subsets of Zn, that is, when we have |X| =
o(n).

The precise statements of these results are the theorems 13 and 14 of
this work. The formal notion of what is a “typical” subset can be found
in definition 11. Generalizations of the results above are discussed in
chapters 4 and 5.



Conteúdo
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho, estamos interessados em investigar versões probabiĺısticas
de teoremas clássicos da Teoria Combinatória dos Números. Dedicaremos
especial atenção a dois problemas que resolvemos: provamos versões proba-
biĺısticas de densidade do Teorema de Schur e do Teorema de Sárközy.

1.1 Exemplos de versões probabiĺısticas

Como veremos a seguir, versões probabiĺısticas de muitos teoremas clássicos
já foram estudadas. Como exemplo, examinaremos inicialmente os Teoremas
de van der Waerden e Szemerédi.

Em 1927, van der Waerden provou o famoso teorema abaixo ([37]).

Teorema 1 (van der Waerden, 1927). Qualquer partição de N em
um número finito de partes é tal que alguma parte contém progressões
aritméticas arbitrariamente longas.

Erdős e Turán [9] conjecturaram uma versão mais forte que o Teorema
de van der Waerden, a saber, eles conjecturam a “versão de densidade” do
teorema 1: se uma parte dos inteiros é “grande”, então ela contém pro-
gressões aritméticas arbitrariamente longas. Esta conjectura foi confirmada
nesta generalidade apenas em 1975, por Szemerédi, através de seu célebre
resultado:

Teorema 2 (Szemerédi, 1975). Todo conjunto A ⊂ N com densidade
superior positiva, isto é, com

d̄(A) = lim sup
n→∞

n−1|A ∩ {1, . . . , n}| > 0, (1.1)

contém progressões aritméticas arbitrariamente longas.
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No que se segue, será mais conveniente considerar as seguintes versões
“finitas” dos teoremas 1 e 2.

Teorema 3 (van der Waerden, versão finita). Para quaisquer inteiros
positivos r e k, existe um inteiro n0 = n0(r, k) com a seguinte propriedade:
para todo n ≥ n0, toda partição de [n] = {1, . . . , n} em r partes é tal que
alguma parte contém uma progressão aritmética com k elementos.

Teorema 4 (Szemerédi, versão finita). Para todo real η > 0 e inteiro
positivo k, existe um inteiro n0 = n0(η, k) com a seguinte propriedade: para
todo n ≥ n0, todo conjunto A ⊂ [n] com densidade pelo menos η, isto é,

n−1|A ∩ [n]| ≥ η, (1.2)

contém uma progressão aritmética com k elementos.

Usando um resultado conhecido em combinatória como “prinćıpio da
compacidade” (veja o caṕıtulo 1 de [15]), não é dif́ıcil estabelecer a equi-
valência entre as diferentes versões dos teoremas.

Será conveniente escrever

Γ→ (PAk)r (1.3)

se Γ ⊂ N satisfaz a propriedade descrita no teorema 3, isto é, se toda partição
Γ = U1∪· · ·∪Ur é tal que algum Ui contém uma progressão aritmética com k
elementos. Em outras palavras: escrevemos (1.3) se para toda coloração de
Γ com r cores (ou ‘toda r-coloração de Γ’), existe uma progressão aritmética
de tamanho k monocromática. Definimos de forma análoga a notação

Γ→η PAk (1.4)

para todo conjunto Γ ⊂ N finito. Escrevemos (1.4) se todo U ⊂ Γ com |U | ≥
η|Γ| contém uma progressão aritmética com k elementos.

Os teoremas 3 e 4 dizem que segmentos iniciais Γ = [n] de N sufici-
entemente grandes satisfazem as relações (1.3) e (1.4). Ao passarmos tais
teoremas para o contexto de resultados probabiĺısticos, a pergunta essencial
é a seguinte:

(*) O que podemos dizer sobre conjuntos t́ıpicos Γ ⊂ [n]?

Para podermos falar sobre “conjuntos t́ıpicos”, definimos inicialmente uma
distribuição de probabilidade sobre os subconjuntos de [n]. A distribuição
mais simples que podemos considerar é a distribuição uniforme; na reali-
dade, fixamos um inteiro N ≤ n e consideramos o conjunto

([n]
N

)
de todos
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os subconjuntos Γ ⊂ [n] de cardinalidade N e o munimos com a medida
de probabilidade uniforme. Escreveremos [n]N para um conjunto aleatório
sorteado uniformemente ao acaso dentre todos os membros de

([n]
N

)
. Assim,

para todo conjunto fixo X ⊂ [n] com |X| = N , temos

P([n]N = X) =
(
n

N

)−1

. (1.5)

Os dois próximos resultados que enunciamos fornecem uma resposta a
nossa pergunta acima (*). Observamos que o primeiro resultado, devido a
Rödl e Ruciński [31], é um resultado que pode se considerar completo, pois
trata da propriedade (1.3) para todo k e r.

Teorema 5 (Rödl e Ruciński, 1995). Para todos inteiros k ≥ 3 e r ≥ 2,
existem constantes positivas c e C tais que

lim
n→∞P([n]N → (PAk)r) =

{
0 se N ≤ cn1−1/(k−1),

1 se N ≥ Cn1−1/(k−1).
(1.6)

O teorema 5 afirma que ocorre uma transição quando a ordem de gran-
deza de N passa por n1−1/(k−1). Este fenômeno se repetirá em muitos outros
teoremas deste tipo.

O segundo resultado probabiĺıstico que enunciamos, provado em [24], é
ainda parcial, pois trata da relação (1.4) apenas para k = 3.

Teorema 6 (Kohayakawa, ÃLuczak e Rödl, 1996). Para todo real η > 0,
existem constantes positivas c e C tais que

lim
n→∞P([n]N →η PA3) =

{
0 se N ≤ cn1/2,

1 se N ≥ Cn1/2.
(1.7)

A demonstração do teorema 6 é, infelizmente, bastante sutil e não parece
admitir uma generalização simples para k > 3. O fato de se conhecer uma
versão probabiĺıstica ‘completa’ do teorema 3, mas ter-se apenas uma tal
versão para k = 3 do teorema 4 é razoável, pois, ao que tudo indica, o
teorema 4 é substancialmente mais profundo que o teorema 3.

1.2 Os Teoremas de Schur e Sárközy

Em 1916, I. Schur provou o teorema a seguir:

Teorema 7 (Schur, 1916). Para todo inteiro positivo r, vale o seguinte.
Se N é colorido com r cores, então uma das cores contém uma solução da
equação x+ y = z.
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Diremos que x + y = z é a equação de Schur, e uma tripla que satisfaz
a equação de Schur será dita uma tripla de Schur. Usando o prinćıpio
da compacidade, pode-se obter a versão equivalente e “finita” do teorema
acima:

Teorema 8 (Schur, versão finita). Para todo inteiro positivo r, existe
um inteiro n0 tal que se n ≥ n0 e [n] = {1, 2, . . . , n} é colorido com r cores,
então uma das cores contém uma tripla de Schur.

De modo análogo às definições dadas em (1.3) e (1.4), definimos as
notações

Γ→ (Schur)r (1.8)

e
Γ→η (Schur) (1.9)

para todo conjunto Γ ⊂ N finito (ou ainda Γ ⊂ G, com G grupo abeliano
e Γ finito). Escrevemos (1.8) se toda partição Γ = U1 ∪ · · · ∪ Ur é tal que
algum Ui contém uma tripla de Schur, e escrevemos (1.9) se todo D ⊂ Γ
com |D| ≥ η|Γ| contém uma tripla de Schur. O Teorema de Schur diz que
para todo r, existe n0 = n0(r) tal que, se n ≥ n0, [n]→ (Schur)r.

Assim como o Teorema de van der Waerden tem sua versão de densi-
dade (o Teorema de Szemerédi), podemos também provar uma versão de
densidade para o Teorema de Schur:

Teorema 9 (Schur, versão densidade). Para todo 0 < η ≤ 1/2, existe
n0 ∈ N tal que, se n ≥ n0, então [n]→1/2+η (Schur).

Prova. A densidade não pode ser qualquer; de fato, se trocarmos ‘1/2+η’ por
alguma constante entre 0 e 1/2, o teorema é falso. Para ver isso, considere
o conjunto dos ı́mpares em [2n], que tem densidade 1/2 mas não tem triplas
de Schur.

Tome n0 = n0(η) = 1/η e fixe n ≥ n0. Suponha que D ⊂ [n], |D| ≥
(1/2 + η)n e D não contém triplas de Schur. Seja (D − D)+ = {d1 −
d2 : d1, d2 ∈ D e d1 > d2}. Note que (D −D)+ ⊂ [n] e

|(D −D)+| ≥ |D| − 1 ≥ (1/2 + η − 1/n)n ≥ n/2.

Como |D| ≥ (1/2 + η)n, segue que existe x ∈ D ∩ (D − D)+, e portanto
x escreve-se como x = z − y onde x, y, z ∈ D. Mas então x + y = z,
contradizendo o fato de D não ter triplas de Schur.
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No caṕıtulo 4, iremos provar uma versão probabiĺıstica do teorema de
Schur. Antes de chegarmos lá, temos um pequeno caṕıtulo sobre quasi-
aleatoriedade e um caṕıtulo com resultados sobre regularidade.

Na seção inicial do caṕıtulo 4, falaremos brevemente sobre o teorema
principal do artigo [19]. Usaremos o mais importante resultado auxiliar da
prova deste teorema (o lema dos pares proibidos) na seção 4.2, para provar
a versão probabiĺıstica do Teorema de Schur de que já falamos. Antes de
enunciarmos esta versão, veremos duas definições simples.

Definição 10. Seja η real com 0 < η ≤ 1/2. Dizemos que D ⊂ Zn = Z/nZ
tem a propriedade Schur(η) se D →1/2+η (Schur).

Ou seja, D tem a propriedade Schur(η) se qualquer subconjunto de D
com densidade 1/2 + η tem uma solução da equação de Schur. Note que a
soma é considerada módulo n.

Definimos abaixo o conceito de conjunto aleatório que usaremos ao longo
de todo nosso trabalho.

Definição 11. Dados n ∈ N e 0 ≤ p ≤ 1, obtemos o subconjunto aleatório
Zn,p ⊂ Zn da seguinte forma: para cada j ∈ Zn, colocamos j em Zn,p com
probabilidade p e de modo independente. Ou seja, realizamos n sorteios
independentes.

Podemos agora enunciar o problema abaixo, que é bastante natural,
tendo em vista as versões probabiĺısticas dos Teoremas de van der Waerden
e Szemerédi:

Problema 12 (Problema Schur(η)). Para todo 0 < η ≤ 1/2, existe uma
constante C = C(η) tal que, se p = p(n) ≥ Cn−1/2, então, com probabili-
dade tendendo a 1 quando n→∞, Zn,p tem a propriedade Schur(η).

No caṕıtulo 4, iremos discutir os parâmetros do enunciado, esclarecendo
perguntas razoáveis como “Por que, ao tratarmos da propriedade PA3, a
densidade pode ser qualquer 0 < η < 1, enquanto que, neste problema,
exige-se que a densidade seja maior que 1/2?” ou “O que acontece se p for
muito menor que n−1/2?”, etc.

Infelizmente, só conseguimos resolver uma versão um pouco mais fraca
do problema 12, que enunciamos abaixo.

Teorema 13 (Teorema Schur(η)). Para todo 0 < η ≤ 1/2, existe uma
constante C = C(η) tal que, se p = p(n) ≥ C log n/

√
n, então, com proba-

bilidade tendendo a 1 quando n→∞, Zn,p tem a propriedade Schur(η).

Na seção 4.2, é dada uma prova do teorema 13. Se consegúıssemos provar
a conjectura 55 (enunciada na seção 4.3), teŕıamos então uma prova para o
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enunciado original (problema 12).
Na prova do teorema 13, mostramos que se S é um subconjunto de

um conjunto aleatório de Zn, então S − S = {s1 − s2 : s1, s2 ∈ S} tem
uma certa propriedade interessante. Note que a estrutura de S − S está
claramente relacionada ao problema de Schur, pois se (S−S)∩S 6= ∅, segue
imediatamente que há uma solução da equação de Schur (x+y = z ou z−y =
x) em S. Conhecendo tal propriedade interessante, era natural investigarmos
o mesmo tipo de problema mudando apenas a equação envolvida.

Seria interessante, por exemplo, provar algum teorema envolvendo a
equação x+y = 3z, ou a equação x−y = 3z. Infelizmente, aqui nossas tenta-
tivas foram infrut́ıferas. No entanto, ao pensar na equação x−y = z2 mod n
(n primo), obtivemos algum sucesso. Antes de detalhar isto, iremos definir
as notações

Γ→η Diferença(S) (1.10)

e
Γ→η Soma(S) (1.11)

para todo conjunto Γ ⊂ N finito e todo S ⊂ N (ou ainda Γ ⊂ G, onde Γ é
finito, G é um grupo abeliano ou um corpo e S ⊂ G). Escrevemos (1.10) se
todo D ⊂ Γ com |D| ≥ η|Γ| contém x, y com x− y ∈ S, e escrevemos (1.11)
se todo D ⊂ Γ com |D| ≥ η|Γ| contém x, y com x+ y ∈ S.

No teorema abaixo, n percorrerá somente os primos de N. Definimos
Quad(n) ⊂ Zn como o conjunto dos quadrados não-nulos módulo n, ou
seja, Quad(n) = {12 mod n, 22 mod n, . . . , (n − 1)2 mod n}. Usaremos no
caṕıtulo 5 o fato (simples) que |Quad(n)| = (n − 1)/2, quando n é primo
ı́mpar.

Teorema 14 (Sárközy probabiĺıstico). Para todos 0 < η, γ < 1 , existem
constantes C = C(η, γ) e n0 = n0(η, γ) tais que, se p = p(n) ≥ C/n e se n
é um primo com n ≥ n0, então, com probabilidade pelo menos 1− γ, temos
que

Zn,p →η Diferença(Quad(n))

(as operações são feitas módulo n).

Conseguimos provar o teorema 14 usando um resultado muito recente e
ainda não publicado de Gerke, Kohayakawa, Rödl e Steger ([12]) que trata
de herança de regularidade (tudo isto será esclarecido mais adiante). No
caṕıtulo 5, enunciaremos este resultado sobre herança de regularidade, e
veremos como empregá-lo para demonstrar o teorema 14.

Uma outra versão do teorema acima, aparentemente bem mais dif́ıcil,
seria exigir que o z ou o z2 (da equação x − y = z2 mod n) esteja também

7



contido na η-fração de Zn,p, assim como x e y. Chamaremos esta versão de
“versão dif́ıcil do problema de Sárközy”.

O nome “Sárközy” está sendo citado em menção ao seguinte teorema
([33], veja também [11]):

Teorema 15 (Sárközy, 1978). Se A ⊂ N é um conjunto com densidade
superior positiva, então A−A contém um quadrado diferente de 0.

Lembramos que a densidade superior de um conjunto A ⊂ N foi definida
pela equação 1.1.

Ainda com relação ao teorema 14, veremos que ele seguirá imediatamente
de um teorema mais geral, e veremos que este teorema mais geral nos ren-
derá outros resultados interessantes. Detalharemos tudo isso no caṕıtulo 5.
Por fim, no caṕıtulo 6 fazemos algumas últimas considerações e enunciamos
alguns problemas correlatos que não soubemos resolver.

Para fechar a introdução, desejamos justificar o motivo do interesse nas
equações que estudamos.

1.3 Por que o interesse nas equações x + y = z e
x− y = z2?

Nesta seção, damos um breve panorama do que já foi feito na área de versões
probabiĺısticas de resultados da Teoria Combinatória dos Números, e apro-
veitamos para dar uma breve justificativa sobre o interesse nas equações
x + y = z e x − y = z2. Como o leitor poderá conferir nesta seção, muita
coisa já foi feita na área de sistemas lineares, e, por isso, ao estudarmos
a equação x − y = z2, tentamos estudar algo aparentemente novo, e não
excessivamente dif́ıcil. Já o estudo da equação de Schur justifica-se pelo fato
de ela ser a mais simples equação que é P-regular mas não D-regular (estas
definições encontram-se logo adiante), e pelo fato de já existirem teoremas
probabiĺısticos que versam sobre equações (ou sistemas lineares de equações)
D-regulares, ao passo que o problema análogo para equações (ou sistemas)
P-regulares está em aberto.

Vamos começar a esclarecer isto citando dois resultados determińısticos:
o Teorema de Rado e o Teorema de Frankl, Rödl e Graham.

1.3.1 Resultados determińısticos: os Teoremas de Rado e de
Frankl–Graham–Rödl

O teorema 5 não é a versão mais geral do que se conhece nesta direção. De
fato, pelo menos em certos casos, é conhecida uma versão probabiĺıstica do
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célebre Teorema de Rado [30], que generaliza o Teorema de van der Waerden.
Seja A = (aij) uma matriz k × l com entradas inteiras, e seja L(A) o

sistema de equações
Ax = 0. (1.12)

Dizemos que A é regular em relação a partições de N, ou P-regular para N,
se para todo natural r e toda partição N = U1 ∪ · · · ∪Ur, existe x ∈ Nl com
todas as suas entradas em algum Ui tal que Ax = 0. Isto é, A é P-regular
para N se qualquer partição finita de N é tal que o sistema L(A) admite
uma solução inteiramente contida em uma das partes.

Rado [30] caracterizou as matrizes P-regulares, generalizando ampla-
mente o resultado de van der Waerden. Para formularmos o resultado de
Rado, precisamos introduzir uma nova definição.

Sejam aj (1 ≤ j ≤ l) as colunas de A. Dizemos que A satisfaz a proprie-
dade das colunas se podemos reordenar as colunas de A de forma que, para
algum s, existam 0 = l0 < · · · < ls = l tais que se

bj =
∑
{aj′ : lj−1 < j′ ≤ lj} (1 ≤ j ≤ s),

então

(i) b1 = 0

e

(ii) para todo 1 < j ≤ s, o vetor bj é uma combinação linear sobre Q dos
vetores aj′ (j′ ≤ lj−1).

O célebre resultado de Rado é o seguinte.

Teorema 16 (Rado, 1937). A matriz A é P-regular para N se e só se A
satisfaz a propriedade das colunas.

É fácil verificar que o teorema 16 generaliza o Teorema de van der Wa-
erden. De fato, para se obter o Teorema de van der Waerden a partir do
Teorema de Rado, basta considerar a matriz correspondente ao sistema

x1 − 2x2 + x3 = · · · = xk−2 − 2xk−1 + xk = 0. (1.13)

Uma generalização análoga para o Teorema de Szemerédi, que examinaremos
a seguir, foi obtida por Frankl, Graham, e Rödl [10].

Uma matriz A é dita regular em relação a densidade para N, ou D-regular
para N, se todo conjunto S ⊂ N com densidade superior positiva, isto é, com

d̄(S) = lim sup
n→∞

n−1|S ∩ [n]| > 0, (1.14)
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é tal que (1.12) admite uma solução x com todas as suas entradas em S.
Segue que uma matriz D-regular é P-regular.

Diremos que uma matriz A é irredundante se (1.12) não implicar que x
tem duas entradas xi e xj (com i 6= j) tais que xi = xj . Diremos que uma
solução x = (x1, . . . , xl) é própria se todos os xi forem distintos.

No que segue, o caso das matrizes redundantes não nos interessará.
Frankl, Graham, e Rödl [10] provaram o seguinte resultado.

Teorema 17 (Frankl, Graham e Rödl, 1988). Uma matriz irredundante
tem uma solução própria em cada conjunto S ⊂ N com densidade superior
positiva se e só se a soma de suas colunas é nula.

O teorema 17 generaliza o Teorema de Szemerédi (veja (1.13)); entre-
tanto, observamos que a prova do teorema 17 usa o Teorema de Szemerédi.

1.3.2 Versões probabiĺısticas: resultados de Graham, Rödl e
Ruciński

Uma generalização impressionante do teorema 5 é o teorema 18, devido a
Rödl e Ruciński [32]. Se Γ ⊂ N e A é uma matriz inteira, generalizando (1.3),
escrevemos

Γ→ (A)r (1.15)

se toda partição Γ = U1 ∪ · · · ∪ Ur de Γ em r partes é tal que (1.12) admite
uma solução x com todas as suas entradas em algum Ui.

Precisamos ainda definir um parâmetro m(A) para matrizes A; este
parâmetro mede, de certa forma, o grau de liberdade que temos para obter
soluções de (1.12). Observamos que a definição exata deste parâmetro não é
muito importante, pelo menos em uma primeira leitura; é suficiente observar
que m(A) é um real satisfazendo 0 < m(A) ≤ 1, que depende apenas de A.

Se Q é um subconjunto de colunas de A, escrevemos h(Q) para o posto
da matriz que obtemos ao eliminar as colunas em Q de A. Pomos

m(A) = max
q

max
Q

q − 1
q − 1 + h(Q)− k , (1.16)

onde o primeiro máximo é tomado sobre todos os inteiros 1 ≤ q ≤ l e o
segundo máximo é tomado sobre todos os conjuntos de colunas Q com |Q| =
q. No caso da matriz A do sistema (1.13), um argumento simples, mas que
omitimos, mostra que m(A) = k − 1.

10



Teorema 18 (Rödl e Ruciński, 1997). Sejam A uma matriz D-regular
para N e r um inteiro positivo. Existem constantes positivas c e C tais que

lim
n→∞P([n]N → (A)r) =

{
0 se N ≤ cn1−1/m(A),

1 se N ≥ Cn1−1/m(A).
(1.17)

No teorema 18, o caso em que a matriz A é apenas regular em relação a
partições de N encontra-se em aberto.

Conjectura 19 (Rödl e Ruciński, 1997). O Teorema 18 é também válido
para matrizes A regulares em relação a partições de N.

A matriz mais simples que é P-regular mas não é D-regular é a matriz
correspondente à equação x+ y − z = 0. O fato dessa matriz ser P-regular
é exatamente o conteúdo do Teorema de Schur (teorema 7).

Um passo na direção da conjectura 19 é o seguinte resultado, devido a
Graham, Rödl, e Ruciński [14]. Abaixo, escrevemos

Γ→ (Schur)r (1.18)

se toda partição de Γ em r partes é tal que a equação x + y = z é solúvel
em alguma das partes.

Teorema 20 (Graham, Rödl e Ruciński, 1996). Temos

lim
n→∞P([n]N → (Schur)2) =

{
0 se N/n1/2 → 0,
1 se N/n1/2 →∞. (1.19)

Finalmente, observamos que no caso de matrizes D-regulares, um re-
sultado mais forte que aquele do Teorema 18 pode ser verdade. De fato,
podemos levantar o seguinte problema. Generalizando (1.4), dados uma
matriz A, um real η > 0, e Γ ⊂ N, escrevemos

Γ→η A (1.20)

se todo conjunto U ⊂ Γ com |U | ≥ η|Γ| contém uma solução de (1.12).

Problema 21. Sejam A uma matriz D-regular para N e η um real positivo.
Prove que existem constantes positivas c e C tais que

lim
n→∞P([n]N →η A) =

{
0 se N ≤ cn1−1/m(A),

1 se N ≥ Cn1−1/m(A).
(1.21)

Dado o grau de dificuldade das conjecturas acima enunciadas, resolvemos
atacar problemas mais simples. Mesmo com essa opção, o material novo
que obtivemos (o conteúdo das seções 4.2, 4.3, 5.1, 5.2 e 5.3) já é um pouco
complicado tecnicamente.
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Caṕıtulo 2

Quasi-aleatoriedade em Zn e
em grafos

O objetivo deste caṕıtulo é definir quasi-aleatoriedade e enunciar o teorema
principal de [5]. Vamos começar com uma discussão bastante simplificada e
informal.

Digamos que em algum concurso da loto (onde os números vão de 1 a 50 e
cada apostador escolhe 6 números) o resultado do sorteio seja {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Qualquer pessoa diria que tal evento “nunca ocorre” ou “é imposśıvel”. De
fato, apesar de sabermos que {1, 2, 3, 4, 5, 6} tem a mesma probabilidade
que {4, 9, 17, 26, 32, 49}, temos alguma “sensação” de que o último evento é
“mais razoável” que o primeiro.

Intuitivamente, um conjunto “com cara de aleatório” deve “ser apro-
vado” em alguns testes de aleatoriedade. Por exemplo, um conjunto S “com
cara de aleatório” em {1, 2 . . . , 50} deve ter a propriedade que

∑
s∈S e

2πis/50

é “pequeno”, ou seja, os vetores (e2πis/50)s∈S devem estar bem distribúıdos
em S1 = {x ∈ C : |x| = 1}, e não todos concentrados em alguma direção.
Note que (sempre intuitivamente!) esse critério já exclui a possibilidade
de que {1, 2, 3, 4, 5, 6} tenha “cara de aleatório”, uma vez que os vetores
(e2πis/50)s∈{1,2,3,4,5,6} estão todos apontando em direções próximas.

Vamos olhar agora para subconjuntos de Zn. Dado S ⊂ Zn, gostaŕıamos
de poder dizer objetivamente se S “se parece” com um subconjunto aleatório
Zn,p ⊂ Zn. Isto é, seria interessante conhecer algumas propriedades de con-
juntos aleatórios que, de certa forma, os caracterizam. Dito de outra ma-
neira, queremos propriedades que “captem” a aleatoriedade de um conjunto
aleatório.

Vamos dar um exemplo. É fácil ver que o tamanho esperado de Zn,p é
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np, e que o tamanho esperado da interseção de dois conjuntos Zn,p sorteados
independentemente é np2. Dados S ⊂ Zn e x ∈ Zn, defina S+x = {s+x : s ∈
S}. Para p fixo, uma propriedade que “quase todos” os conjuntos Zn,p
possuem é a seguinte: para “quase todo” x ∈ Zn,

∣∣|Zn,p ∩ (Zn,p + x)| − np2
∣∣

é “pequeno”.
Podemos assim enunciar um outro critério de quasi-aleatoriedade: para

que um conjunto S ⊂ Zn com |S| = pn seja considerado “com cara de
aleatório”,

∣∣|S ∩ (S + x)| − np2
∣∣ deve ser “pequeno” para “quase todo” x.

Naturalmente, os exemplos acima são bastante simplificados e servem
apenas para introduzir o conceito de quasi-aleatoriedade. Veremos logo
abaixo que um conjunto será dito quasi-aleatório quando ele satisfaz uma
série de critérios (como os acima) para ter “cara de aleatório”. Natural-
mente, os critérios devem ser satisfeitos por quase todo conjunto aleatório.
Assim, apesar de não ser aleatório, um conjunto quasi-aleatório “comporta-
se” como se o fosse, já que tem muitas propriedades de conjuntos aleatórios.

O que Chung e Graham fizeram em [5] foi, basicamente, listar alguns
critérios de quasi-aleatoriedade e provar o seguinte teorema: se um conjunto
satisfaz um desses critérios, então ele satisfaz todos os outros. Ou seja, são
todos critérios equivalentes. O teorema é extremamente surpreendente, pois
a primeira impressão que se tem é que não há relação clara entre os critérios
propostos.

Dizendo deste modo, pode parecer que o artigo de Chung e Graham é
extremamente simples, o que é falso. A prova da equivalência dos critérios
não é trivial, e, mais ainda, a grande dificuldade está em achar critérios
que não sejam nem fracos nem fortes demais. Por exemplo, considere
o critério C definido da seguinte forma: S ⊂ Zn satisfaz C se e só se
|S ∩ {1, 2, . . . , bn/2c}| = |S|/2 + o(n) (onde pensamos em {1, 2, . . . , bn/2c}
como subconjunto de Zn e não de Z). É fácil provar que quase todo con-
junto aleatório Zn,1/2 satisfaz C, mas é claro (intuitivamente) que C é uma
propriedade fraca demais para “captar” o “grau de aleatoriedade” de um
conjunto.

Enunciaremos o teorema principal de [5] formalmente. Para S ⊂ Zn,
seja χS a função indicadora de S (χS vale 1 em S e 0 fora de S). Definimos
o grafo de Chung-Graham de S, CG(S) = CG+

n (S), como o grafo que tem
Zn como conjunto de vértices e {{i, j} : i+j ∈ S} como conjunto de arestas.
Lembramos que as somas são sempre consideradas módulo n. Dados S, T ⊂
Zn, denotamos s = |S| e t = |T |.

Listamos abaixo propriedades que um certo conjunto S ⊂ Zn poderia
possuir. Para este S, escreveremos simplesmente χ em vez de χS . Por
“quase todo x ∈ X”, deve-se entender “para todos os elementos de X,
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exceto no máximo o(|X|)”. Como dissemos, Chung e Graham provaram que
estas propriedades são todas equivalentes. Dado que todas as propriedades
envolvem a notação assintótica “o pequeno”, o(.), é conveniente explicarmos
melhor o que queremos dizer com “a propriedade P implica a propriedade
P ′”. Cada uma das ocorrências de o(1) (digamos) pode ser substitúıda
por alguma função f(n) apropriada, e que vai a 0 quando n → ∞. Nesse
sentido, escrever P ⇒ P ′ significa que se S ⊂ Zn satisfaz P = P (f(n)),
então também deve satisfazer P ′ = P ′(f ′(n)).

Para compreender melhor as três últimas propriedades é necessário saber
o que é um grafo quasi-aleatório. Veremos isto logo a seguir.

Vamos às propriedades.

1. (WT) — Weak translation. Para quase todo x ∈ Zn,

|S ∩ (S + x)| = s2/n+ o(n).

2. (ST) — Strong translation. Para todo T ⊂ Zn e quase todo x ∈ Zn,

|S ∩ (T + x)| = st/n+ o(n).

3. (P (k)) — k-pattern. Para todo k fixo e para quase todos u1, . . . , uk ∈
Zn,

∑
x

k∏

j=1

χ(x+ uj) = sk/nk−1 + o(n).

4. (R(k)) — k-representation. Para todo k fixo e para quase todo x ∈ Zn,

∑
u1+···+uk=x

k∏

j=1

χ(uj) = sk/n+ o(nk−1).

5. (EXP) — Exponential sum. Para todo j 6= 0 em Zn,

∑

x∈Zn
χ(x) exp

(
2πijx
n

)
= o(n).

6. (GRAPH) — Quasi-random graph. O grafo CG(S) é quasi-aleatório.

7. (C(2t)) — 2t-cycle.
∑

x1,...,x2t

χ(x1 +x2)χ(x2 +x3) . . . χ(x2t−1 +x2t)χ(x2t+x1) = s2t+o(n2t).
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8. (DENSITY) — Relative Density. Para todo T ⊂ Zn,
∑
x,y

χT (x)χT (y)χS(x+ y) = st2/n+ o(n2).

Não daremos aqui a prova da equivalência entre todas estas propriedades.
A demonstração pode ser encontrada em [5].

Vamos agora definir informalmente quasi-aleatoriedade em grafos. Esta-
remos interessados em critérios satisfeitos por grafos aleatórios. O modelo de
grafo aleatório que usaremos neste trabalho será sempre o modelo binomial,
que definimos a seguir. Um grafo aleatório Gn,p é um grafo com n vértices
em que cada uma das

(
n
2

)
arestas entra no grafo com probabilidade p, de

modo independente das demais. Denotamos por G(n, p) o espaço de proba-
bilidade resultante. Para mais informações sobre grafos aleatórios, damos
duas referências: [4] e [22].

A idéia geral para se definir quasi-aleatoriedade em grafos é a mesma
do caso em Zn: lista-se um série de propriedades que se espera de um grafo
aleatório, prova-se que são todas equivalentes (no sentido explicado acima), e
define-se um grafo como sendo quasi-aleatório se e só se ele satisfaz uma das
propriedades (e portanto, satisfaz todas). Em 1989, este roteiro foi seguido
por Chung, Graham e Wilson [6] e sete critérios foram propostos para dizer
se um grafo G com n vértices tem “cara” de Gn,1/2 (só foi tratado o caso
p = 1/2). Enunciamos dois dos critérios de [6], apenas a t́ıtulo de exemplo.

As propriedades abaixo se referem a um grafo G = (V,E) com n vértices.
Para U ⊂ V (G), G[U ] é o grafo induzido por U , isto é, o grafo com
V (G[U ]) = U e E(G[U ]) = E(G) ∩ (U2

)
(
(
U
2

)
é o conjunto de todos os

subconjuntos de U com 2 elementos).

1. Para todo S ⊂ V (G), o grafo induzido por S tem |S|2/4+o(n2) arestas.

2. Para v ∈ V (G), seja Γ(v) o conjunto dos vizinhos de v em G. Então
∑

v1,v2∈V (G)

∣∣∣|Γ(v1) ∩ Γ(v2)| − n/4
∣∣∣ = o(n3).

Para encerrar, desejamos dizer que de especial interesse para nós é a
equivalência entre os critérios (EXP) e (GRAPH) para quasi-aleatoriedade
em Zn. Grosso modo, temos que se S tem seus coeficientes de Fourier
pequenos (isto é, satisfaz (EXP)), então CG(S) tem certas propriedades
especiais, que não detalharemos agora. A relação entre estes dois critérios
será vista com mais atenção na seção 3.2.
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Caṕıtulo 3

Regularidade em grafos

A noção de regularidade é central em nosso trabalho. Abstratamente fa-
lando, um grafo G tem propriedades de regularidade quando para todos
U,W ⊂ V (G) com |U | e |W | “grandes”, temos algum tipo de informação
sobre o número de arestas em G entre U e W .

Vamos fixar a notação para o caṕıtulo. Seja G = Gn um grafo com
n vértices. Para U,W ⊂ V (G) com U ∩ W = ∅, escrevemos E(U,W ) =
EG(U,W ) para denotar o conjunto das arestas de G que ligam U a W .
Colocamos e(U,W ) = eG(U,W ) = |EG(U,W )|.

Começamos definindo o conceito de η-regularidade.

3.1 η-Regularidade

Definição 22. Suponha que 0 < η ≤ 1 e 0 < p ≤ 1. Dizemos que um grafo
G com n vértices é η-regular com densidade p se para todos U,W ⊂ V (G)
com U ∩W = ∅ e |U |, |W | ≥ ηn temos

∣∣eG(U,W )− p|U ||W |∣∣ ≤ ηp|U ||W |.

O lema 24 mostra que grafos aleatórios Gn,p são muito provavelmente
η-regulares, desde que d = np seja suficientemente grande. Lembramos que
Gn,p é o grafo aleatório em n vértices em que cada uma das

(
n
2

)
arestas entra

no grafo com probabilidade p e de modo independente das demais arestas.
Antes de enunciar e provar o lema 24, vamos deixar registrado um resul-

tado que usaremos frequentemente neste trabalho. Trata-se de uma forma
da desigualdade de Hoeffding (veja as desigualdades 5.5 e 5.6 de [28]), que
estima a probabilidade de uma certa soma de variáveis aleatórias desviar-se
muito de sua média:
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Lema 23 (Desigualdade de Hoeffding). Sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis
aleatórias independentes com 0 ≤ Xj ≤ 1 para todo j, e sejam Y =

∑n
j=1Xj

e y = E[Y ]. Então, para todo 0 < t < 1 temos

P
(
Y − y ≥ ty

)
≤ exp

(−t2y
3

)
,

P
(
Y − y ≤ −ty

)
≤ exp

(−t2y
2

)

e, finalmente,

P
(
|Y − y| ≥ ty

)
≤ 2 exp

(−t2y
3

)
.

Aplicaremos a desigualdade de Hoeffding na demonstração do lema a
seguir.

Lema 24. Fixe 0 < η ≤ 1 e considere o grafo aleatório Gp = Gn,p ∈ G(n, p)
com 0 < p = p(n) < 1. Seja d = d(n) = np(n). Então, existe uma constante
d0 = d0(η) tal que, se d > d0, quase todo Gp é η-regular com densidade p.

Prova. Veremos que podemos escolher d0(η) = 6/η4. Fixe um grafo G e
fixe também U,W ⊂ V (G) com U ∩W = ∅ e |U |, |W | ≥ ηn. Por Hoeffding,
a probabilidade de que tenhamos

∣∣eG(U,W ) − p|U ||W |∣∣ ≥ ηp|U ||W | é no
máximo 2 exp(−η2p|U ||W |/3) ≤ 2 exp(−η4pn2/3) = 2 exp(−η4dn/3). Com
isso, a probabilidade de haver um par (U,W ) que viole a condição de η-
regularidade é no máximo

2n2n 2 exp(−η4dn/3) ≤ 2 exp(2n− η4dn/3).

Esta última exponencial vai a zero quando n→∞, se d > d0(η) = 6/η4.

Agora, definiremos uma outra condição de regularidade para grafos, mais
forte que a η-regularidade. Novamente, seja d = np.

Definição 25. Seja G = Gn um grafo com n vértices, e suponha A > 0,
p > 0. Seja d = pn. Dizemos que G é (p,A)-uniforme se, para todos os
conjuntos U,W ⊂ V (G) com U ∩W = ∅, temos

∣∣eG(U,W )− p|U ||W |∣∣ ≤ A
√
d|U ||W |.

Dentro do esṕırito desta seção, observamos que um nome mais adequado
para a propriedade acima seria (p,A)-regularidade, mas nos decidimos por
“uniformidade” simplesmente para manter o termo que já está em uso na
literatura. O próximo lema é uma observação trivial, mas que desejamos
deixar registrada.
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Lema 26. Se p ≥ A2/(η4n) e G = Gn é um grafo (p,A)-uniforme com n
vértices, então G é η-regular com densidade p.

Prova. Sejam U,W ⊂ V (G) com |U |, |W | ≥ ηn = η|V (G)|. Temos que

A
√
pn|U ||W | ≤ ηp|U ||W | ⇔ A2n ≤ η2p|U ||W |.

Mas, de fato, temos η2p|U ||W | ≥ η2(ηn)2A2/(η4n) = A2n, como queŕıamos.

Nos próximos lemas, estimaremos e(G[U ]) (número de arestas do grafo
induzido por U) quando U é um subconjunto de vértices de um grafo com
propriedades de regularidade. Escrevemos O1(x) para denotar um termo y
que satisfaz |y| ≤ x.

Lema 27. Seja G um grafo. Para todo U ⊂ V (G), temos

e(G[U ]) =

(
u
2

)

bu/2cdu/2e MedS eG(S,U \ S), (3.1)

onde u = |U | e MedS eG(S,U \ S) é a média de eG(S,U \ S) quando S
percorre todos os subconjuntos S ⊂ U de tamanho |S| = bu/2c.
Prova. Fixe U ⊂ V (G) e note que

∑∗

S

eG(S,U \ S) = me(G[U ]), (3.2)

onde a soma com estrela é sobre todos os subconjuntos S ⊂ U de tamanho
|S| = bu/2c, e m é o número de vezes que uma certa aresta pré-fixada ab de
G[U ] é contada na soma (é claro que cada aresta é contada o mesmo número
de vezes). Ou seja, m é o número de subconjuntos S ⊂ U de tamanho
|S| = bu/2c que “separam” a aresta ab, isto é, o número de subconjuntos
S ⊂ U de tamanho |S| = bu/2c tais que exatamente uma das extremidades
de ab está em S.

Dada uma aresta ab, existem
(

u−2
bu/2c−1

)
subconjuntos S que separam ab

com a ∈ S (|S| = bu/2c), e
(

u−2
bu/2c−1

)
que separam ab com b ∈ S. Logo

m = 2
(

u−2
bu/2c−1

)
. Agora, usaremos duas identidades de fácil verificação: para

u ≥ 2 e k ≥ 1, temos que
(
u− 2
k

)
=
u− k − 1
u− 1

(
u− 1
k

)
e
(
u− 1
k − 1

)
=
k

u

(
u

k

)
.
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Com o aux́ılio delas, vemos que

m = 2
(

u− 2
bu/2c − 1

)
=

2du/2e
u− 1

(
u− 1
bu/2c − 1

)

=
2du/2ebu/2c
u(u− 1)

(
u

bu/2c
)

=

(
u
bu/2c

)
(
u
2

) du/2ebu/2c,

e pela equação 3.2, temos que

e(G[U ]) =
1
m

∑∗

S

eG(S,U \ S) =
1
m

(
u

bu/2c
)

MedS eG(S,U \ S)

=
MedS eG(S,U \ S)

(
u
2

)

du/2ebu/2c ,

como queŕıamos.

Lema 28. Fixe A > 0, C ≥ 1 e 0 ≤ p ≤ 1. Sejam G = Gn um grafo com n
vértices e U ⊂ V (G).

• Se G é (p,A)-uniforme, temos

e(G[U ]) = p

(|U |
2

)
+O1(Ad1/2|U |),

onde d = np.

• Se G é η-regular com densidade p e b|U |/2c ≥ ηn, temos

e(G[U ]) = p

(|U |
2

)
+O1

(
ηp

(|U |
2

))
.

• Se G é um grafo tal que, para todo U ⊂ V (G) com |U | = bn/2c, temos
eG(U, V \ U) ≥ pbn/2cdn/2e, então

e(G) ≥ p
(
n

2

)
.

Prova. Todas as asserções seguem imediatamente do lema 27. Mostraremos
apenas a terceira, para exemplificar. Fixe U ⊂ V (G) com |U | = bn/2c. Pelo
lema 27, temos que

e(G) = e(G[V (G)]) =

(
n
2

)

bn/2cdn/2e MedS eG(U, V \ U)

≥
(
n
2

)

bn/2cdn/2epbn/2cdn/2e = p

(
n

2

)
.
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3.2 Transformada de Fourier e regularidade

O objetivo desta seção é usar a transformada de Fourier discreta para mos-
trar que certos grafos são bastante regulares. Começamos relembrando as
propriedades da transformada que nos serão úteis.

Dada uma função f : Zn → C, definimos T (f) : Zn → C, a transformada
de Fourier de f , por

T (f)(x) =
∑

y∈Zn
f(y)e−2πiyx/n.

Note que há uma associação óbvia entre o conjunto das funções de Zn
em C e o espaço vetorial Cn: a cada função f : Zn → C, associamos o
vetor (f(0), f(1), . . . , f(n − 1)) ∈ Cn. Assim, podemos ver a transformada
de Fourier como uma aplicação de Cn em si mesmo, e é fácil ver que tal
aplicação é linear. Além disso, sabe-se que a transformada de Fourier é
uma transformação linear que leva bases ortogonais em bases ortogonais
e que “estica” cada vetor por um fator

√
n: para todo x ∈ Cn, temos

||T (x)|| = √n||x||, onde a norma considerada é a usual em Cn.
Dadas funções f e g, ambas de Zn em C, definimos a convolução f ∗ g :

Zn → C por
(f ∗ g)(x) =

∑

y∈Zn
f(y)g(x− y).

Uma propriedade importante da convolução é que a transformada de Fou-
rier da convolução é o produto das transformadas, isto é, T (f ∗ g)(x) =
T (f)(x)T (g)(x). A prova é simples, mas não a daremos aqui.

No que segue, usaremos os grafos definidos abaixo. O grafo de Chung-
Graham com adição já foi definido anteriormente, mas julgamos conveniente
repetir sua definição aqui.

Definição 29. Dado S ⊂ Zn, definimos o “grafo de Chung-Graham com
adição”, ou simplesmente “grafo de Chung-Graham”, CGn(S) = CG+

n (S),
por V (CG+

n (S)) = Zn, e ab ∈ E(CG+
n (S)) se e só se a + b ∈ S. Defi-

nimos também o “grafo de Chung-Graham com subtração”, CG−n (S) por
V (CG−n (S)) = Zn, e ab ∈ E(CG−n (S)) se e só se a− b ∈ S ∪ (−S). Todas as
operações são feitas módulo n.

A razão de exigirmos que a − b ∈ S ∪ (−S), em vez de simplesmente
a− b ∈ S, é que desejamos obter um grafo comum, e não um grafo dirigido.

Nos lemas a seguir, provaremos algo sobre o número de arestas entre
U e W no grafo CGn(R) = CG+

n (R), e isto será útil para estabelecer uma
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conexão entre os coeficientes de Fourier de R e a η-regularidade do grafo
CG+

n (R).
O produto interno nos lemas a seguir é o usual em Cn: se W = (wi)ni=1 e

Z = (zi)ni=1 são vetores de Cn, 〈W,Z〉 =
∑n

i=1wiz̄i. Não faremos distinção
entre um subconjunto de Zn e sua função indicadora.

Lema 30. Sejam R,U,W ⊂ Zn com U ∩W = ∅. Então

eCG+
n (R)[U,W ] = 〈R,U ∗W 〉.

Prova. Basta notar que

〈R,U ∗W 〉 =
∑
r

R(r)
∑
u

U(u)W (r − u)

=
∑
r

R(r)
∑

u, w : u+w=r

U(u)W (w)

=
∣∣∣{u ∈ U,w ∈W : u+ w ∈ R}

∣∣∣ = eCG+
n (R)[U,W ]. (3.3)

Lema 31. Sejam R,U,W ⊂ Zn com U ∩W = ∅. Então

∣∣∣eCG+
n (R)[U,W ]− 1

n
|R||U ||W |

∣∣∣ ≤
(

max
j 6=0
|T (R)(j)|

)√
|U ||W |. (3.4)

Prova. Temos

eCG+
n (R)[U,W ] = 〈R,U ∗W 〉 =

1
n
〈T (R), T (U ∗W )〉

=
1
n

∑

j

T (R)(j)T (U ∗W )(j) =
1
n

∑

j

T (R)(j)T (U)(j)T (W )(j)

=
1
n
|R||U ||W |+ 1

n

∑

j 6=0

T (R)(j)T (U)(j)T (W )(j), (3.5)

e, por Cauchy-Schwarz,
∣∣∣ 1
n

∑

j 6=0

T (R)(j)T (U)(j)T (W )(j)
∣∣∣ ≤ 1

n

(
max
j 6=0
|T (R)(j)|

)
||T (U)||2||T (W )||2,

de onde segue o resultado, pois o lado direito da expressão acima é igual a
maxj 6=0 |T (R)(j)|

√
|U ||W |.

Agora iremos tratar do grafo de Chung-Graham com subtração.
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Lema 32. Sejam R,U,W ⊂ Zn com U ∩W = ∅. Então

∣∣∣eCG−n (R)[U,W ]− 1
n
|R∪ (−R)||U ||W |

∣∣∣ ≤
(

max
j 6=0
|T (R∪ (−R))(j)|

)√
|U ||W |.

(3.6)

Prova. Da equação 3.3 segue que

〈R ∪ (−R), U ∗ (−W )〉 =
∣∣∣{u ∈ U,w ∈W : u− w ∈ R ∪ (−R)}

∣∣∣.

Portanto, eCG−n (R)[U,W ] = 〈R∪(−R), U ∗(−W )〉. Daqui em diante, a prova
é análoga à do lema 31.

O próximo lema é o resultado principal desta seção. Ele mostra que a
η-regularidade dos grafos de Chung-Graham está ligada aos coeficientes de
Fourier de um conjunto apropriado.

Lema 33. Seja R ⊂ Zn. Se maxj 6=0 |T (R)(j)| ≤ η2|R|, o grafo CG+
n (R) é

η-regular com densidade |R|/n. Se maxj 6=0 |T (R∪(−R))(j)| ≤ η2|R∪(−R)|,
o grafo CG−n (R) é η-regular com densidade |R ∪ (−R)|/n.

Prova. Provaremos apenas a primeira asserção. Sejam U,W ⊂ Zn com
|U |, |W | ≥ ηn. Observe primeiramente que

max
j 6=0
|T (R)(j)| ≤ η2|R| ≤ η |R|

n

√
|U ||W |.

Logo,

max
j 6=0
|T (R)(j)|

√
|U ||W | ≤ η |R|

n
|U ||W |,

e o resultado segue, pelo lema 31.

Para terminar, observe que, se d = pn e
(

maxj 6=0 |T (R)(j)|
)√
|U ||W | ≤

A
√
d|U ||W |, então o grafo CG+

n (R) é (p,A)-uniforme para p = |R|/n (veja
a definição 25). Veja também que a condição acima equivale a termos

(
max
j 6=0
|T (R)(j)|

)
≤ A√pn.
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3.3 O Lema de Regularidade de Szemerédi

Nesta seção, falaremos um pouco sobre o Lema de Regularidade de Sze-
merédi [35], comentaremos brevemente sua demonstração e daremos um
exemplo de como o lema pode ser aplicado. Também enunciaremos uma
extensão do lema, observada independentemente por Kohayakawa e Rödl
(veja [23] ou [26]), apropriada para se lidar com grafos esparsos (isto é, gra-
fos com quantidade subquadrática de arestas). É interessante notar que a
primeira aparição do Lema de Regularidade na literatura foi em [34] (ainda
em uma forma um pouco diferente de sua “forma final” de [35]), como ferra-
menta para a prova do Teorema de Szemerédi sobre inteiros em progressões
aritméticas, que é o teorema 2 do caṕıtulo 1.

Vamos relembrar a notação que usaremos. Ao longo da seção, G = Gn

será um grafo com n vértices. Para U,W ⊂ V (G) com U ∩W = ∅, escre-
vemos E(U,W ) = EG(U,W ) para denotar o conjunto das arestas de G que
ligam U a W . Colocamos e(U,W ) = eG(U,W ) = |EG(U,W )| e definimos a
densidade do par (U,W ), d(U,W ), por d(U,W ) = eG(U,W )/(|U ||W |). Note
que 0 ≤ d(U,W ) ≤ 1.

Na definição a seguir, vemos que um par (U,W ) é Szemerédi-regular
quando todo subgrafo “grande” (X,Y ) de (U,W ) tem quase a mesma den-
sidade do par (U,W ). Precisamente, temos:

Definição 34 (ε-Szemerédi-regularidade). Dados ε > 0, um grafo G e
U,W ⊂ V (G) disjuntos, dizemos que o par (U,W ) é ε-Szemerédi-regular se
para todos X ⊂ U e Y ⊂W com |X| ≥ ε|U | e |Y | ≥ ε|W |, temos

|d(X,Y )− d(U,W )| ≤ ε.

No que vem a seguir, trabalharemos sempre com um certo tipo especial
de partições do conjunto de vértices de um grafo G.

Definição 35 (Partições equitáveis). Dizemos que uma partição P =
(Vi)ki=0 de V = V (G) é (ε, k)-equitável se |V0| ≤ εn e |V1| = . . . = |Vk|.
Dizemos que V0 é a classe excepcional de P .

Quando o valor de ε não for relevante, diremos simplesmente que P é
k-equitável. Diremos também que P é equitável quando for k-equitável para
algum k.

O Lema de Regularidade nos diz que para todo grafo G com n = |V (G)|
grande, existe uma partição equitável de V (G) em um número “apropriado”
de partes, V (G) = ∪kj=0Vj , tal que quase todos os pares (Vi, Vj) com 1 ≤
i < j ≤ k são Szemerédi-regulares.
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Teorema 36 (Lema de Regularidade de Szemerédi). Para todos ε > 0
e m > 0, existem inteiros M = M(ε,m) e N = N(ε,m) tais que para todo
grafo G com n ≥ N(ε,m) vértices, existe uma partição (ε, k)-equitável de
V (G), V (G) = ∪kj=0Vj , com m ≤ k ≤ M(ε,m), e tal que no máximo εk2

dos pares (Vi, Vj) (1 ≤ i < j ≤ k) não são ε-Szemerédi-regulares.

Vamos explicar o papel de m e M no lema. Note que o resultado afirma
algo sobre a distribuição das arestas entre os pares (Vi, Vj) com 1 ≤ i <
j ≤ k, e não diz nada sobre as arestas que estão contidas em cada classe
Vi. Assim, seria interessante se o número de arestas “internas” (ou seja,
contidas em alguma classe) fosse (em proporção) muito pequeno. Isto é
conseguido escolhendo-se um m suficientemente grande, pois o número de
arestas “internas” é limitado por k

(
n/k

2

) ∼ (n2
)
/k ≤ (n2

)
/m. Por outro lado, é

essencial que o número de classes da partição seja limitado (k ≤M) pois, por
exemplo, a partição de V (G) em n classes com um único vértice em cada é
trivialmente 0-Szemerédi-regular. De fato, a caracteŕıstica fundamental do
Lema de Szemerédi é que o número de classes da partição é limitado e o
limitante M não depende do grafo G.

Iremos agora rascunhar a demonstração do Lema de Regularidade. Em-
bora a demonstração em [35] tenha apenas duas páginas, a prova do lema
não pode ser considerada fácil; de fato, os argumentos em [35] estão extre-
mamente condensados. Recomendamos fortemente a leitura das seções IV.5
e IV.6 de [3], onde são dadas uma prova menos concisa e mais “didática” do
Lema de Regularidade, bem como algumas aplicações simples. A referência
já clássica para quem deseja estudar com mais detalhes o Lema de Regu-
laridade e suas consequências em teoria dos grafos é o survey de Komlós e
Simonovits [27].

Vamos à “prova”. Para cada partição P de V (G), P = (Vj)kj=0, definimos
o ı́ndice de P , ind(P ), por

ind(P ) =
1
k2

∑

1≤i<j≤k
(d(Vi, Vj))

2 .

Como a soma contém
(
k
2

)
parcelas e cada uma delas está entre 0 e 1, é claro

que sempre temos 0 ≤ ind(P ) ≤ 1/2.
Se P e P̃ são partições equitáveis de V (G), diremos que P̃ refina P se

toda classe não-excepcional de P̃ está inteiramente contida em uma classe
não-excepcional de P . Dito isto, a idéia fundamental para provar o teorema
36 está contida no lema abaixo.

Lema 37. Seja G um grafo com n vértices, e seja P = (Vj)kj=0 uma partição

(ε, k)-equitável de V (G). Se ε é tal que 4k > 600ε−5 e mais de εk2 pares
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(Vi, Vj) (1 ≤ i < j ≤ k) não são ε-Szemerédi-regulares, então existe um

refinamento P̃ = (Ṽj)1+k4k

j=0 de P tal que ind(P̃ ) ≥ ind(P ) + ε5/20, V0 ⊂ Ṽ0

e |Ṽ0 \ V0| ≤ n/4k.
Com este resultado, é fácil provar o teorema 36. Seja m0 o menor inteiro

que satisfaz m0 ≥ m e 4m0 > 600ε−5. Começamos com uma partição
(ε/2,m0)-equitável qualquer de V (G). Se esta partição tem no máximo
εm2

0 pares Szemerédi-regulares, fim de prova; caso contrário, usando o lema
acima, refinamos a partição inicial. Iteramos este processo até chegarmos
à partição desejada. Isto ocorrerá em no máximo 10ε−5 iterações, pois
cada iteração aumenta o ı́ndice em pelo menos ε5/20, e por outro lado
sabemos que o ı́ndice de uma partição é sempre menor ou igual a 1/2. Defina
f : N→ N por f(0) = m0 e f(t+ 1) = 1 + f(t)4f(t). Então a partição final
terá no máximo f(10ε−5) classes (e portanto colocamos M = f(10ε−5)). É
importante notar que o fato de a classe excepcional aumentar muito pouco
a cada iteração também é crucial, pois a classe excepcional da partição final
deve ter no máximo εn elementos (por definição de equitabilidade). Do
lema acima segue que, se a classe excepcional inicial tem no máximo εn/2
elementos, então a classe excepcional da partição final tem no máximo

εn

2
+

n

4m0
+

n

4f(m0)
+

n

4f(f(m0))
+ · · · ≤ εn

2
+

2n
4m0

,

e pela escolha de m0, isto é no máximo ε
2n+ ε5

300n ≤ εn.
Na seção 3.4, veremos o Lema de Regularidade em ação, e com isso o

leitor poderá sentir a grande força do resultado. No entanto, apesar de sua
força, o Lema de Regularidade tem uma limitação importante: para grafos
com quantidade subquadrática de arestas (e(G) = o(n2)) todo par (U,W )
é Szemerédi-regular, e portanto o Lema de Szemerédi não nos dá nenhuma
informação.

De fato, para todo X ⊂ U e Y ⊂W com |X| ≥ ε|U | e |Y | ≥ ε|W |, temos

|d(X,Y )− d(U,W )| =
∣∣∣e(X,Y )
|X||Y | −

e(U,W )
|U ||W |

∣∣∣ = |o(1)− o(1)| = o(1),

já que e(X,Y ) e e(U,W ) são o(n2) enquanto que tanto |X||Y | como |U ||W |
são Ω(n2). Lembramos que escrevemos f(n) = Ω(g(n)) se existir uma cons-
tante C > 0 tal que para todo n suficientemente grande, |f(n)| ≥ C|g(n)|.
Em outras palavras, f(n) = Ω(g(n)) se e só se g(n) = O(f(n)).

Na seção 3.5, veremos uma variante “esparsa” do Lema de Szemerédi,
que contorna parcialmente esta dificuldade.
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3.4 Aplicando o Lema de Regularidade

Nesta seção, daremos uma aplicação do Lema de Regularidade de Szemerédi,
para ilustrar seu mecanismo básico de uso.

Em muitas aplicações do Lema de Regularidade, começamos com um
grafo qualquer G e a partir dele, constrúımos dois grafos especiais: o grafo
reduzido de G e o grafo limpo de G. Vamos defini-los a seguir. Dados
um grafo G, uma partição k-equitável P de V (G) e dois parâmetros ε >
0 e 0 ≤ d < 1, definimos o grafo reduzido de G (que denotaremos por
R = R(G,P, ε, d)) por V (R) = [k] = {1, 2, . . . , k} e ij é aresta de R se
e só se o par (Vi, Vj) é ε-Szemerédi-regular com densidade d(Vi, Vj) ≥ d.
Definimos também o grafo limpo de G (que denotaremos por L(G,P, ε, d))
por V (L) = V (G) e e ∈ E(L) se e só se e ∈ E(G) e existem 1 ≤ i 6= j ≤ k
tais que e liga Vi a Vj e ij é aresta do grafo reduzido. Isto é, obtemos L
a partir de G apagando arestas até restarem apenas as arestas que ligam
pares ε-Szemerédi-regulares com densidade pelo menos d.

O grafo limpo de G é mais fácil de se lidar do que o grafo original G, e
ele ainda contém a maior parte das arestas de G, se ε e d forem pequenos,
e se k for grande. De fato, suponha que temos uma partição k-equitável
P = (Vj)kj=0 dada pelo Lema de Regularidade aplicado com parâmetros ε e
m = d1/εe, por exemplo. Seja n′ o tamanho de cada classe não-excepcional.
Se e ∈ E(G)\E(L), há quatro casos: e está contida em algum Vj (j 6= 0), e é
incidente a V0, e liga duas classes que formam um par ε-Szemerédi-irregular
ou e liga duas classes que formam um par com densidade inferior a d. Assim,
|E(G)\E(L)| ≤ k(n′2

)
+εn2 +ε

(
k
2

)
n′2 +dn′2

(
k
2

)
, e como temos n′ ≤ n/k segue

que |E(G)\E(L)| ≤ 1
k

(
n
2

)
+εn2 +εn2/2+dn2/2 ≤ 1

k

(
n
2

)
+(2ε+ε+d)n2/2 ≤

( 1
k+4ε+d)

(
n
2

)
. Como escolhemos m = d1/εe, temos 1/k ≤ 1/m = 1/d1/εe ≤

ε. Assim, |E(G)\E(L)| é uma fração pequena de
(
n
2

)
(e, portanto, de e(G), já

que assumimos implicitamente que e(G) = Ω(n2)), se ε e d forem pequenos
e se m for grande.

A importância do grafo reduzido de G segue do fato que todo subgrafo de
R com grau máximo “pequeno” é também subgrafo de G. Para formular isto
mais precisamente, definiremos o grafo R(t) obtido a partir de R trocando-se
cada vértice de R por t vértices independentes, e trocando cada aresta de R
pelo grafo bipartido completo Kt,t. Com isso, enunciamos uma consequência
muito interessante do Lema de Regularidade (para uma demonstração, veja
[27]).

Teorema 38 (“Key Lemma”). Dados d > ε > 0, um grafo R e um inteiro
positivo n′, construa um grafo G trocando cada vértice de R por n′ vértices,
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e trocando as arestas de R por pares ε-Szemerédi-regulares com densidade
maior ou igual a d. Seja H um subgrafo de R(t) com h vértices e grau
máximo ∆ > 0, e seja ε0 = (d − ε)∆/(2 + ∆). Se ε ≤ ε0 e se t − 1 ≤ ε0n

′,
então H ⊂ G.

Agora, usaremos o Lema de Szemerédi para dar uma prova bem curta
(mas não muito detalhada) do famoso Teorema de Erdős, Stone e Simono-
vits.

Começaremos contextualizando o problema. Lembramos que o tamanho
de um grafo G é seu número de arestas, e a ordem de G é o número de
vértices de G. Dados grafos G e H, definimos ex(G,H) como o máximo
tamanho de um subgrafo de G que não contém cópias de H. O problema
é determinar ou estimar ex(G,H). Em 1941, Turán inaugurou a Teoria
Extremal dos Grafos com seu histórico artigo [36] em que é determinado
com exatidão o valor de ex(Kn,Kp), onde Kt é o grafo completo com t
vértices. Abaixo, enunciamos uma versão levemente mais fraca do Teorema
de Turán, mas que será mais adequada aos nossos propósitos.

Teorema 39 (Turán, 1941). Se G é um grafo com n vértices e mais
de (1 − 1

p−1)n2/2 arestas, então G contém uma cópia de Kp. Ou seja,

ex(Kn,Kp) ≤ (1− 1
p−1)n2/2.

Mencionamos que no caṕıtulo 29 de [1] são dadas 5 provas extremamente
elegantes do Teorema de Turán.

Um passo natural então é trocar os grafos completos Kp por grafos gerais
H e investigar ex(Kn,H), onde H é um certo grafo fixo. Em 1946, Erdős
e Stone [8] realizaram um importante avanço nesta questão, ao provar o
teorema abaixo. Definamos Kp(t, . . . , t) como o grafo p-partido completo
em que cada classe tem t vértices.

Teorema 40 (Erdős e Stone, 1946). Se p ≥ 2 e t ≥ 1,

ex(Kn,Kp(t, . . . , t)) =
(

1− 1
p− 1

+ o(1)
)(

n

2

)
.

Em [7], Erdős e Simonovits observaram que o resultado acima implicava
o teorema a seguir. Este resultado, que hoje é conhecido como o Teorema
de Erdős, Stone e Simonovits, determina o comportamento assintótico de
ex(Kn,H) para todo H.

Teorema 41 (Erdős, Stone e Simonovits, 1966). Seja χ(H) o número
cromático de H. Então

ex(Kn,H) =
(

1− 1
χ(H)− 1

+ o(1)
)(

n

2

)
.
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Vamos mostrar que o teorema 40 implica o teorema 41. Seja K(p, n) o
grafo p-partido com n vértices, em que as classes C1, C2, . . . , Cp da p-partição
satisfazem |C1| ≤ |C2| ≤ . . . ≤ |Cp| ≤ |C1| + 1, e tal que e ∈ E(K(p, n)) se
e só se e liga Ci a Cj para algum par (i, j) com i 6= j. Uma conta simples
mostra que e(K(p, n)) = (1 − 1

p + o(1))
(
n
2

)
, e como para todo H e todo n

temos H 6⊂ K(χ(H)− 1, n), segue que

ex(Kn,H) ≥ e
(
K
(
χ(H)− 1, n

))
=
(

1− 1
χ(H)− 1

+ o(1)
)(

n

2

)
. (3.7)

Por outro lado, pelo teorema 40, temos

ex(Kn,H) ≤ ex(Kn,Kχ(H)(|V (H)|, . . . , |V (H)|))

=
(

1− 1
χ(H)− 1

+ o(1)
)(

n

2

)
.

Iremos agora dar uma prova curta do teorema 40, via Lema de Regula-
ridade.

Prova do teorema 40. Pela equação 3.7, vemos que é suficiente provarmos
apenas a cota superior para ex(Kn,Kp(t . . . , t)). Fixe β > 0 e suponha
que G é um grafo com n vértices (n suficientemente grande) e mais de
(1− 1

p−1 + β)
(
n
2

)
arestas. Tome d = β/2 e ε = (β/10)pt e considere o grafo

reduzido de G, R(G,P, ε, d), onde P = (Vj)kj=1 é uma partição k-equitável
dada pelo Lema de Regularidade de Szemerédi aplicado a G com parâmetros
ε e m = d1/εe. Considere também o grafo limpo de G, L(G,P, ε, d). É fácil
ver que

e(R)
k2/2

≥ e(L)
n2/2

> 1− 1
p− 1

.

Logo, pelo Teorema de Turán, R contém uma cópia de Kp, e, pelo teorema
38, temos que G contém uma cópia de Kp(t, . . . , t), que é o que queŕıamos
mostrar.

Um problema muito interessante que está em aberto é o de provar uma
versão probabiĺıstica do teorema 41. Por exemplo, o teorema 41 nos diz
que, para n grande, se fixarmos l ≥ 1 e pegarmos um pouco mais da metade
das arestas de Kn, teremos necessariamente uma cópia de um circuito de
comprimento 2l + 1, C2l+1. Uma pergunta natural é: “É verdade que, com
probabilidade tendendo a 1 quando n→∞, se pegarmos um pouco mais da
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metade das arestas do grafo aleatório Gn,p, teremos obrigatoriamente uma
cópia de C2l+1?” Veremos no próximo caṕıtulo que isso vale, se p = p(n) ≥
Cn−1+1/2l, onde C é uma constante grande.

De modo geral, a questão é investigar ex(Gn,p,H). Seria interessante se
tivéssemos um teorema do tipo “se p = p(n) é suficientemente grande, então
quase todo Gn,p satisfaz ex(Gn,p, H) ≤

(
1− 1

χ(H)−1 + o(1)
)
e(Gn,p)”, mas

até o momento, resultados deste tipo só foram provados para alguns grafos
H. Este problema, intitulado “Problema de Turán para grafos aleatórios”,
tem atráıdo considerável atenção nos últimos anos. Segundo Janson, ÃLuczak
e Ruciński, “trata-se de um dos mais importantes problemas em aberto
na área de grafos aleatórios” ([22], caṕıtulo 8). O enunciado preciso do
problema foi formulado por Kohayakawa, ÃLuczak e Rödl em [25].

Haxell, Kohayakawa e ÃLuczak resolveram o problema quando H é um
circuito [18, 19] (No próximo caṕıtulo, veremos detalhadamente alguns dos
métodos usados em [19], pois eles serão empregados para provar uma versão
probabiĺıstica do Teorema de Schur). Em [25], Kohayakawa, ÃLuczak e Rödl
resolveram o caso H = K4. Recentemente, Gerke, Schickinger e Steger [13]
resolveram o caso H = K5. Todos os artigos acima citados usaram alguma
variante esparsa do Lema de Regularidade. Estas variantes são o assunto
da próxima seção.

3.5 A versão esparsa do Lema de Regularidade

Em meados da década de 90, Y. Kohayakawa e V. Rödl descobriram inde-
pendentemente versões esparsas do Lema de Regularidade [23, 26]. Enunci-
aremos aqui apenas uma dessas versões, e a empregaremos na seção 4.1.

Nas definições abaixo, G será um grafo e U e W serão sempre subcon-
juntos disjuntos de V (G) com u = |U | e w = |W |.
Definição 42 (Densidade relativa dH,G(U,W )). Seja H um subgrafo de
G com V (H) = V (G). Definimos dH,G(U,W ) por

dH,G(U,W ) =

{
eH(U,W )/eG(U,W ) se eG(U,W ) > 0,
0 se eG(U,W ) = 0.

Definição 43 (Pares (ε,H,G)-regulares). Fixe ε > 0. Dizemos que o par
(U,W ) é (ε,H,G)-regular se para todos U ′ ⊂ U e W ′ ⊂W com |U ′| ≥ ε|U |
e |W ′| ≥ ε|W | temos

|dH,G(U ′,W ′)− dH,G(U,W )| ≤ ε.
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Definição 44 (Partições (ε,H,G)-regulares). Seja P = (Vi)ki=0 uma
partição (ε, k)-equitável de V = V (G). Dizemos que P é (ε,H,G)-regular
se no máximo ε

(
k
2

)
pares (Vi, Vj) (com 1 ≤ i < j ≤ n) não são (ε,H,G)-

regulares.

Agora podemos enunciar o resultado de Kohayakawa e Rödl, que é uma
extensão do Lema de Regularidade de Szemerédi.

Teorema 45 (Kohayakawa, Rödl). Dados ε > 0 e k0 ≥ 1, existem
constantes η = η(ε, k0) e K0 = K0(ε, k0) ≥ k0 que dependem somente
de ε e k0 tais que, se G é um grafo η-regular e H é um subgrafo de G com
V (H) = V (G), então existe uma partição de V = V (G) que é (ε, k)-equitável
e (ε,H,G)-regular, com k0 ≤ k ≤ K0.

A prova deste resultado segue bem de perto a prova do Lema de Re-
gularidade original, e por isso não faremos maiores comentários sobre ela.
Note também que se tomarmos G = Kn, o grafo completo com n vértices,
recuperamos o Lema de Szemerédi original.

Recomendamos a leitura de [23] para os interessados em conhecer algu-
mas aplicações da versão esparsa do Lema de Regularidade. Além de estar
se mostrando uma ferramenta útil no ataque ao Problema de Turán para
grafos esparsos (veja a seção anterior), mencionamos que a versão esparsa
do Lema de Szemerédi foi empregada na prova do teorema 6, e também foi
útil para se encontrar um novo critério de quasi-aleatoriedade para grafos
[26]. Por sua vez, deste novo critério segue imediatamente o seguinte fato:
existe um algoritmo que verifica se um grafo com n vértices é quasi-aleatório
(no sentido de Chung, Graham e Wilson [6]) em tempo O(n2). Isto é sur-
preendente, pois o tempo de leitura de grafo já é quadrático na entrada. O
melhor algoritmo conhecido até então levava tempo O(n2,376).
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Caṕıtulo 4

Uma versão probabiĺıstica do
Teorema de Schur

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é provar o teorema 13. Isto será
feito na seção 4.2. Na seção 4.1, provaremos o lema dos pares proibidos, um
resultado auxiliar muito importante na prova. A seção final, 4.3, é dedicada
ao enunciado de uma conjectura que, se verdadeira, nos permitiria resolver
o problema 12. Discutimos também uma variante do problema.

Ao longo de todo o caṕıtulo, usaremos a seguinte definição. Uma função
A : N → R+ é uma A-função se existe uma constante c > 0 tal que, para
todo n, 1 ≤ A(n) ≤ c√log n.

4.1 O lema dos pares proibidos

Nesta seção, falaremos um pouco sobre o que é feito em [19], com forte ênfase
no resultado que chamaremos de lema dos pares proibidos. Começamos
com algumas definições. Escrevemos G = Gn para dizer que G é um grafo
com n vértices, e denotaremos o circuito de comprimento l por Cl. Mais
precisamente, um circuito de comprimento l emG é um conjunto de l vértices
de G distintos, {v1, . . . , vl}, tais que para todo i ∈ Zl, vivi+1 ∈ E(G).

Para 0 < γ < 1 e grafos G, H, escrevemos G →γ H se em qualquer
subconjunto de arestas de G com cardinalidade maior que γe(G) há uma
cópia de H. O principal resultado de [19] é o seguinte.

Teorema 46 (Haxell, Kohayakawa e ÃLuczak, 1996). Para todo 0 <
η < 1/2 e todo inteiro positivo l, existe uma constante C = C(η, l) > 0 tal
que quase todo grafo Gn,p com p = p(n) ≥ Cn−1+1/2l satisfaz Gn,p →1/2+η

C2l+1.
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Ou seja, os autores resolveram o Problema de Turán para grafos aleató-
rios no caso em que H é um circuito ı́mpar. O teorema acima prova que,
desde que p = p(n) seja suficientemente grande (ou “vá a zero suficiente-
mente devagar”), então quase certamente ex(Gn,p, C2l+1) ≤ (1/2+η)e(Gn,p).
Como sempre, ao dizer que quase todo grafo Gn,p tem a propriedade Q, que-
remos dizer que limn→∞ P((Gn,p tem a propriedade Q) = 1.

Na demonstração do nosso teorema 13, usaremos não apenas o principal
lema de [19] (o lema dos pares proibidos) como também as idéias da prova
do teorema 46.

O lema dos pares proibidos é a principal ferramenta na demonstração do
teorema 46. Nesta seção, nosso principal objetivo é provar este lema.

Começaremos definindo o grafo dos pares proibidos. Dado um grafo H
e um inteiro l ≥ 1, vamos definir o grafo J = J(H) = Jl(H) em V (H)
ligando dois vértices x, y ∈ V (H) em J se e só se existir um caminho en-
tre x e y de comprimento 2l, em H. Mais precisamente, ligamos x a y em
Jl(H) se e só se existirem vértices v1, v2, . . . , v2l−1 distintos tais que as ares-
tas xv1, v1v2, . . . , v2l−1y estão todas em H. Esse grafo será extremamente
importante, e será chamado de grafo dos pares proibidos. Suponha que es-
tamos interessados em grafos H que não possuem circuitos C2l+1, e suponha
que xy é um par proibido por H. Então, não pode haver aresta em H li-
gando x a y, ou então fechaŕıamos um circuito de comprimento 2l + 1 em
H. Dáı vem o nome “pares proibidos”.

Podemos agora enunciar o lema dos pares proibidos. Fixe constantes
reais C > 0 e 0 < γ0 ≤ 1. Fixe uma A-função A = A(n) e suponha que
G = Gn é um grafo (p,A)-uniforme, onde p = p(n) ≥ CA2n−1+1/2l, e seja
H um subgrafo de G com pelo menos γ0e(G) arestas. O lema abaixo diz
que e(Jl(H)) é quase tão grande quanto (e(H)/e(G))

(
n
2

)
, se C e n forem

suficientemente grandes.

Lema 47 (Lema dos pares proibidos). São dados um inteiro l ≥ 1,
reais 0 < δ ≤ 1, 0 < γ0 ≤ 1, e uma A-função A = A(n). Existe uma
constante C0 = C0(l, δ, γ0) > 0 tal que vale o seguinte. Seja G = Gn um
grafo (p,A)-uniforme com p = p(n) ≥ C0A

2n−1+1/2l, e seja H ⊂ G um
subgrafo de G com e(H) ≥ γ0e(G). Então, se n for suficientemente grande,
temos e(Jl(H)) ≥ (1− δ)(e(H)/e(G))

(
n
2

)
.

Há dois ingredientes importantes na prova do lema 47: a versão esparsa
para o lema de regularidade de Szemerédi (teorema 45) e o lema 48 que
veremos a seguir. Seja H = Hk um grafo com k vértices, e suponha que
γ̄ = (γe)e∈H é uma famı́lia de pesos 0 ≤ γe ≤ 1 nas arestas e ∈ E(H)
de H. Para x ∈ V (H), seja Γ(x) o conjunto dos vértices vizinhos de x
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em H. Dados vértices x, y ∈ V (H), não necessariamente distintos, seja
Zx,y = ΓH(x) ∩ ΓH(y) o conjunto dos vizinhos comuns de x e y, e defina

w(x, y) = wH,γ̄(x, y) =

{
0 se Zx,y = ∅,
max{γzy : z ∈ Zx,y} se Zx,y 6= ∅.

Para x ∈ V (H), defina o γ̄-grau de x, dγ̄(x), por dγ̄(x) = dH,γ̄(x) =∑
y∈ΓH(x) γxy. Seja γ̄(H) =

∑
e∈E(H) γe. Fixada uma ordenação χ =

(x1, . . . , xk) dos vértices de H, definimos w(H, γ̄, χ) =
∑

1≤i≤j≤k w(xi, xj).
Dizemos que uma ordenação χ = (x1, . . . , xk) dos vértices de H respeita
γ̄ se, para todo 1 ≤ i ≤ k, o vértice xi é um vértice de γ̄i-grau mı́nimo
em Hi = H[xi, . . . , xk], o subgrafo de H induzido por xi, . . . , xk, onde
γ̄i = (γe)e∈E(Hi). Note que uma tal ordenação sempre existe: ache pri-
meiro x1, depois x2, etc. Agora podemos enunciar um dos ingredientes para
a prova do lema dos pares proibidos.

Lema 48. Seja H = Hk um grafo com k vértices e sem laços, e supo-
nha que é dada uma famı́lia de pesos γ̄ = (γe)e∈H com 0 ≤ γe ≤ 1. Se
χ = (x1, . . . , xk) é uma ordenação dos vértices de H que respeita γ̄, então
w(H, γ̄, χ) ≥ γ̄(H).

Prova. Provaremos o resultado por indução em k. Se k = 1, não há nada
para provar. Suponha agora k ≥ 2, e assuma que o lema já foi provado para
valores menores de k. Considere H2 = H[x2, . . . , xk] e γ̄2 = (γe)e∈E(H2).
Obviamente, χ2 = (x2, . . . , xk) é uma ordenação dos vértices de H2 que
respeita γ̄2, e por indução segue que w(H2, γ̄2, χ2) ≥ γ̄2(H2). Se ΓH(x1) = ∅,
temos w(H, γ̄, χ) = w(H2, γ̄2, χ2) ≥ γ̄2(H2) = γ̄(H). Por outro lado, se
ΓH(x1) 6= ∅, tomamos um elemento qualquer z ∈ ΓH(x1). Pela hipótese
sobre a ordenação χ, temos dH,γ̄(z) ≥ dH,γ̄(x1), e portanto

w(H, γ̄, χ) ≥ w(H2, γ̄2, χ2) +
∑

y∈ΓH(z)

w(x1, y)

≥ γ̄2(H2) +
∑

y∈ΓH(z)

γzy = γ̄2(H2) + dH,γ̄(z) ≥ γ̄2(H2) + dH,γ̄(x1)

= γ̄(H),

como queŕıamos.

O lema 50 é o ponto chave para provar o lema dos pares proibidos. Para
descrevê-lo, sejam l ≥ 1 um inteiro e C, ε, µ > 0 reais positivos. Fixe uma
A-função A = A(n), e fixe também reais 0 < ρ ≤ γ ≤ 1. Seja G = Gn um
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grafo (p,A)-uniforme com p = p(n) ≥ CA2n−1+1/2l, e seja H um subgrafo
de G com V (H) = V (G). São dados três conjuntos dois a dois disjuntos
V1, V2, V3 ⊂ V = V (G), com |Vi| = m ≥ µn (i = 1, 2, 3) e tais que os
pares (V1, V2) e (V2, V3) são (ε,H,G)-regulares com d1,2 = dH,G(V1, V2) ≥ ρ
e d2,3 = dH,G(V2, V3) ≥ γ. Basicamente, o lema 50 afirma que o grafo dos
pares proibidos, Jl(H), é tal que eJl(V1, V3) é quase tão grande como γm2,
desde que C e n sejam grandes, e ε seja suficientemente pequeno.

Na prova do lema 50, usaremos as seguintes definições. Seja J um grafo
bipartido com bipartição V (J) = X∪̇Y . Dizemos que J é (b, f)-expansor se
para todo U ⊂ V (J) com |U | ≤ b e tal que U ⊂ X ou U ⊂ Y , temos que
|ΓJ(U)| ≥ f |U |, onde ΓJ(U) = ∪u∈UΓJ(u) e ΓJ(u) é o conjunto dos vizinhos
de u no grafo J . Se G é um grafo e U,W ⊂ V (G), U∩W = ∅, então G[U,W ]
será o grafo bipartido com vértices U ∪̇W e arestas EG(U,W ).

O seguinte lema será necessário para provar o lema 50. A versão esparsa
do Lema de Regularidade é usada em sua demonstração.

Lema 49. Sejam 0 < ε ≤ 1/5 e 0 < ρ ≤ 1 reais dados, e suponha que 0 <
η ≤ ε/8. Seja G = Gn um grafo com n vértices, η-uniforme com densidade
0 < p ≤ 1, e seja H um subgrafo de G com V (H) = V (G). Suponha que,
para (i, j) = (1, 2) e (i, j) = (2, 3), temos que (Vi, Vj) é um par (ε,H,G)-
regular com di,j = dH,G(Vi, Vj) ≥ ρ. Suponha também que |Vi| ≥ (η/ε)n
para i ∈ {1, 2, 3}. Então, existem conjuntos V ′i ⊂ Vi (i ∈ {1, 2, 3}) tais que

|ΓH(x) ∩ V ′j | ≥ (1− 5ε/ρ)di,jeG(Vi, Vj)/|Vi|

para todos (i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)} e todo x ∈ V ′i . Além disso,
temos que |V ′i | ≥ (1− 2ε)|Vi| para i ∈ {1, 2, 3}.
Prova. A prova é muito similar à prova do lema 3.2 de [17], e por isso não
a daremos aqui.

Lema 50. São dados um inteiro l ≥ 1, reais C > 0, 0 < δ ≤ 1, 0 < µ ≤ 1
e 0 < ρ ≤ γ ≤ 1. Fixe uma A-função A = A(n), e sejam G, H e Jl(H)
grafos como os descritos antes do lema 49. Então, se C ≥ C0 = 32/(δρµ)2

e 0 < ε ≤ ε0 = δρ/24, temos e(Jl[V1, V3]) ≥ (1 − δ)γm2, desde que n seja
suficientemente grande.

Prova. Assumimos que n é grande, e, em particular, temos que G é η-
uniforme para η = εµ (veja o lema 26). Se G é um grafo, escrevemos δ(G)
para denotar o grau mı́nimo entre os vértices de G. A prova do lema 50
segue de três fatos.
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Fato 1 Existem conjuntos V ′i ⊂ Vi com |V ′i | ≥ (1 − 2ε)m (i = 1, 2, 3)
tais que H1,2 = H[V ′1 , V

′
2 ] e H2,3 = H[V ′2 , V

′
3 ] têm grau mı́nimo δ(H1,2) ≥

(1− δ/4)d1,2pm e δ(H2,3) ≥ (1− δ/4)d2,3pm

Prova. Este fato segue do lema 49.

Fato 2 Para (i, j) = (1, 2) e (i, j) = (2, 3), o grafo bipartido Hi,j =
H[V ′i , V

′
j ] é ((1− δ/2)di,jm/f, f)-expansor para todo 0 < f ≤ (δρµ/4A)2d.

Prova. Fixe (i, j) ∈ {(1, 2), (2, 3)} e σ ∈ {i, j}, e suponha que 0 < f ≤
(δρµ/4A)2d. Tome U ⊂ V ′σ com u = |U | ≤ (1 − δ/2)di,jm/f e seja W =
ΓHi,j (U). Suponha por absurdo que w = |W | < fu. Então, pelo fato 1 e
pela (p,A)-uniformidade de G, temos

(
1− δ

4

)
di,jpmu ≤ eHi,j (U,W ) ≤ eG(U,W )

≤ puw +A(duw)1/2 ≤
(

1− δ

2

)
di,jpmu+A(duw)1/2.

Logo (δ/4)di,jpmu ≤ A(duw)1/2, e portanto w ≥ (δρµ/4A)2du ≥ fu, o que
é uma contradição. Logo |ΓHi,j (U)| ≥ f |U |, como queŕıamos.

Fato 3 Para todo x ∈ V ′1 , temos |ΓJl(x) ∩ V ′3 | ≥ (1− 3δ/4)γm.

Prova. Note que d = pn = CA2n1/2l, e portanto H1,2 e H2,3 são ((1 −
δ/2)di,jm/f, f)-expansores para 0 < f ≤ 2n1/2l. Agora, fixe x ∈ V ′1 ,
e seja X0 = {x}. Escolha conjuntos X1, X2, . . . , X2l−1 tais que ni/2l ≤
|Xi| ≤ 2ni/2l para 1 ≤ i ≤ 2l − 1, e X1 ⊂ ΓH1,2(X0), X2 ⊂ ΓH1,2(X1) \
X0,. . . , X2l−1 ⊂ ΓH1,2(X2l−2) \ (X1 ∪ . . . ∪X2l−3). Finalmente, seja X2l =
ΓH2,3(X2l−1). O resultado segue do fato 2.

O lema 50 segue dos fatos 1 e 3, pois e(Jl[V1, V3]) ≥ (1− 3δ/4)γm|V ′1 | ≥
(1− δ)γm2.

Agora podemos provar o lema 47, dos pares proibidos.

Demonstração do lema 47. Fixe um inteiro l ≥ 1, e fixe também reais 0 <
δ ≤ 1, 0 < γ0 ≤ 1, além de uma A-função A = A(n). Pela natureza
do parâmetro δ, podemos assumir que δ ≤ 15γ0. Seja ε = γ0δ

2/2160 e
k0 = d1/εe, e sejam 0 < η = η(ε, k0) ≤ 1 e K0 = K0(ε, k0) ≥ k0 valores
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encontrados via teorema 45 (versão esparsa do lema de Szemerédi). Note
que podemos assumir que η ≤ ε/(2K0). Seja ρ = γ0δ/15 ≤ 1, e, finalmente,
seja C0 = C0(l, δ, γ0) = 107(K0/δ

2γ0)2. Mostraremos que esta escolha de C0

é apropriada para o lema.
Sejam então H um subgrafo de um grafo (p,A)-uniforme G = Gn com

γ = e(H)/e(G) ≥ γ0 e p = p(n) ≥ C0A
2n−1+1/2l. Podemos assumir que

V (H) = V (G), e que n é maior que uma certa constante grande, adequada-
mente escolhida. Pelo lema 26, temos que G é η-regular com densidade p.
Aplicamos agora o teorema 45 a H ⊂ G para obter uma partição P = (Vi)ki=0

de V = V (G) que é (ε,H,G)-regular e (ε, k)-equitável, com k0 ≤ k ≤ K0.
Seja m = |Vi| (1 ≤ i ≤ k). Note que m ≥ n(1− ε)/k.

Usaremos agora as idéias de grafo reduzido e grafo limpo, adaptadas ao
contexto da versão esparsa do Lema de Regularidade. Seguiremos a notação
de [19], usando H∗ para o grafo reduzido, e H ′ para o grafo limpo. Definimos
o grafo reduzido H∗ por V (H∗) = [k] e ij ∈ E(H∗) (1 ≤ i < j ≤ k) se e só
se (Vi, Vj) é um par (ε,H,G)-regular com dH,G(Vi, Vj) ≥ ρ. Para e = ij ∈
E(H∗), seja γe = dH,G(Vi, Vj), e seja γ̄ = (γe)e∈E(H∗). Podemos supor que
χ = (1, 2, . . . , k) é uma ordenação que respeita γ̄. Por último, definimos um
grafo H ′ ⊂ H com V (H ′) = V (H) e tal que xy ∈ E(H) é aresta de H ′ se e
só se x ∈ Vi e y ∈ Vj para algum par {i, j} com 1 ≤ i < j ≤ k e ij ∈ E(H∗).
Mostraremos que, a exemplo do que ocorre na versão original do Lema de
Regularidade, o grafo limpo H ′ ainda tem grande parte das arestas de H.
Note que o número de arestas de H é e(H) = γe(G) ∼ γp(n2

)
.

Fato 1 Temos e(H ′) ≥ (1− δ/6)γp
(
n
2

)
.

Prova. Estimaremos |E(H) \ E(H ′)|. Da (p,A)-uniformidade de G e dos
lemas 26 e 28, segue que, para todo W ⊂ V (G) com |W | ≥ 3ηn, temos
e(G[W ]) ≤ (1 + η)p

(|W |
2

)
, se n é suficientemente grande. Logo e(H[V0]) ≤

ε2pn2.
Além disso, escrevendo como sempre d = pn, temos

eG(V0, V \ V0) ≤ p|V0||V \ V0|+A
√
d|V0||V \ V0| ≤ εpn2 +An

√
d ≤ 2εpn2

para n suficientemente grande. Note que
∑
eG(Vi, Vj) com a soma sobre

todos os 1 ≤ i < j ≤ k tais que (Vi, Vj) não é (ε,H,G)-regular é no máximo
ε
(
k
2

)
(1 + η)pm2 ≤ εpn2. Já a soma

∑
eH(Vi, Vj) sobre todos os 1 ≤ i <

j ≤ k tais que dH,G(Vi, Vj) ≤ ρ é no máximo ρ
(
k
2

)
(1 + η)pm2 ≤ ρpn2. Para

n suficientemente grande, temos que
∑

1≤i≤k e(G[Vi]) ≤ k(1 + η)p
(
m
2

) ≤
pn2/k. Portanto |E(H) \ E(H ′)| ≤ (4ε + ρ+ 1/k)pn2 ≤ (5ε+ ρ)pn2 se n é
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suficientemente grande. Por outro lado, temos e(H) = γe(G) ≥ γ(1−η)p
(
n
2

)
,

e então segue que

e(H ′) ≥ γ(1− η)p
(
n

2

)
− 2(6ε+ ρ)p

(
n

2

)
=
(

1− η − 12
ε

γ
− 2

ρ

γ

)
γp

(
n

2

)

≥
(

1− δ

6

)
γp

(
n

2

)
.

Aplicaremos agora o lema 48 a (H∗, γ̄). Como no lema 48, seja γ̄(H∗) =∑
e∈E(H∗) γe.

Fato 2 Temos γ̄(H∗) ≥ (1− δ/2)γk2/2.

Prova. Esta afirmação segue facilmente do fato 1. Note que
(

1− δ

6

)
γp

(
n

2

)
≤ e(H ′) =

∑

e=ij∈E(H∗)

eH(Vi, Vj)

=
∑

e=ij∈E(H∗)

γeeG(Vi, Vj) ≤ (1 + η)pm2γ̄(H∗) ≤ (1 + η)p
n2

k2
γ̄(H∗).

Logo

γ̄(H∗) ≥ 1− δ/6
1 + η

(
1− 1

n

)
γ
k2

2
≥
(

1− δ

2

)
γ
k2

2
.

Finalmente, mostraremos que e(Jl(H)) ≥ (1 − δ)γ
(
n
2

)
. Fixe 1 ≤ i <

j ≤ k. Pelo lema 50, aplicado com δ/6, temos que e(Jl[Vi, Vj ]) ≥ (1 −
δ/6)w(i, j)m2, onde w(i, j) = wH∗,γ̄(i, j) foi definido antes do lema 48. Segue
do fato 2 e do lema 48 que

e(Jl(H)) ≥
∑

1≤i<j≤k
e(Jl[Vi, Vj ])

≥
(

1− δ

6

)
m2


w(H∗, γ̄, x)−

∑

1≤i≤k
w(i, i)




≥
(

1− δ

6

)
m2γ̄(H∗)− km2 ≥ 1

2

(
1− 2δ

3

)
γk2m2 − n2

k

≥ 1
2

(1− ε)2

(
1− 2δ

3

)
γn2 − εn2 ≥ (1− δ)γ

(
n

2

)
,
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como queŕıamos.

4.2 O teorema Schur(η)

Nosso objetivo nesta seção é provar o teorema 13. Vamos lembrar algu-
mas definições dadas na seção 1. Dizemos que S ⊂ Zn tem a propriedade
Schur(η) se todo D ⊂ S com |D| ≥ (1/2+η)|S| contém uma tripla de Schur.
Lembramos que Zn,p é um subconjunto aleatório de Zn obtido por n sorteios
independentes com probabilidade p.

Vamos agora discutir os parâmetros do enunciado do problema 12. Em
primeiro lugar, observa-se que ao tratarmos da propriedade PA3 (teorema 6),
a densidade pode ser qualquer η > 0, enquanto que no problema 12 impomos
a condição de que a densidade deve ser maior que 1/2. O motivo disso é o
seguinte. Fixe n par. Para pelo menos metade dos conjuntos Zn,p, vale que a
quantidade de elementos ı́mpares é maior ou igual à quantidade de elementos
pares (note que como n é par, podemos de fato falar em paridade em Zn).
Se exigirmos apenas que |D| = (1/2)|Zn,p|, o enunciado do teorema torna-
se falso, pois para cada um dos Zn,p com mais ı́mpares que pares descritos
acima, podemos tomar D como sendo os elementos ı́mpares de Zn,p (logo
|D| ≥ (1/2)|Zn,p|), e não haverá solução em D da equação de Schur pois a
soma de dois ı́mpares em Zn (n par) dá sempre par. Assim, a probabilidade
de Zn,p ter a propriedade Schur(η) para η = 0 é no máximo 1/2. Mesmo
quando n é ı́mpar, não podemos permitir que a densidade seja qualquer real
positivo; de fato, como ficará claro quando falarmos sobre a generalização
deste problema para grupos abelianos finitos, a densidade sempre deverá ser
um pouco maior que 2/7.

Agora falemos sobre a probabilidade p = p(n). Vamos mostrar que se
p(n)/n−1/2 → 0 quando n → ∞, então quase certamente Zn,p não tem
a propriedade Schur(η). De fato, existem n2 triplas (x, y, z) de Zn que
satisfazem x + y = z (uma tripla assim é dita uma tripla de Schur), e, em
média, p3n2 delas são tais que x, y, z ∈ Zn,p. Devido à hipótese imposta
sobre p, temos que o número esperado de triplas de Schur em Zn,p, n2p3, é
muito menor que np, o tamanho esperado de Zn,p. Assim, para quase todo
Zn,p, podemos apagar no máximo o(|Zn,p|) pontos de Zn,p destruindo todas
as triplas de Schur contidas em Zn,p. Dáı segue que, com probabilidade
tendendo a 1 quando n→∞, Zn,p não tem a propriedade Schur(η).

Usaremos a seguir os conceitos de par proibido e elemento proibido.
Vimos na seção anterior que um par proibido por H, ou, mais precisa-
mente, um par l-proibido por H, é simplesmente um par {x, y} tal que
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xy ∈ E(Jl(H)). Ao longo desta seção, por “par proibido” entenda-se sem-
pre “par 1-proibido”. Ou seja, {x, y} é um par proibido por H se existe
z 6∈ {x, y} tal que xz, zy ∈ E(H).

Se D ⊂ Zn, dizemos que x ∈ Zn é um elemento proibido por D, e que
D próıbe x, se x ∈ (D − D) = {d1 − d2 : d1, d2 ∈ D}. O nome “elemento
proibido” vem da seguinte observação. Se D não contém triplas de Schur,
então D ∩ (D −D) = ∅. De fato, se temos x ∈ D ∩ (D −D), então x ∈ D
escreve-se como z − y com y, z ∈ D, e portanto x + y = z, absurdo. Logo,
um elemento proibido por D não pode estar em D, se D não tem triplas de
Schur.

Vamos agora dar algumas palavras sobre os próximos lemas. O lema 51
serve para mostrar que o grafo CG(Zn,p) = CG+

n (Zn,p) é quase certamente
(p,A)-uniforme (neste caṕıtulo, estaremos sempre nos referindo ao grafo de
Chung-Graham com adição). Isso será importante para podermos usar o
lema dos pares proibidos na nossa demonstração. O lema 52 afirma, grosso
modo, que seD ⊂ R ⊂ Zn, então e(CGn(D))/e(CGn(R)) ≥ |D|/|R|. O lema
53 servirá para converter pares proibidos pelo grafo CG(D) em elementos
proibidos por D. Finalmente, todos esses lemas serão usados para provar o
principal resultado auxiliar da seção, o lema dos elementos proibidos (lema
54). Grosso modo, este lema nos diz que se B ⊂ Zn,p e |B|/|Zn,p| = γ0,
então quase certamente B próıbe pelo menos γ0n elementos de Zn. Vamos
agora aos lemas.

O lema a seguir é o “ponto fraco” da nossa demonstração. É por causa
dele que só conseguimos provar o teorema 13, em vez de resolver o problema
12. Nós só conseguimos mostrar que CG(Zn,p) é (p,A)-uniforme para A =√

24 log n. O ideal (veja a próxima seção) seria provar isto para A igual a
uma constante.

Lema 51. Para todo p = p(n), temos quase certamente que CG(Zn,p) =
CGn(Zn,p) é (p,A)-uniforme para A =

√
24 log n.

Prova. Daqui em diante, usaremos as letras especiais P e E para denotar pro-
babilidade e esperança, respectivamente. Lembrando que o grafo CG+

n (R) é
(p,A)-uniforme se maxj 6=0 |T (R)(j)| ≤ A√pn, o lema seguirá facilmente do
fato abaixo.

Fato Para todo j 6= 0 e 0 < t ≤ pn
√

2/2, temos P(|T (Zn,p)(j)| ≥ t) ≤
8e−t2/12np.

Prova. Fixe j 6= 0. Se z ∈ C, usaremos as notações Re(z) e Im(z) para
denotar as partes real e imaginária de z. Note que se |z| ≥ t, então ou
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|Re(z)| ≥ t/√2 ou | Im(z)| ≥ t/√2. Logo

P(|T (Zn,p)(j)| ≥ t)
≤ P

(
|Re T (Zn,p)(j)| ≥ t√

2

)
+ P

(
| Im T (Zn,p)(j)| ≥ t√

2

)
. (4.1)

Sejam (Xr)r∈Zn variáveis aleatórias dadas por

Xr =

{
Re e−2πijr/n = cos(−2πjr/n) com probabilidade p,
0 com probabilidade 1− p,

e, além disso, sejam (X+
r )r∈Zn e (X−r )r∈Zn variáveis aleatórias dadas por

X+
r = max{Xr, 0} e X−r = −min{Xr, 0}. Segue que 0 ≤ X+

r ≤ 1, 0 ≤
X−r ≤ 1 e Xr = X+

r −X−r . Além disso, temos

X+
r =

Xr + |Xr|
2

e X−r =
|Xr| −Xr

2
.

Sejam também X =
∑

r∈Zn Xr, X+ =
∑

r∈Zn X
+
r e X− =

∑
r∈Zn X

−
r .

Temos

E(X) =
∑

r∈Zn
E(Xr) =

∑

r∈Zn
pRe(e−2πijr/n) = pRe(

∑

r∈Zn
e−2πijr/n) = 0,

e

E(X+) =
∑

r∈Zn
E(X+

r ) =

∑
r∈Zn E(Xr) +

∑
r∈Zn E(|Xr|)

2
=

∑
r∈Zn E(|Xr|)

2
.

Seja α = E(X+) =
∑

r∈Zn E(|Xr|)/2. É fácil ver que α = E(X−) e que
α ≤ pn/2. Note também que

2α =
∑

r∈Zn
E(|Xr|) = p

∑

r∈Zn
| cos(−2πjr/n)|

≥ p
∑

r∈Zn
cos(−2πjr/n)2 =

p

2

∑

r∈Zn
(1 + cos(−4πjr/n)) = pn/2,

de onde segue que α ≥ pn/4. Pela desigualdade de Hoeffding (lema 23), para
todo 0 < v < 1, temos P

(|X+−α| ≥ vα) ≤ 2 exp
(−v2α/3

)
e P
(|X−−α| ≥

vα
) ≤ 2 exp

( − v2α/3
)
, logo temos P

(|X| ≥ 2vα
) ≤ 4 exp

( − v2α/3
)
.

Equivalentemente, para todo 0 < t ≤ 2
√

2α, temos P
(|X| ≥ t/

√
2
) ≤
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4 exp
( − t2/(24α)

)
. Como α ≤ pn/2, temos P

(|X| ≥ t/
√

2
) ≤ 4 exp

( −
t2/(12pn)

)
. Mas isto equivale a dizer que

P
(
|Re T (Zn,p)(j)| ≥ t√

2

)
≤ 4 exp

(− t2/(12pn)
)
.

Analogamente, provamos que

P
(
| Im T (Zn,p)(j)| ≥ t√

2

)
≤ 4 exp

(− t2/(12pn)
)
,

e a prova do fato está conclúıda, pela equação 4.1.

Com isso, é fácil provar o lema 51, pois P(|T (Zn,p)(j)| ≥
√

24pn logn) ≤
8e−2 logn = 8/n2, e portanto

P
(

max
j 6=0
|T (Zn,p)(j)| ≥

√
24pn logn

)
≤ 8/n,

o que conclui a prova.

Lema 52. Sejam D e R tais que D ⊂ R ⊂ Zn e |D| = c|R|. Então
e(CGn(D)) ≥ c(1− 2/n)e(CGn(R)).

Prova. Vamos mostrar inicialmente que, para todo D ⊂ Zn, temos |D|n/2 ≤
e(CGn(D)) ≤ (1 + 2/n)|D|n/2. Dados B ⊂ Zn e x ∈ Zn \B, examinaremos
as arestas que estão em CGn(B ∪ {x}) e que não estão em CGn(B) (note
que CGn(B) é subgrafo de CGn(B∪{x})). Ao acrescentar x a B, inclúımos
as arestas {i, j} com i + j = x. Suponha primeiramente que n é ı́mpar,
n = 2m + 1. É fácil ver que incluiremos m + 1 novas arestas. Se n for par
(n = 2m), incluiremos m arestas se x for ı́mpar, e m + 1 arestas se x for
par. Note que, em todos os casos, o número de arestas que foram inclúıdas
está entre n/2 e n/2 + 1.

Acrescentando um a um os |D| elementos de D, teremos que o número
total de arestas inclúıdas, e(CGn(D)), satisfaz

|D|n
2
≤ e(CGn(D)) ≤ |D|n

2
+ |D| = (1 +

2
n

)|D|n
2
, (4.2)

que é o que queŕıamos. Com isso, temos

e(CGn(D))
e(CGn(R))

≥ |D|n/2
(1 + 2/n)|R|n/2 =

c

(1 + 2/n)
≥ c

(
1− 2

n

)
.
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Lema 53 (Lema de conversão). Se a quantidade de pares proibidos por
CGn(D), e(J1(CGn(D)), é maior ou igual a c

(
n
2

)
, para alguma constante

0 < c ≤ 1, então
D −D = {x− y ∈ Zn : x, y ∈ D}

tem pelo menos cn− 2 elementos.

Prova. Há uma associação clara entre pares proibidos por CGn(D) e ele-
mentos de D−D. Se {x, z} é par proibido, existe y ∈ Zn tal que x+ y ∈ D
e y + z ∈ D. Mas então x− z = (x+ y)− (y + z) ∈ D −D. O problema é
que essa associação não é bijetora.

Para cada m ∈ Zn, definimos repn(m) como sendo o menor representante
positivo da classe de m em Zn, isto é, o único elemento do conjunto {x ∈
Z : x ≡ m (mod n)} ∩ {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Dado um par proibido {x, z},
definimos d(x, z) = min{repn(x−z), repn(z−x)} (é a menor distância entre
as classes de x e z em Zn).

A função d acima descrita leva um par proibido {x, z} em um elemento
d(x, z) de (D − D) ∩ {1, 2, . . . , bn/2c} (observe que estamos olhando para
{1, 2, . . . , bn/2c} = {1̄, 2̄, . . . , ¯bn/2c} como subconjunto de Zn e não de Z).
Note que {x, z} é par proibido em CGn(D) se e só se existe y ∈ Zn tal que
x+y ∈ D e y+z ∈ D. Mas isso equivale a dizer que para todo t ∈ Zn temos
(x+ t) + (y − t) ∈ D e (y − t) + (z + t) ∈ D. Com isso provamos que {x, z}
é par proibido se e só se {x + t, z + t} é par proibido para todo t. Assim,
para todo k pertencente à imagem de d, temos |d−1(k)| = n, e segue que

|(D −D) ∩ {1, 2, . . . , bn/2c}| ≥ c
(
n
2

)

n
=
c(n− 1)

2
,

e analogamente temos |(D −D) ∩ {dn/2e, . . . , n − 1}| ≥ c(n − 1)/2. Final-
mente, somamos as duas últimas equações, obtendo

|D −D| ≥ c(n− 1)− 1 ≥ cn− 2,

onde o “−1” certifica que, no caso em que n é par (e portanto bn/2c =
dn/2e = n/2), não contamos duas vezes |(D −D) ∩ {n/2}|.

O grafo J = J1 que aparece na demonstração do lema abaixo é o grafo
dos pares 1-proibidos.

Lema 54 (Lema dos elementos proibidos). Dados reais 0 < δ ≤ 1
e 0 < γ0 ≤ 1, existe uma constante C0 = C0(δ, γ0) > 0 tal que, se p =
p(n) ≥ C0 log n/

√
n, então, para n suficientemente grande, vale o seguinte.
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Se CGn(Zn,p) é (p,
√

24 log n)-uniforme e seB ⊂ Zn,p é tal que |B| ≥ γ0|Zn,p|,
o número de elementos proibidos por B é pelo menos (1− δ)(|B|/|Zn,p|)n.

Prova. Seja C∗ = C∗(l, δ, γ0) a constante determinada pelo lema 47. Para
provar o presente lema, escolha C0 = 24C∗(1, δ/2, γ0/2). Pelo lema 52,
temos que

e(CGn(B))/e(CGn(Zn,p)) ≥ (1− 2/n)|B|/|Zn,p|.
Pelo lema 47, e pela escolha de C0, vemos que

e(J1(CGn(B)) ≥ (1− δ/2)
e(CGn(B))
e(CGn(Zn,p))

(
n

2

)

≥ (1− δ/2)
|B|
|Zn,p|

(
1− 2

n

)(
n

2

)
. (4.3)

Finalmente, segue do lema de conversão (lema 53) que

|B −B| ≥ (1− δ/2)
|B|
|Zn,p|

(
1− 2

n

)
n− 2 ≥ (1− δ) |B||Zn,p|n

para n suficientemente grande.

Vamos agora falar sobre as linhas gerais da prova do teorema 13. Que-
remos mostrar que quase certamente Zn,p tem a propriedade Schur(η). Fixe
uma realização Zn,p e seja D ⊂ Zn,p tal que |D| = (1/2 + η)|Zn,p| e tal que
D não contém triplas de Schur. Quebraremos Zn,p em k+ 1 partes (Zi)k+1

i=1 ,
sendo as k primeiras partes bem pequenas, e a última de tamanho aproxima-
damente |Zn,p|/2. Mostraremos que uma das partes menores é tal que D∩Zi
próıbe muitos elementos, o que implica que |D−D| ≥ |(D ∩Zi)− (D ∩Zi)|
é grande. Olharemos em seguida para Zk+1 e concluiremos que, com alta
probabilidade, há muitos elementos proibidos por D dentro de Zk+1, e, como
devemos ter (D−D)∩D = ∅, não haverá “espaço” suficiente dentro de Zk+1

para os elementos de D ∩ Zk+1, o que é um absurdo. Vamos detalhar um
pouco mais estas idéias, antes de demonstrar formalmente o teorema.

Prova do teorema 13 (esboço). Podemos imaginar que jogamos o seguinte
jogo: nós sorteamos Zn,p, um adversário escolhe um subconjunto D ⊂ Zn,p
com densidade 1/2 + η e áı nós temos que achar uma tripla de Schur em D
para vencer o jogo. O que queremos provar é que para a enorme maioria
dos Zn,p sorteados, nós venceremos, por melhor que jogue nosso adversário.
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Em primeiro lugar, observamos que basta nos concentrarmos no caso
p = o(1). Daremos uma prova “rascunhada” desta observação. Suponha
que provamos o teorema para alguma função p = p(n), e agora queremos
prová-lo para uma função p′ = p′(n) ≥ p(n). Fixe D ⊂ Zn,p′ com |D| ≥
(1/2 + η)|Zn,p′ |. Agora, sorteie um subconjunto Z∗n,p′ ⊂ Zn,p′ , colocando
cada elemento de Zn,p′ em Z∗n,p′ com probabilidade p/p′.

Seja Z(n, p) o espaço de probabilidade formado pelos subconjuntos alea-
tórios de Zn em que cada elemento x ∈ Zn entra no subconjunto com
probabilidade p (isto é, Z(n, p) é o espaço dos Zn,p). Então é claro que
Z∗n,p′ ∈ Z(n, p). Com alta probabilidade, temos que D∗ = D ∩ Z∗n,p′ tem
cardinalidade aproximadamente (p/p′)|D|, logo com alta probabilidade vale
que |D∗| ≥ (1/2 + η/2)|Z∗n,p′ |, e, por hipótese, já sabemos que quase certa-
mente D∗ tem uma tripla de Schur. Mas isto implica que D contém uma
tripla de Schur, que é o que queŕıamos.

Fixe então p = p(n) = o(1). Escrevemos Zn,p ∈ Z(n, p) como uma união
de dois subconjuntos aleatórios de Z(n, p1), onde (1− p) = (1− p1)2:

Zn,p = Z(1)
n,p1
∪ Z(2)

n,p1
,

e agora escrevemos Z(1)
n,p1 como uma união de k elementos de Z(n, p2), onde

k é uma constante grande que será escolhida depois, e p2 é tal que (1−p1) =
(1− p2)k. Temos

Z(1)
n,p1

=
k⋃

i=1

Zi =
k⋃

i=1

Z(i)
n,p2

,

onde Zi = Z(i)
n,p2 . Como p = o(1), temos p1 ∼ p/2 e p2 ∼ p1/k ∼ p/2k.

Basicamente, o que fizemos até aqui foi dizer ao nosso adversário: “Em
vez de sortearmos Zn,p de uma vez, iremos fazer isto em k+ 1 etapas, sendo
que os k primeiros ‘pedaços’ serão pequenos e o último terá aproximada-
mente metade de Zn,p”. Dado que o último pedaço sorteado tem só metade
de Zn,p e como o adversário deve escolher uma fração 1/2 + η de Zn,p, ele
é obrigado a pegar alguns elementos entre os k primeiros pedaços. Iremos
nos concentrar no pedaço j (1 ≤ j ≤ k) com maior densidade. Vamos agora
tornar isto mais preciso.

Suponha que D ⊂ Zn,p é tal que |D| = (1/2+η)|Zn,p| mas D não contém
soluções da equação de Schur. Sejam γ1 e γ2 as densidades de D ∩Z(1)

n,p1 em
Z(1)
n,p1 e de D ∩ Z(2)

n,p1 em Z(2)
n,p1 , respectivamente. Ou seja, temos

|D ∩ Z(1)
n,p1
| = γ1|Z(1)

n,p1
| e |D ∩ Z(2)

n,p1
| = γ2|Z(2)

n,p1
|.
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Com alta probabilidade, temos γ1 + γ2 ∼ 1 + 2η.
Para 1 ≤ i ≤ k, definimos os conjuntos Di por Di = D ∩ Zi e as

densidades γ(2)
i por |Di| = γ

(2)
i |Zi|. Seja j (1 ≤ j ≤ k) tal que γ

(2)
j =

max1≤i≤k γ
(2)
i e seja γ∗ = γ

(2)
j . Observe que temos γ∗ ≥ γ1 > 2η. Aplicando

o lema 54 (juntamente com o lema 51) a Dj ⊂ Z(j)
n,p2 , temos quase certamente

que
|D −D| ≥ |Dj −Dj | ≥ (1− δ)γ∗n.

Vamos lembrar que δ é tão pequeno quanto desejarmos, de modo que
o resultado acima diz, grosso modo, que |D − D| ≥ γ∗n. Já vimos que
os elementos de D − D são chamados de elementos proibidos justamente
porque se x ∈ D − D, x não pode estar em D. Usaremos este fato ((D −
D) ∩D = ∅) agora. Sabe-se que a distribuição binomial com parâmetros n
e p vai ficando muito concentrada na média conforme n cresce. O número
de elementos de Z(2)

n,p1 que são elementos proibidos por D é uma variável
aleatória com distribuição binomial. Os parâmetros desta binomial são |D−
D| ≥ γ∗n (número de ensaios de Bernoulli) e p1 (probabilidade), e portanto
é extremamente improvável que tal número de elementos seja muito menor
que p1γ

∗n ∼ γ∗|Z(2)
n,p1 |. Como já observamos, D ∩ Z(2)

n,p1 não pode conter
nenhum elemento proibido. Como, aproximadamente, uma proporção γ∗

dos elementos de Z(2)
n,p1 são proibidos, D ∩ Z(2)

n,p1 deve estar contido entre os
(1 − γ∗)|Z(2)

n,p1 | elementos restantes de Z(2)
n,p1 . Mas isto é muito improvável,

já que |D ∩ Z(2)
n,p1 | = γ2|Z(2)

n,p1 | e

γ2|Z(2)
n,p1
| ∼ (1 + 2η − γ1)|Z(2)

n,p1
| ≥ (1 + 2η − γ∗)|Z(2)

n,p1
| > (1− γ∗)|Z(2)

n,p1
|,

e portanto “falta espaço” em Z(2)
n,p1 .

Com isso, mostramos que, dado um sorteio de Zn,p, e fixadas escolhas do
adversário para uma etapa j (com 1 ≤ j ≤ k) e para um subconjunto Dj ⊂
Z(j)
n,p2 , iremos perder com baix́ıssima probabilidade. Agora, se escolhemos k

suficientemente grande, esta “baix́ıssima probabilidade” é tão pequena que,
mesmo multiplicada pelo número de escolhas do adversário para a etapa j
(com 1 ≤ j ≤ k) e para um subconjunto Dj ⊂ Z(j)

n,p2 , ela ainda continua
bastante pequena. De fato, o número de escolhas a que nos referimos acima
é limitado por k2|Z

(j)
n,p2
| ∼ k2np2 ∼ k2np/(2k) e o fato de aparecer um 1/k

no expoente é crucial para nós. De fato, é exatamente por esta razão que
fizemos o sorteio em k + 1 etapas: sem isso, teŕıamos um problema neste
ponto.

Assim, com a escolha certa de k, esta “demonstração” está completa.
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Daremos agora a demonstração formal do teorema 13.

Prova do teorema 13. Seja k = d54η−3e, ε = η/12, δ = η/4, γ0 = η e seja
C = C(η) = 2kC0 > 0, onde C0 = C0(δ, γ0) > 0 é dado pelo lema dos
elementos proibidos. Mostraremos que esta escolha de C servirá no teorema
13. Fixemos p = p(n) ≥ C logn/

√
n. Iremos assumir que n é muito grande,

e, como já foi observado, podemos nos deter no caso em que p = p(n) = o(1).
Seja Z(n, p) o espaço de probabilidade formado pelos subconjuntos de

Zn em que cada elemento está no subconjunto com probabilidade p, e cada
sorteio é independente dos demais.

Iremos gerar Zn,p ∈ Z(n, p) em k+1 rodadas. Sejam 0 < p1 = p1(n) < 1,
0 < p2 = p2(n) < 1 tais que 1−p = (1−p1)2 e 1−p1 = (1−p2)k. Considere
agora k + 1 conjuntos aleatórios Zi = Z(i)

n,p2 ∈ Z(n, p2) (1 ≤ i ≤ k) e
Zk+1 = Z(2)

n,p1 ∈ Z(n, p1). Note que o conjunto ∪k+1
i=1Zi = (∪ki=1Z

(i)
n,p2)∪Z(2)

n,p1

é um elemento de Z(n, p).
Formalmente, trabalharemos com

Z = (Z1, . . . , Zk;Zk+1)

= (Z(1)
n,p2

, . . . ,Z(k)
n,p2

;Z(2)
n,p1

) ∈ Ω =

(
k∏

i=1

Z(n, p2)

)
×Z(n, p1). (4.4)

Definimos ainda Z(1)
n,p1 = ∪ki=1Zi e Zn,p = Z(1)

n,p1 ∪ Z(2)
n,p1 = Z(1)

n,p1 ∪ Zk+1.
O evento que queremos evitar, B, é “existe D ⊂ Zn,p com |D| ≥ (1/2 +

η)|Zn,p| tal que D não contém triplas de Schur”. Mostraremos que a proba-
bilidade de B vai a zero quando n→∞.

Lembramos que escrevemos O1(x) para denotar um termo y tal que
|y| ≤ x. Seja Ω′ ⊂ Ω o conjunto dos Z = (Z1, . . . , Zk;Zk+1) ∈ Ω tais
que: para todo 1 ≤ i ≤ k, CGn(Zi) é (p2,

√
24 log n)-uniforme e |Zi| =

(1 + O1(ε))np/2k; para i = 1, 2, |Z(i)
p1 | = (1 + O1(ε))np/2; e finalmente,

|Zn,p| = (1 + O1(ε))np. Pela desigualdade de Hoeffding (lema 23) e pelo
lema 51, P(Ω′) = 1 − o(1) quando n → ∞, e portanto podemos assumir
que nosso Z está em Ω′. Por essa razão, vamos nos concentrar em calcular
P(B′), onde B′ = B ∩ Ω′.

Antes disso, fixemos mais algumas notações. Para cada Z ∈ B′, fixe D =
D(Z) ⊂ Zn,p com |D| ≥ (1/2+η)|Zn,p| e tal que D não tem triplas de Schur.
Para i = 1, 2, sejam D

(1)
i = D

(1)
i (Z) = D ∩ Z(i)

n,p1 , d(1)
i = d

(1)
i (Z) = |D(1)

i |
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e γ(1)
i = γ

(1)
i (Z) = d

(1)
i /|Z(i)

n,p1 |. Para 1 ≤ i ≤ k, sejam D
(2)
i = D

(2)
i (Z) =

D ∩ Zi, d(2)
i = d

(2)
i (Z) = |D(2)

i | e γ(2)
i = γ

(2)
i (Z) = d

(2)
i /|Zi|.

Agora fixe Z ∈ B′. Note que |D| = |D(Z)| ≤ d(1)
1 + d

(1)
2 , e portanto

1
2

+ η ≤ |D|
|Zn,p| ≤ γ

(1)
1

|Z(1)
n,p1 |
|Zn,p| + γ

(1)
2

|Z(2)
n,p1 |
|Zn,p|

≤ γ(1)
1

(1 + ε)np1

(1− ε)np + γ
(1)
2

(1 + ε)np1

(1− ε)np ≤ (γ(1)
1 + γ

(1)
2 )

(1 + 3ε)
2

,

donde conclúımos que γ(1)
1 + γ

(1)
2 ≥ (1 + 2η)/(1 + 3ε).

Note que d(1)
1 ≤ d

(2)
1 + d

(2)
2 + · · · + d

(2)
k , e portanto temos que γ(1)

1 ≤
((1 + 3ε)/k)

∑
1≤i≤k γ

(2)
i . Logo, se γ∗ = γ∗(Z) : = max1≤i≤k γ

(2)
i , temos

(1 + 3ε)γ∗ ≥ (1 + 3ε)((
∑

1≤i≤k γ
(2)
i )/k) ≥ γ

(1)
1 . Com isso, vemos que γ∗ +

γ
(1)
2 ≥ (γ(1)

1 + γ
(1)
2 )/(1 + 3ε) ≥ (1 + 2η)/(1 + 3ε)2 ≥ 1 + η. Em particular,

γ∗ ≥ η.
Para 1 ≤ j ≤ k, seja B′j = {Z ∈ B′ : γ(2)

j = γ∗}. Como B′ = ∪kj=1B′j ,
é suficiente mostrarmos que P(B′j) = o(1) quando n → ∞, para todo 1 ≤
j ≤ k. Fixemos a partir de agora algum j com 1 ≤ j ≤ k, e consideremos
Z ∈ B′j . Temos

P(B′j) =
∑

Z0

P(B′j ∩ {Z : Zj = Z0})

=
∑

Z0

P(B′j |Zj = Z0)P(Zj = Z0) ≤ max
Z0

P(B′j |Zj = Z0), (4.5)

onde Z0 varre todos os elementos de Z(n, p2) de tamanho (1 +O1(ε))np/2k
e tais que CGn(Zj) é (p2, A)-uniforme. Iremos agora fixar um certo Z0 e
mostrar que P(B′j |Zj = Z0) é pequeno.

Para D0 ⊂ Z0, seja P (j, Z0, D0) = P(Z ∈ B′j e D(2)
j (Z) = D0 |Zj = Z0).

Então,

P(B′j |Zj = Z0) =
∑

D0⊂Z0

P (j, Z0, D0)

≤ 2(1+ε)(p/2k)n max
D0⊂Z0

P (j, Z0, D0). (4.6)

Vamos fixar D0 ⊂ Z0 com P (j, Z0, D0) > 0. Note que γ∗ = |D0|/|Z0| ≥
η = γ0. Segue do lema dos elementos proibidos (lema 54) que |D0 −D0| ≥
(1− δ)γ∗n.
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Agora, para cada Z ∈ Ω, definimos D′ = D′(Z) = Zk+1 ∩ (D0 −D0) =
Z(2)
n,p1 ∩ (D0 − D0), e d′ = d′(Z) = |D′|. Observe que d′ = d′(Z) (Z ∈ Ω)

tem distribuição binomial Bi(|D0−D0|, p1) com parâmetros |D0−D0| e p1.
Suponha que Z ∈ B′j , Zj = Z0 e D(2)

j (Z) = D0. Como D não contém triplas

de Schur, temos D′(Z) ∩ D(1)
2 (Z) = ∅. Como (D′(Z) ∪ D(1)

2 (Z)) ⊂ Zk+1,
temos d′(Z)+γ

(1)
2 |Zk+1| ≤ |Zk+1|, e portanto d′(Z) ≤ (1−γ(1)

2 )|Zk+1|. Com
isso,

P (j, Z0, D0) ≤ P
(
Z ∈ Ω′ e d′(Z) ≤ (1− γ(1)

2 )|Zk+1|
)

≤ P
(
d′(Z) ≤ (1− γ(1)

2 )(1 + ε)
pn

2

)
(4.7)

Estimaremos esta probabilidade usando o fato que d′ = d′(Z) ∼ Bi(|D0−
D0|, p1) e mostrando que (1− γ(1)

2 )(1 + ε)pn2 é significantemente menor que
a esperança de d′, E(d′). Claramente, E(d′) ≤ p1n ≤ pn. Além disso,
lembrando que γ∗ + γ

(1)
2 ≥ 1 + η, temos

E(d′)− (1− γ(1)
2 )(1 + ε)

pn

2
≥
(

(1− δ)γ∗ − (1 + ε)(1− γ(1)
2 )
)pn

2
≥

(η − δ − ε)pn
2
≥ η

3
pn ≥ η

3
E(d′), (4.8)

e é fácil ver que E(d′) ≥ (ηp/3)n. Pela desigualdade de Hoeffding (lema
23), d′(Z) ≤ (1− γ(1)

2 )(1 + ε)pn2 ocorre com probabilidade no máximo

P
(
d′(Z) ≤ (1− η

3
)E(d′)

)
≤ exp

(− η3

54
pn
)
.

Da equação acima, e das equações 4.6 e 4.7, vemos que

P
(B′j |Zj = Z0

) ≤ 2(1+ε)(p/2k)n exp
(
− η3

54
pn
)

= exp
{

log 2(1 + ε)(p/2k)n− η3

54
pn
}
,

e isso vai a zero quando n→∞, pois

log 2(1 + ε)(p/2k)n− η3

54
pn ≤ pn

( 1
2k
− η3

54

)
≤

pn
( η3

108
− η3

54

)
= −pn η

3

108
≤ −C logn

√
n
η3

108
(4.9)
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e −C log n
√
nη3/108→ −∞ quando n→∞.

4.3 O problema Schur(η)

É fácil ver que toda a demonstração do teorema 13 pode ser usada para
resolver o problema 12, caso um resultado mais forte que o lema 51 seja
provado. Conforme vimos, seria suficiente provar a seguinte conjectura.

Conjectura 55. Existe A > 0 tal que para todo p = p(n), com probabili-
dade tendendo a 1 quando n→∞, temos

(
max
j 6=0
T (Zn,p)(j)

)
≤ A√pn.

Há uma última observação que gostaŕıamos de fazer sobre o Teorema
de Schur. Para provar algo sobre a equação x + y = z, usamos o lema
dos pares proibidos com l = 1. Usando o lema com l ≥ 1, obtemos uma
generalização do resultado. Seja

∑l
j=1 aj =

∑l+1
j=1 bj a equação de Schur

l-generalizada. Note que obtemos a equação de Schur original fazendo l = 1.
Então, podemos provar uma generalização do teorema 13:

Teorema 56 (Teorema Schur(η) generalizado). Para todos l ∈ N∗ e
0 < η ≤ 1/2, existe uma constante C = C(η, l) tal que, se p = p(n) ≥
C lognn−1+1/(2l), então, com probabilidade tendendo a 1 quando n → ∞,
qualquer subconjunto de Zn,p com densidade 1/2 + η tem uma solução da
equação de Schur l-generalizada.

Toda a prova do teorema original pode ser facilmente adaptada ao teo-
rema referente à equação de Schur generalizada. O único ponto da prova que
poderia apresentar algum problema é o lema de conversão (lema 53). No en-
tanto, sua adaptação também é fácil, como esboçaremos a seguir. Falaremos
somente sobre o caso l = 2 unicamente para não carregar a notação.

Lema 57 (Lema de conversão generalizado). Se o número de pares 2-
proibidos por CGn(D), e(J2(CGn(D)), é maior ou igual a c

(
n
2

)
, para alguma

constante 0 < c ≤ 1, então

D −D +D −D = {x− y + z − w ∈ Zn : x, y, z, w ∈ D}

tem pelo menos cn− 2 elementos.

Prova. Construiremos uma associação entre pares 2-proibidos por CGn(D) e
elementos de D−D+D−D. Se {x, y} é par 2-proibido, existem a, b, c ∈ Zn
tais que x + a ∈ D, a + b ∈ D, b + c ∈ D e c + y ∈ D. Mas então
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x− y = (x+ a)− (a+ b) + (b+ c)− (c+ y) ∈ D−D+D−D. Além disso,
é fácil ver que {x, y} é um par 2-proibido se e só se {x+ t, y + t} é um par
2-proibido para todo t.

Para m ∈ Zn, lembramos que repn(m) é o único inteiro contido em
{x ∈ Z : x ≡ m (mod n)} ∩ {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Dado um par 2-proibido
{x, z}, definimos d(x, z) = min{repn(x−z), repn(z−x)}. Note que a função
d leva pares 2-proibidos em elementos de (D−D+D−D)∩{1, 2, . . . , bn/2c},
e, além disso, para todo k pertencente à imagem de d, temos d−1(k) = n.

Logo,

|(D −D +D −D) ∩ {1, 2, . . . , bn/2c}| ≥ c
(
n
2

)

n
=
c(n− 1)

2
,

e analogamente temos |(D−D+D−D)∩{dn/2e, . . . , n− 1}| ≥ c(n− 1)/2.
Segue dáı que

|D −D| ≥ c(n− 1)− 1 ≥ cn− 2,

como queŕıamos.

Naturalmente, a veracidade da conjectura 55 nos levaria a uma demons-
tração do seguinte:

Problema 58 (Problema Schur(η) generalizado). Para todos l ∈ N∗
e 0 < η ≤ 1/2, existe uma constante C = C(η, l) tal que, se p = p(n) ≥
Cn−1+1/(2l), então, com probabilidade tendendo a 1 quando n → ∞, qual-
quer subconjunto de Zn,p com densidade 1/2+η tem uma solução da equação
de Schur l-generalizada.

O mesmo tipo de argumento dado para o problema Schur(η) original nos
mostra que o enunciado acima é “ótimo”: ele é falso se p = o(n−1+1/(2l)),
ou se trocarmos “1/2 + η” por “1/2”.
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Caṕıtulo 5

Herança de regularidade

Neste caṕıtulo, enunciaremos um resultado recente de Gerke, Kohayakawa,
Rödl e Steger, ainda não publicado [12]. A partir deste resultado (teorema
60), desenvolvemos uma versão mais conveniente para nossos propósitos (te-
orema 64) e depois provaremos o teorema 14.

Começamos relembrando algumas definições. Dado um certo grafo G =
(V,E), e dois subconjuntos disjuntos U,W ⊂ V , definimos E(U,W ) como
o conjunto das arestas entre U e W no grafo G, e colocamos e(U,W ) =
eG(U,W ) = |E(U,W )|. Denotamos ainda por G[U,W ] o grafo bipartido
com vértices U ∪̇W e arestas E(U,W ).

Definição 59. Sejam 0 < ε, d ≤ 1. Um grafo bipartido B = (V1∪̇V2, E) é
(ε, d)-bipartido-regular se para todos V ′1 ⊂ V1, V ′2 ⊂ V2 com |V ′1 | ≥ ε|V1| e
|V ′2 | ≥ ε|V2|, temos

|E(V ′1 , V
′

2)| ≥ (1− ε)d|V ′1 ||V ′2 |.

Com isso, podemos enunciar o resultado principal de [12]. Basicamente,
o teorema abaixo afirma que, dado um grafo bipartido B = (V1∪̇V2, E)
que é (ε, d)-bipartido-regular, e dado um certo inteiro apropriado q, então
quase todos os subconjuntos de tamanho q de V1 induzem um grafo (ε′, d)-
bipartido-regular com V2, desde que ε seja suficientemente pequeno. Ou seja,
estes subconjuntos de tamanho q “herdam” a propriedade de regularidade
de V1.

Teorema 60 (Herança de regularidade). Para todos 0 < β, ε′ < 1,
existem ε0 = ε0(β, ε′) > 0 e C = C(ε′) tais que para todo 0 < ε ≤ ε0 e
todo 0 < d < 1, qualquer grafo G = (V1∪̇V2, E) bipartido e (ε, d)-bipartido-
regular tem a seguinte propriedade. O número de subconjuntos Q ⊂ V1 com

51



q = |Q| ≥ C/d que formam um grafo (ε′, d)-bipartido-regular com V2 é pelo
menos

(1− βq)
(|V1|
q

)
.

5.1 Versão interna de herança de regularidade

Usaremos agora o teorema 60 para deduzir uma outra versão de herança
de regularidade. Começamos com uma observação simples: aplicando o
teorema 60 duas vezes, obtemos o corolário abaixo. Note que, ao contrário
do que ocorre no teorema anterior, aqui a constante C depende de β.

Corolário 61 (Herança de regularidade, versão 2). Para todos 0 <
β, ε′ < 1, existem ε0 = ε0(β, ε′) > 0 e C = C(β, ε′) tais que para todo
0 < ε ≤ ε0 e todo 0 < d < 1, qualquer grafo G = (V1∪̇V2, E) bipartido
e (ε, d)-bipartido-regular tem a seguinte propriedade. O número de pares
(X,Y ) com X ⊂ V1, Y ⊂ V2 e q = min{x, y} ≥ C/d (onde x = |X| e
y = |Y |) tais que o grafo G[X,Y ] é (ε′, d)-bipartido-regular é pelo menos

(1− βq)
(|V1|
x

)(|V2|
y

)
.

Note que quando dizemos que G[X,Y ] é (ε′, d)-bipartido-regular, esta-
mos afirmando algo sobre as arestas entre X e Y , mas não dizemos nada
sobre as arestas contidas em X ou Y . Para nossos interesses, é necessária
uma versão que afirme algo sobre as arestas internas. Veremos agora uma
versão “interna” dos teoremas anteriores, e que é aplicável a grafos não
necessariamente bipartidos. Antes disso, precisamos de um lema simples.

Lema 62. Sejam n e q = q(n) inteiros positivos com 3 ≤ q ≤ n/2. Existe
uma constante absoluta n0 tal que, para n ≥ n0, temos

2

(
n
bn/2c

)
( n−q
b(n−q)/2c

) ≤ 3q.

Prova. Vamos usar uma estimativa padrão para
(

k
bk/2c

)
, que segue facilmente

da fórmula de Stirling. A estimativa é a seguinte (veja o lema 95 de [29]):

(
k

bk/2c
)

= (1 + o(1))

√
2
πk

2k.
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Com isso, para n suficientemente grande, temos

2

(
n
bn/2c

)
( n−q
b(n−q)/2c

) = (2 + o(1))

√
2
πn

2n
√
π(n− q)

2
1

2n−q

= (2 + o(1))

√
n− q
n

2q ≤ 3q.

Definimos abaixo um conceito parecido com a (ε, d)-bipartido-regulari-
dade, mas que se aplica a grafos gerais (não só aos bipartidos):

Definição 63. Sejam 0 < ε, d ≤ 1. Um grafo G = (V,E) é (ε, d)-inf-regular
se para todos U,W ⊂ V com U ∩W = ∅, |U | ≥ ε|V | e |W | ≥ ε|V |, temos

|E(U,W )| ≥ (1− ε)d|U ||W |.

Agora podemos enunciar e provar a “versão interna de herança de re-
gularidade”. Lembramos apenas que G[Q] é o subgrafo de G induzido pelo
subconjunto de vértices Q ⊂ V (G). Estará impĺıcito o tempo todo que
n = |V | = |V (G)|.
Teorema 64 (Versão interna de herança de regularidade). Para to-
dos 0 < α, ε̃ < 1, existem ε̃0 = ε̃0(α, ε̃) > 0 e C̃ = C̃(α, ε̃) tais que para
todo 0 < ε ≤ ε̃0 e todo 0 < d < 1, qualquer grafo G = (V,E) (ε, d)-inf-
regular com n = |V (G)| suficientemente grande (isto é, maior que uma certa
constante absoluta) tem a seguinte propriedade. Seja q um inteiro maior ou
igual a C̃/d. Então, o número de subconjuntos Q ⊂ V com |Q| = q e tais
que e(G[Q]) ≥ (1− ε̃)d(q2

)
é pelo menos

(1− αq)
(|V |
q

)
.

Prova. Dados α e ε̃, escolhemos β = (α/3)3 e usamos o corolário 61 com esta
escolha de β e com ε′ = ε̃ para obter ε0 e C. Por fim, escolhemos ε̃0(α, ε̃) =
ε0/3 e C̃(α, ε̃) = 3C, e agora mostraremos que o teorema é verdadeiro com
esta escolha de ε̃0 e de C̃. Suponha agora que 0 < ε ≤ ε̃0 = ε0/3, 0 < d < 1
e seja G um grafo (ε, d)-inf-regular. Se q > n/2, o teorema segue do lema 28.
Assim, fixe um inteiro C̃/d ≤ q ≤ n/2 e observe que bq/2c ≥ C̃/3d = C/d.

Dizemos que {U,W} é uma bipartição equilibrada de V = V (G) se
U ∪̇W = V e ||U | − |W || ≤ 1. Seja A =

(
V
q

)
o conjunto dos subconjuntos
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de V de tamanho q, e seja B o conjunto das bipartições equilibradas de V .
Note que

|B| =
(

n

bn/2c
)
.

Montaremos agora um grafo bipartido H com vértices A∪̇B. Se Q ∈ A
e {U,W} ∈ B, (Q, {U,W}) será uma aresta de H se e só se {U ∩Q,W ∩Q}
for uma bipartição equilibrada de Q (isto é, se e só se (U ∩Q)∪̇(W ∩Q) = Q

e
∣∣∣|U ∩Q| − |W ∩Q|

∣∣∣ ≤ 1).
Diremos que uma aresta (Q, {U,W}) ∈ E(H) é especial se

eG(U ∩Q,W ∩Q) < (1− ε̃)dbq/2cdq/2e.
Por fim, diremos que Q ⊂ A é um conjunto ruim se

e(G[Q]) < (1− ε̃)d
(
q

2

)
.

Mostraremos que conjuntos ruins são muito raros. A estratégia da prova é
contar o número de arestas especiais do grafo H de duas formas diferentes.
Primeiro estimaremos quantas destas arestas saem de A, e depois, quantas
saem de B. Da comparação destas estimativas seguirá o resultado.

Fixe Q ∈ A. Se eG(U ∩ Q,W ∩ Q) ≥ (1 − ε̃)dbq/2cdq/2e para todo
{U,W} ∈ ΓH(Q), segue do lema 28 que Q não é um conjunto ruim. Logo,
se Q é ruim, existe {U,W} ∈ ΓH(Q) tal que eG(U ∩ Q,W ∩ Q) < (1 −
ε̃)dbq/2cdq/2e, ou seja, tal que a aresta (Q, {U,W}) é especial. Note que se
(Q, {U,W}) é uma aresta especial e se {U ′,W ′} ∈ B é tal que {U ′∩Q,W ′∩
Q} = {U ∩ Q,W ∩ Q}, então a aresta (Q, {U ′,W ′}) também é especial.
Como existem pelo menos

( n−q
dn/2e−dq/2e

)
modos de estender uma bipartição

equilibrada de Q para uma bipartição equilibrada de V , temos que

(Número de arestas especiais) ≥(
n− q

dn/2e − dq/2e
)
× (Número de conjuntos ruins). (5.1)

Fixe agora {U,W} ∈ B e considere o grafo bipartido G[U,W ]. Como
G é (ε, d)-inf-regular, segue que G[U,W ] é (3ε, d)-bipartido-regular. Como
3ε ≤ 3ε̃0 = ε0, temos pelo corolário 61 que o número de pares (X,Y ) com
X ⊂ U , Y ⊂W , x = |X| = bq/2c e y = |Y | = dq/2e tais que o grafo G[X,Y ]
não é (ε̃, d)-bipartido-regular é no máximo

βq/3
(|U |
x

)(|W |
y

)
≤ βq/3

(dn/2e
dq/2e

)2

.
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Analogamente, o número de pares (X,Y ) com X ⊂ U , Y ⊂ W , x = |X| =
dq/2e e y = |Y | = bq/2c tais que o grafo G[X,Y ] não é (ε̃, d)-bipartido-
regular é no máximo

βq/3
(|U |
x

)(|W |
y

)
≤ βq/3

(dn/2e
dq/2e

)2

.

Logo, o número de conjuntos Q ∈ ΓH({U,W}) tais que eG(U ∩Q,W ∩
Q) < (1 − ε̃)dbq/2cdq/2e é no máximo 2βq/3

(dn/2e
dq/2e

)2
, e portanto, o número

de arestas especiais que saem de {U,W} é no máximo 2βq/3
(dn/2e
dq/2e

)2
. Com

isso, temos que

(Número de arestas especiais) ≤ 2βq/3
(dn/2e
dq/2e

)2

|B|

= 2βq/3
(dn/2e
dq/2e

)2( n

bn/2c
)
. (5.2)

Daqui em diante, ignoraremos pisos e tetos (bxc, dxe). Das desigualdades
5.1 e 5.2, temos que

(
n− q

(n− q)/2
)
× (Número de conjuntos ruins) ≤ 2βq/3

(
n/2
q/2

)2( n

n/2

)
,

ou seja,

(Número de conjuntos ruins) ≤ 2βq/3
(n/2
q/2

)2( n
n/2

)
( n−q

(n−q)/2
) ≤ 2βq/3

(
n

q

) (
n
n/2

)
( n−q

(n−q)/2
) .

Por fim, segue do lema 62 que, para n suficientemente grande, o número de
conjuntos ruins é no máximo

3qβq/3
(
n

q

)
= (3β1/3)q

(
n

q

)
= αq

(
n

q

)
.

5.2 Uma versão probabiĺıstica do Teorema de
Sárközy

Iremos agora aplicar o teorema anterior dando uma prova do teorema 14.
Na verdade, provaremos resultados mais gerais, a saber, os teoremas 67 e
68. Vamos começar estabelecendo algumas notações.
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Convencionemos que N = {1, 2, 3 . . .}. Seja M = {m1,m2, . . .} um sub-
conjunto infinito de N com 1 ≤ m1 < m2 < . . ..

Definição 65. Dizemos que SM é uma M -sequência se SM for uma sequên-
cia de conjuntos indexada por M , SM = (Smi)i∈N, tal que, para todo i,
Smi ⊂ Zmi .

Denotaremos a densidade de um grafo G por d(G) = e(G)/
(
n
2

)
, onde

n = |V (G)|.
Definição 66. Seja SM uma M -sequência. Dizemos que SM é adição-
regular se para todo ε > 0 existe i0 ∈ N tal que, se i ≥ i0, o grafo
CG+

mi(Smi) é (ε, d(CG+
mi(Smi)))-inf-regular. Analogamente, dizemos que

SM é subtração-regular se para todo ε > 0 existe i0 ∈ N tal que, se i ≥ i0,
o grafo CG−mi(Smi) é (ε, d(CG−mi(Smi)))-inf-regular.

Usaremos a seguir as notações definidas pelas equações 1.10 e 1.11. Os
teoremas principais desta seção são os seguintes:

Teorema 67. Suponha que SM = (Smi)i∈N é uma M -sequência adição-
regular. Para todos 0 < η, γ < 1, existem constantes C = C(η, γ) e i0 =
i0(η, γ) tais que, se i ≥ i0 e se p : M → [0, 1] satisfaz p = p(mi) ≥ C/|Smi |,
então, com probabilidade pelo menos 1− γ, temos que

Zmi,p →η Soma(Smi).

Teorema 68. Suponha que SM = (Smi)i∈N é uma M -sequência subtração-
regular. Para todos 0 < η, γ < 1, existem constantes C = C(η, γ) e i0 =
i0(η, γ) tais que, se i ≥ i0 e se p : M → [0, 1] satisfaz p = p(mi) ≥ C/|Smi |,
então, com probabilidade pelo menos 1− γ, temos que

Zmi,p →η Diferença(Smi).

Dado que as demonstrações dos teoremas acima são extremamente pa-
recidas, provaremos apenas o primeiro deles.

Prova do teorema 67. Fixe reais 0 < η, γ < 1. Sejam e = exp(1) e α =
γη/

(
2e(2 + γ)

)
. Note que 0 < α < 1 e que

∑∞
t=1(2αe/η)t = 2αe/(η −

2αe) = γ/2. Seja ε̃ = 10−2 e use o teorema 64 para achar C̃ = C̃(α, ε̃)
e ε̃0 = ε̃0(α, ε̃) = ε̃0(α, 10−2) > 0. Tome C = C(η, γ) = 4C̃(α, ε̃)/η. Po-
demos supor sem perda que C é tal que 2 exp(−C/12) ≤ γ/2. Como SM
é adição-regular, existe i0 = i0(ε̃0) = i0(γ, η) tal que, se i ≥ i0, o grafo
G = CG+

mi(Smi) é (ε̃0/2, d(CG+
mi(Smi)))-inf-regular.
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Veremos que, com esta escolha de C e de i0, o teorema 67 é verdadeiro.
Fixe i ≥ i0. Vamos provar que

P
(
Zmi,p →η Soma(Smi)

)
≥ 1− γ.

Lembramos que Z(n, p) é o espaço de probabilidade dos subconjuntos
de Zn em que cada elemento está no subconjunto com probabilidade p.
Seja Z(n, p)′ o subconjunto de Z(n, p) formado pelos conjuntos Zn,p que
satisfazem np/2 ≤ |Zn,p| ≤ 3np/2. Pela desigualdade de Hoeffding (lema
23),

P(Z(mi, p)′) ≥ 1− 2 exp(−mip/12) ≥ 1− 2 exp(−C/12) ≥ 1− γ/2

Vamos supor daqui em diante que Zmi,p ∈ Z(mi, p)′. Note que isto implica
que, ao escolhermos D ⊂ Zmi,p com |D| = η|Zmi,p|, teremos ηmip/2 ≤ |D| ≤
3ηmip/2.

Seja G o grafo CG+
mi(Smi). Diremos que um conjunto Q ⊂ Zmi com

|Q| = q é indesejável se

e(G[Q]) = e(CG+
mi(Smi)[Q]) < (1− ε̃)d(CG+

mi(Smi))
(
q

2

)
.

Vamos mostrar que a probabilidade de Zmi,p ∈ Z(mi, p)′ conter um subcon-
junto de densidade η e indesejável é no máximo γ/2.

Seja q um inteiro positivo com ηmip/2 ≤ q ≤ 3ηmip/2. Note que, da
equação 4.2 (na demonstração do lema 52), segue que

q ≥ ηmip

2
≥ 4ηC̃(α, ε̃)mi

2η|Smi |
≥ C̃(α, ε̃)
d(CG+

mi(Smi))
.

Com isso, podemos aplicar o teorema 64 ao grafo CG+
mi(Smi) e ao inteiro q

para concluir que o número de conjuntos Q ⊂ Zmi de tamanho exatamente
q com e(G[Q]) < (1− ε̃)d(CG+

mi(Smi))
(
q
2

)
é no máximo αq

(
mi
q

)
.

O número esperado de conjuntos indesejáveis de tamanho exatamente
q e contidos em Zmi,p ∈ Z(mi, p)′ é no máximo o número de conjuntos
indesejáveis de tamanho q vezes a probabilidade de um destes conjuntos
indesejáveis estar contido em Zmi,p, e isto é limitado por

αq
(
mi

q

)
pq ≤

(
α
mie

q
p

)q
≤
(

2αe
η

)q
,
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onde usamos o fato que
(
mi
q

) ≤ (mie/q)q (para uma prova disto, veja o
lema 94 de [29]). Portanto, o número esperado de conjuntos indesejáveis em
Zmi,p ∈ Z(mi, p)′ com tamanho entre ηmip/2 e 3ηmip/2 é no máximo

3ηmip/2∑

q=ηmip/2

(
2αe
η

)q
≤
∞∑

q=1

(
2αe
η

)q
= γ/2.

Com isso, segue da desigualdade de Markov que a probabilidade de Zmi,p ∈
Z(mi, p)′ não conter nenhum conjunto indesejável com cardinalidade entre
ηmip/2 e 3ηmip/2 é pelo menos 1− γ/2.

Voltemos a Z(mi, p). Vimos que, com probabilidade pelo menos 1− γ,
nenhum conjunto D com densidade η em Zmi,p ∈ Z(mi, p) é indesejável. Isto
implica que, com probabilidade pelo menos 1−γ, Zmi,p ∈ Z(mi, p) é tal que,
se D é uma η-fração de Zmi,p, temos e(G[D]) ≥ (1− ε̃)d(CG+

mi(Smi))
(|D|

2

) ≥
1. Finalmente, observe que cada uma destas arestas representa uma solução
de x+ y ∈ Smi com x, y ∈ D.

O teorema 14 segue imediatamente do teorema 68, bastando tomar M
igual ao conjunto dos primos e SM = (Smi)i∈N com Smi = Quad(mi), onde
Quad(n) ⊂ Zn é o conjunto dos quadrados não-nulos módulo n. É fácil ver
que, se n é primo, |Quad(n)| = n(1 + o(1))/2. A última coisa que falta
verificar é que SM é subtração-regular. Veremos que isto é bem simples.
Usaremos o fato abaixo, que é um resultado clássico da teoria dos números,
provado por Gauss.

Fato 69. Seja m um primo e seja j ∈ Zm, j 6= 0. Então

S(m) =
m−1∑

x=1

e−2πijx2/m = O(
√
m).

Prova. A demonstração pode ser encontrada em vários textos de teoria dos
números. Por exemplo, veja [2].

Corolário 70. Seja m um primo. Então, temos para todo j 6= 0 que

T (Quad(m))(j) =
∑

x∈Quad(m)

e−2πijx/m = O(
√
m). (5.3)

Prova. Seja Z∗m = Zm \ {0} e considere f : Z∗m → Z∗m dada por f(x) = x2

e m é primo. É fácil ver que para cada y na imagem de f , |f−1(y)| = 2.
Desta observação, segue que
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∑

x∈Quad(m)

e−2πijx/m =
1
2

m−1∑

x=1

e−2πijx2/m,

e o resultado segue do fato 69.

Pelo lema 33, segue que SM = (Quad(mi))i∈N é adição-regular, onde M
é a subsequência dos primos. É fácil ver agora que SM também é subtração-
regular, e com isso provamos o teorema 14.

Observe que, “no meio do caminho”, provamos também o seguinte teo-
rema:

Teorema 71. Para todos 0 < η, γ < 1 , existem constantes C = C(η, γ) e
n0 = n0(η, γ) tais que, se p = p(n) ≥ C/n e se n é um primo com n ≥ n0,
então, com probabilidade pelo menos 1− γ, temos que

Zn,p →η Soma(Quad(n)).

Como observação final, note que a propriedade essencial de Quad(n)
que utilizamos foi a adição-regularidade (e a subtração-regularidade). Por
sua vez, isto seguiu do fato que para j 6= 0, o j-ésimo coeficiente de Fou-
rier de Quad(n) é o(|Quad(n)|). Na próxima seção, veremos mais alguns
exemplos de M -sequências com esta propriedade, e, com isso, daremos novas
aplicações dos teoremas 67 e 68.

5.3 Outras aplicações dos teoremas 67 e 68

Nesta seção, mostraremos que os teoremas 67 e 68 têm algumas outras
aplicações, além dos teoremas 14 e 71.

Vimos que os quadrados módulo n (n primo) formam uma M -sequência
adição-regular. Fixe f(z), um polinômio com coeficientes inteiros não cons-
tante. Provaremos que a imagem de f(z) módulo n (n primo) é adição-
regular. Com isso, obteremos um teorema para a equação x+ y = f(z).

Começamos observando que existem extensões do fato 69 para polinô-
mios gerais. Enunciamos uma destas extensões, que é um resultado devido
a Hua [20, 21].

Teorema 72 (L. K. Hua). Sejam m um inteiro positivo e f(x) = akx
k +

. . .+a1x+a0 um polinômio com coeficientes inteiros. Se mdc(ak, . . . , a1,m) =
1, então para todo θ > 0, existe uma constante c1(k, θ) que só depende de k
e de θ tal que ∣∣∣

∑

x∈Zm
e−2πif(x)/m

∣∣∣ ≤ c1(k, θ)m1− 1
k

+θ.
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Note que foi fácil passar do fato 69 ao corolário 70 porque, se m é primo
e f : Z∗m → Z∗m é dada por f(x) = x2, cada elemento da imagem de f tem o
mesmo número de pré-imagens (a saber, 2). Isto é, para todo k na imagem de
f , |f−1(k)| é constante. Isto não vale para polinômios quaisquer, e, portanto,
será necessário desenvolver outro método para aplicar o teorema 72.

No que segue, usaremos grafos de Chung-Graham com pesos. Vamos de-
finir este conceito. Seja R um multiconjunto finito contido em Zn, isto é, um
conjunto com elementos de Zn em que permitimos elementos repetidos (fi-
nitas vezes). Por exemplo, S = {1, 1, 1, 1, 3, 5, 5, 6, 6, 6} é um multiconjunto
contido em Z7. A função caracteŕıstica de um multiconjunto R contido em
Zn, que também denotaremos por R, é a função R : Zn → N tal que R(j) é a
multiplicidade do elemento j em R. Assim, a função caracteŕıstica do mul-
ticonjunto S = {1, 1, 1, 1, 3, 5, 5, 6, 6, 6} contido em Z7 é o vetor (S(j))6

j=0

tal que (S(j)) = (0, 4, 0, 1, 0, 2, 3).
Com isso, podemos falar de grafos de Chung-Graham com pesos. No

grafo de Chung-Graham “tradicional”, CG+
n (R), vale que {i, j} é aresta se

e só se existe r ∈ R tal que i+ j ≡ r (mod n). No grafo de Chung-Graham
com pesos, R deve ser um multiconjunto, e para cada r ∈ R e para cada
i, j ∈ Zn com i+j = r, colocaremos R(r) arestas ligando i a j (ou uma aresta
com peso R(r), equivalentemente). Denotaremos este grafo por PCG+

n (R).
Três últimas convenções que faremos são: (1) se U,W ⊂ V (PCG+

n (R)) = Zn
e U ∩W = ∅, cada aresta {i, j} entre U e W entrará k vezes no cômputo de
e(U,W ), onde k = R(i+ j) é o peso da aresta {i, j}; (2) as multiplicidades
das arestas são levadas em conta no cálculo de e(PCG+

n (R)); e (3) por “|R|”,
deve-se entender “

∑
r R(r)”.

Dito isto, é fácil verificar que os lemas da seção 3.2 ainda valem neste
contexto com pesos. As provas podem ser adaptadas de maneira evidente.
Em particular, o lema 33 é válido, e ele será usado na prova do teorema 73.

Faremos agora uma observação simples, mas importante: suponha que
o grafo PCG+

n (R) é (ε, d)-inf-regular (podemos ter d ≥ 1 neste contexto!)
e maxr∈Zn R(r) = L > 0. Então o grafo de Chung-Graham “tradicional”,
CG+

n (R), que é obtido de modo trivial a partir de PCG+
n (R) (apagando

arestas múltiplas ou transformando todos os pesos R(r) > 1 em R(r) = 1),
é (ε, d/L)-inf-regular.

Vamos fixar algumas notações. Começamos definindo a função aritméti-
ca ∆: N → N, do seguinte modo: para n > 1, ∆(n) é o menor primo
que divide n, e ∆(1) = 1. Além disso, se f : Zm → Zm é um polinômio,
denotaremos a imagem de f por Imm f(x). Observe que Imm f(x) é um
subconjunto ordinário de Zm. Definimos Im∗m f(x) como o multiconjunto
{f(0), f(1), . . . , f(m− 1)} contido em Zm. Finalmente, definimos φm(f) =
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maxj∈Zm |f−1(j)|. O teorema abaixo é o resultado mais importante desta
seção.

Teorema 73. Seja f(x) um polinômio com coeficientes inteiros, não cons-
tante. Seja M = {m1,m2, . . .} um subconjunto infinito de N com 1 ≤ m1 <
m2 < . . . e limi∈N∆(mi) = ∞. Suponha ainda que existe L > 0 tal que
φmi(f) ≤ L para todo mi ∈ M . Então, para todo ε > 0, existe i0 > 0
tal que, se i ≥ i0, o grafo de Chung-Graham ordinário CG+

mi(Immi f(x)) é
(ε, 1/L)-inf-regular.

Prova. Com o aux́ılio do teorema 72, mostraremos que os grafos de Chung-
Graham com pesos PCG+

mi(Im
∗
mi f(x)) têm propriedades de regularidade.

Fixemi ∈M , j ∈ Z∗mi . Seja t = mdc(j,mi) e sejam j′ = j/t em′i = mi/t.
Seja k o grau de f e defina θ = 1/(2k). Pelo teorema da divisão euclideana,
para cada 0 ≤ x < mi, existem 0 ≤ y < t e 0 ≤ r < m′i com x = ym′i + r.
Logo,
∑

x∈Zmi
e−2πijf(x)/mi =

∑

x∈Zmi
e−2πij′f(x)/m′i

=
∑

y∈Zt

∑

r∈Zm′
i

e−2πij′f(ym′i+r)/m
′
i = t

∑

r∈Zm′
i

e−2πij′f(r)/m′i , (5.4)

e, pelo teorema 72, isto é limitado, em módulo, por

tc2(k, θ)(m′i)
1− 1

k
+θ = tc2(k, θ)(m′i)

1− 1
2k

= t1/(2k)c2(k, θ)(m′it)
1− 1

2k = t1/(2k)c2(k, θ)(mi)1− 1
2k .

Como t ≤ mi/∆(mi), temos que
∣∣∣
∑

x∈Zmi
e−2πijf(x)/mi

∣∣∣ ≤ c2(k, θ)mi

2k
√

∆(mi)
,

e isto é o(mi), pois, por hipótese, ∆(mi)→∞.
Segue do lema 33 (adaptado a grafos com pesos) que, para todo ε > 0,

existe i0 > 0 tal que, se i ≥ i0, o grafo com pesos PCG+
mi(Im

∗
mi f(x)) é ε-

regular com densidade 1, e em particular, é (ε, 1)-inf-regular. Como vimos,
isto implica que o grafo de Chung-Graham ordinário CG+

mi(Immi f(x)) é
(ε, 1/L)-inf-regular, para todo i ≥ i0, como queŕıamos.

Seja M a subsequência dos primos. O teorema 73 mostra que a M -
sequência SM = (Fmi)i∈N dada por Fmi = Immi f(x) ⊂ Zmi é “pratica-
mente” adição-regular. O único problema é que a densidade não está correta.
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Apesar deste pequeno problema, a prova do teorema 67 pode ser facilmente
adaptada para provar o seguinte teorema:

Teorema 74. Seja f um polinômio de coeficientes inteiros, não constante.
Para todos 0 < η, γ < 1 , existem constantes C = C(η, γ) e n0 = n0(η, γ)
tais que, se p = p(n) ≥ C/n e se n é um primo com n ≥ n0, então, com
probabilidade pelo menos 1−γ, temos que qualquer η-fração de Zn,p contém
x, y tais que existe z ∈ Zn com x− y = f(z).

Para a próxima aplicação, usaremos um outro teorema de Hua, que trata
de somas trigonométricas parciais. A prova deste resultado pode ser vista
no caṕıtulo 1 de [20].

Teorema 75 (L. K. Hua). Sejam m um inteiro positivo e f(x) = akx
k +

. . .+a1x+a0 um polinômio com coeficientes inteiros. Se mdc(ak, . . . , a1,m) =
1, então para todo θ > 0, existe uma constante c3(k, θ) que só depende de k
e de θ tal que para todo t com 1 ≤ t ≤ m, temos

∣∣∣
t∑

x=1

e−2πif(x)/m
∣∣∣ ≤ c2(k, θ)m1− 1

k
+θ.

Com isto, poderemos exibir um exemplo de uma M -sequência SM =
(Smi)i∈N esparsa (isto é, |Smi |/mi → 0), adição-regular e subtração-regular.
Seja M o conjunto dos primos, e para todos mi ∈ M , µ > 0, seja Q(mi, µ)
o subconjunto de Zmi dado por

Q(mi, µ) = {x2 mod mi : 1 ≤ x ≤ m1/2+µ
i }.

O corolário abaixo segue imediatamente do teorema 75 e do lema 33.

Corolário 76. Fixe 0 < µ < 1/2 e considere a M -sequência SM = (Smi)i∈N,
onde M é o conjunto dos primos e para todo i ∈ N, Smi = Q(mi, µ). Então
SM é adição-regular e subtração-regular.

Nossos dois últimos teoremas seguem do corolário acima, e dos teoremas
67 e 68.

Teorema 77. Para todos 0 < µ < 1/2, 0 < η, γ < 1, existem constantes
C = C(µ, η, γ) e n0 = n0(µ, η, γ) tais que, se p = p(n) ≥ C/n1/2+µ e se n é
um primo com n ≥ n0, então, com probabilidade pelo menos 1 − γ, temos
que

Zmi,p →η Soma(Q(mi, µ)).

Teorema 78. Para todos 0 < µ < 1/2, 0 < η, γ < 1, existem constantes
C = C(µ, η, γ) e n0 = n0(µ, η, γ) tais que, se p = p(n) ≥ C/n1/2+µ e se n é

62



um primo com n ≥ n0, então, com probabilidade pelo menos 1 − γ, temos
que

Zmi,p →η Diferença(Q(mi, µ)).

O teorema 75 pode ser usado para achar outros exemplos de M -sequên-
cias esparsas, adição-regulares e subtração-regulares, mas não prosseguire-
mos nesta direção.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Para encerrar o presente trabalho, desejamos mencionar alguns problemas
relacionados às versões probabiĺısticas dos teoremas de Schur e Särkozy.

Começamos falando sobre problemas relacionados à versão probabiĺıstica
do Teorema de Schur. Em primeiro lugar, seria interessante verificar a vali-
dade da conjectura 55. Mesmo que ela seja falsa, seria interessante provar
isto.

Outro problema, muito mais interessante, seria fazer uma versão pro-
babiĺıstica para o Teorema de Schur para grupos abelianos. O enunciado
abaixo, por exemplo, é uma generalização natural do Problema de Schur em
Zn.

Problema 79 (Schur probabiĺıstico em grupos abelianos). O teorema
Schur(η) é verdadeiro se trocarmos Zn por uma classe qualquer de grupos
abelianos finitos G = (Gj)∞j=1 com |Gj | → ∞.

A demonstração do teorema 13 pode ser adaptada para o problema
acima. É claro que, no caso de a conjectura 55 ser verdadeira, podeŕıamos
trocar a hipótese p > C logn/

√
n (que é o que sabemos fazer) por p > C/

√
n

(que é o valor “certo”).
O problema acima fica mais dif́ıcil se quisermos considerar a “densidade

correta”. Vamos explicar isto. Recordemos que, em Zn, o motivo pelo qual
exigimos inicialmente no enunciado do problema que a densidade seja maior
que 1/2 é a existência, para n par, de conjuntos livres de somas (ou seja,
sem soluções de x + y = z) com densidade 1/2. Quando consideramos um
grupo abeliano em geral, nem sempre haverá um subconjunto livre de somas
com metade dos elementos do grupo. Por exemplo, em Z7, pode-se verificar
que a cardinalidade do maior subconjunto livre de somas é 2.

Seja G um grupo abeliano e seja µ(G) a densidade do maior subconjunto
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livre de somas de G. Sabe-se, por exemplo, que µ(Z2n) = 1/2 e que µ(Z7) =
2/7. Recentemente, Green e Rusza [16] determinaram o valor de µ(G) para
todo G finito. Enunciaremos o resultado deles abaixo.

Teorema 80 (Green, Rusza, 2004). Seja G um grupo abeliano de ordem
n.

• Se n é diviśıvel por algum primo congruente a 2 mod 3, então µ(G) =
1
3 + 1

3p , onde p é o menor primo congruente a 2 mod 3 que divide n;

• Se n não é diviśıvel por nenhum primo congruente a 2 mod 3, mas
3 | n, então µ(G) = 1

3 ;

• Se n só tem fatores primos congruentes a 1 mod 3, então µ(G) = 1
3 −

1
3m , onde m é o expoente de G (a máxima ordem de um elemento do
grupo).

Em particular, para todo G abeliano finito, 2/7 ≤ µ(G) ≤ 1/2.
É natural tentar resolver o problema 79 trocando a densidade 1/2 +

η pela densidade “correta”, µ(G) + η. Daremos um exemplo. Sabemos,
pelo teorema acima, que µ(Zn3 ) = µ(Z3 × . . . × Z3) = 1/3. Seja (Zn3 )p um
subconjunto aleatório de Zn3 obtido por 3n sorteios independentes, cada um
com probabilidade p. Seria interessante resolver o seguinte problema:

Problema 81 (Schur para grupos com densidade corrigida). Para
todo η > 0, existe uma constante C = C(η) tal que, se p = p(m) é tal que
p(3n) > C3−n/2, então, com probabilidade tendendo a 1 quando n → ∞,
qualquer subconjunto de (Zn3 )p com densidade pelo menos 1/3+η tem triplas
de Schur.

Naturalmente, pode-se formular uma versão com outra classe de grupos,
no lugar de (Z3n)n.

Uma outra área de problemas é a de versões probabiĺısticas do Teo-
rema de Schur com coloração (e não mais densidade). Por exemplo, vi-
mos no caṕıtulo introdutório (teorema 20, referência [14]) que Graham,
Rödl e Ruciński provaram que se N = N(n) satisfaz N/n1/2 → ∞, então
[n]N → (Schur)2 com probabilidade tendendo a 1 quando n → ∞ (estas
notações foram definidas pelas equações 1.5 e 1.8). No entanto, a genera-
lização disto para m > 2 está em aberto.

Sobre a versão probabiĺıstica do Teorema de Sárközy, um desafio interes-
sante seria investigar a versão dif́ıcil do problema de Sárközy. Lembramos
que tratamos da equação x − y = z2 no nosso resultado (teorema 14), e a
exigência sobre os termos da equação é que x e y estejam no subconjunto
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de densidade η de Zn,p, enquanto que z pode ser qualquer elemento de Zn.
A proposta é investigar o que acontece se exigirmos que z (ou z2) também
esteja no subconjunto de densidade η de Zn,p.

Outro problema, mais humilde, é achar outras M -sequências interessan-
tes (não muito artificiais) que sejam adição-regulares ou subtração-regulares.
Evidentemente, para cada nova M -sequência adição- ou subtração-regular,
teremos um novo corolário do teorema 67 ou do teorema 68.
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[7] P. Erdős and M. Simonovits, A limit theorem in graph theory, Studia
Scientiarum Mathematicarum Hungarica 1 (1966), 51–57.
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blications], Instituto de Matemática Pura e Aplicada (IMPA), Rio de
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[34] E. Szemerédi, On sets of integers containing no k elements in arithmetic
progression, Acta Arith. 27 (1975), 199–245, Collection of articles in
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