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1 Teoria de Ramsey

Notagdo: n — (s,t) indica que todo grafo com n vértices contém ou um K
ou um K.

Defina R(s,t) := min{n : n — (s,¢)}.

Ramsey provou que R(s,t) é finito para quaisquer s, t.

Teorema 1.1 (Ramsey [17]). Sejam s,t > 1. Entdo R(s,t) € finito. Ademais,

R(s,t) < (s ji; 2) (1.1)

Demonstra¢ao. A prova é por inducdo em s + t. Comecamos notando que
R(s,1) = R(1,t) = 1 para todo s,t > 1.
Sejam s > 1 e t > 1. Vamos mostrar que

R(s,t) < R(s — 1,t) + R(s,t — 1). (1.2)

Sejan := R(s—1,t)+ R(s,t—1) e seja G um grafo qualquer sobre n vértices.
Seja v um vértice de G. Particione Vi \ {v} em {A, N}, onde A é formado pelos
vértices de G adjacentes a v e N é formado pelos vértices de G nao-adjacentes
av.

Suponha que |A4| < R(s — 1,t) e que |[N| < R(s,t —1). Entao |[Vg \ {v}| =
A+ |N| < R(s —1,t) =1+ R(s,t —1) =1 < n — 1, um absurdo. Segue que
|A] > R(s —1,t) ou |N| > R(s,t —1).

Se |A| > R(s — 1,t), entdo o subgrafo G[A] contém um K, ; ou um K;.
Se G[A] contiver um K, estamos feitos. Sendo, o conjunto de vértices de um
K1 de G[A], junto com v, é um K, em G.

Se |N| > R(s,t — 1), entdo o subgrafo G[N] contém um K, ou um K; ;.
Se G[N] contiver um Ky, estamos feitos. Sendo, o conjunto de vértices de um
K;_1 de G[N], junto com v, é um K; em G.

Resta provarmos (1.1). Note que (1.1) é justo para s = t = 1. Suponha
entdo que s > 1 ou ¢t > 1. Entdo, por inducéo em s + ¢ e por (1.2), temos

R(s,t) < R(s —1,t) + R(s,t — 1)
s+t—2-—1 s+t—2-—1
< +
- s—2 s—1
(s +t— 2>
nn = ,
s—1

onde utilizamos a famosa identidade binomial

<Z> B (Z: i) i <a;1>’ (1.3)



Podemos utilizar a cota superior (1.1) para limitar superiormente os nimeros
diagonais R(s) := R(s, s):

26 — 2 225—2
R(s) < (:_ 1) < < 92572, (1.4)

Para provarmos uma cota inferior para os nimeros diagonais R(s), vamos
utilizar o método probabilistico:

Teorema 1.2 (Erdds [5]). Seja s > 3. Entdo

R(s) > [2°/2]. (1.5)

Demonstracio. Sejan := |25/2| e considere o grafo G com n vértices construido
da seguinte maneira. Comece com Eg := (). Para cada e € (VQG), coloque e
em F¢ com probabilidade 1/2. Note que, dado qualquer grafo Gy com n vértices,

temos P[G = Go] = 2_(3), ou seja, o grafo G pode ser visto como um grafo
sorteado aleatoriamente e uniformemente dentre todos os grafos com n vértices.
Seja W € (V;G) um conjunto de s vértices de G. Defina a variavel aleatéria

Xu = { 1 se G[W] éum K, ou um K, (1.6)

0 caso contrario.

Defina também X := ) {XW W e (‘8/)} como o numero de cliques e conjuntos
independentes de cardinalidade s.
Utilizando a linearidade da esperancga, temos

E[X]:E[ > XW] = Y EXwl= Y PXw=1]. (1.7)

we(Y) we(?) we(?)

E facil ver que a probabilidade de G[W] ser um clique ¢ 9-(3). E essa também
é a probabilidade de G[W] ser um conjunto independente. Assim,

PlXy = 1] = 21-0). (1.8)
Juntando (1.7) e (1.8), obtemos
. s 9l+s/2
_ 1-(3) _ (™) g1—s¥24s/2 - 12
E[X]= Wz(:V)Q G) = (s>2 = sl 952
€l
Como n < 2%/2 entdo

95°/2 9l+s/2 9l+s/2

E[X] < sl 252 T gl

(1.9)




E facil ver, através de (1.9), que E[X] < 1 se s > 3.

Mas isso significa que, dentre todos os grafos com n vértices, ao menos
um deles tem X < 1, isto é, ao menos um deles nao tem nem um clique
de cardinalidade s nem um conjunto independente de cardinalidade s. Segue
que R(s) > [2°/2] para s > 3, como querfamos. O

Na verdade, na prova do teorema 1.2, pode-se ver em (1.9) que E [X] é muito
menor que 1 para s grande. Isso significa que, para s grande, quase todo grafo
com |25/2] vértices satisfaz a propriedade desejada, isto é, nio contém nem um
clique de cardinalidade s e nem um conjunto independente de cardinalidade s.
Assim, um grafo sorteado como G prova que R(s) > [2°/2] com alta probabili-
dade.

2 Grafos aleatorios

O grafo G construido na prova do teorema (1.2) é um grafo aleatério. Po-
demos generalizar essa definigdo. Seja 0 < p < 1 um real. Denote por G(n,p)
o grafo com Vg := [n] construido da seguinte maneira. Comece com Eg = (.
Para cada e € (VQG), coloque e em Eg com probabilidade p.

Podemos definir também G(n, M), onde 0 < M < (Z) é um inteiro. Neste
caso, o conjunto de arestas é sorteado uniformemente do conjunto

<E (Kn)>
v )
Ou seja, nesse caso o numero de arestas é pré-determinado.

Seguem alguns exemplos de resultados sobre grafos aleatdrios.

Pode-se estudar vérios aspectos de grafos aleatérios, como conexidade, ha-
miltonicidade, etc. E possivel provar o seguinte fen6meno curioso. Seja (1 +
g)logn o grau médio de um grafo aleatério. Se € > 0, entao o grafo é tipica-
mente conexo. Mais formalmente, a probabilidade de um grafo aleatério com n
vértices ser conexo tende a 1, quando n — oo. J& se € < 0, entao o grafo é
tipicamente desconexo. A formalizacao é semelhante.

Outro resultado que pode ser provado é o numero de grafos nao-isomorfos
com n vértices. Dado um grafo com n vértices, ha no maximo n! grafos isomorfos
a ele. Assim, o nimero de grafos nao-isomorfos com n vértices é pelo menos
2(;)/ nl. Na verdade, é possivel provar, utilizando argumentos probabilisticos,
que o numero de grafos nao-isomorfos com n vértices €, assintoticamente, igual
a esse valor.

3 Numeros cromatico e de independéncia

Evidentemente temos

X(G) <AG) +1 (3.1)



para qualquer grafo G. Esse fato nos permite obter uma cota inferior para o
numero de independéncia de G.
Lembrando que uma coloracao dos vértices de um grafo G pode ser vista

como uma parti¢do de Vg em conjuntos independentes, seja {X1,..., Xy (@)}
uma coloracdo minima de G. Suponha, que |X;| < n/x(G) para todo i, onde
n = |Vg|. Entao |Vg| = Zi‘z(?) |X;| < m, o que é um absurdo. Logo, temos
| X:i| > n/x(G) para algum i. Segue que

a(G) > n/x(G). (3.2)

Juntando (3.1) e (3.2), obtemos

n
G)>—rn—. 3.3
NI (3:3)
Essa cota pode ser generalizada utilizando o método probabilistico:
Teorema 3.1 (Caro e Wei). Seja G = (V, E) um grafo. Entao
1
G) > _— 34
)23 q (3.4)

Note que essa cota de fato generaliza (3.3), pois

1 1
a(G)ZZWzéA(GHl:A(GHT

veV

Demonstrag¢ao. Seja < uma ordem total aleatéria sobre V. Considere o conjunto
I'={v eV :vwe FE = v <w}. Evidentemente I ¢ um conjunto independente.
Seja v € V e defina a seguinte varidvel aleatdria:

1 sevel
X, = o
0 caso contrario.

Defina também a varidvel aleatéria X := ) i, X, de modo que X = |I|.
Evidentemente o(G) > |I|. Temos entao

a(G) > E[X]=> E[X,] =) PX,=1]

veV veV

E fécil ver que X, = 1 se, e somente se, v é o menor elemento de {v} UT(v),
segundo a ordem total <. Assim, a probabilidade de que X,, =1 é 1/(d(v) +1).

Mas entao 1
> P
JCEDY d(v) + 1’

como queriamos. O

Essa cota ¢ justa se o grafo for uma uniao de cliques.



4 Teorema de Turan

Qual o nimero méximo de arestas que um grafo pode ter sem que contenha
necessariamente um triangulo, isto é, um K37

Considere a seguinte construgao para um grafo de n vértices. Biparticione Vg
em {A, B}, com |A| = [n/2] e |B| = |n/2]|. Agora crie arestas ligando todo
vértice de A a todo vértice de B. Em outras palavras, tome G := K[, /21, |n/2]-
Tal grafo tem [n/2]|n/2] < n?/4 arestas. Como G é bipartido, ele nao tem
circuitos impares, de modo que nao contém Kj3. Além disso, G é maximal, pois
a adicao de qualquer aresta a G cria um triangulo. Pode-se provar que essa
construcdo é 6tima, isto é, que se |Eg| > n?/4, entdo G contém um triangulo.
Esse é o teorema de Turan.

Essa construcao pode ser generalizada da seguinte maneira. Queremos proi-
bir que G contenha um Ky 1. Particionamos Vg em {I4,..., I}, de modo que
|I;| = [n/k] para 1 < i < nmodk e |I;] = |n/k] para nmod k < i < k.
Cada I; serda um conjunto independente. Criamos entao arestas ligando cada
vértice de I; a cada vértice de I;, para todo i # j. E facil ver que nao existe
nenhum Kj 1 neste grafo, e que a adigdo de qualquer aresta forma um Kjyq.
Essa construgao é 6tima, no sentido de que, se um grafo H com n vértices possui
mais que |E¢g| arestas, entdo H contém um Kj .

Para enunciar o teorema de Turan, vamos inverter a construgao acima. Os
conjuntos independentes serao cliques e nao existird arestas entre os cliques.
Sejan e k < mn. Sejam q e r tais que n = kg+1r e 0 < r < k. Considere o

grafo T, ; dado por | J;_; Kg11 U Uf:TH K, onde

t:_r(qgl) +(k—r)(g> (4.)

¢ o numero de arestas de T}, ;.

Teorema 4.1 (Turdn [22]). Sejam n > 0 e k < n e seja t dado por (4.1).
Seja H um grafo com n(H) = n e |Eg| = t. Entio «(H) > k. Ademais, se
a(H) =k, entao H =T, ;.

Demonstragdo. Comegamos observando que «(T), ;) = k, pois T, ; é uma unido
de k cliques. Assim, a cota (3.4) é justa para T, ;.
Seja entdo H um grafo com n vértices e t arestas. Pelo teorema (3.1) de

Caro e Wei, temos
1

Se minimizarmos ), . 1/(d(v) + 1) sujeito a » .y, d(v) = 2t, a solugdo
que obtivermos deverd satisfazer

|[d(v) —d(w)] <1 (4.2)

para todos v,w € Vg. De fato, suponha que d(v) — d(w) > 2. Construa
agora uma solucao d’, idéntica a d em todos os vértices, exceto pelo fato de que
d(v)=d(v)—1ed(w)=dw)+1.



Note que

e que

T +1 T 1 dw) T dw) +2 - d)(dw) + 2

1 1 1 1 d(v) + d(w) + 2
R

Suponha, por contradigdo, que (4.3) é menor ou igual a (4.4). Como elas tém
o mesmo numerador, entao (d(v) + 1)(d(w) + 1) > d(v)(d(w) 4+ 2). Disso segue
que d(v) — d(w) < 1, 0 que é um absurdo. Segue a validade de (4.2).

Entdo o d que minimiza ) . 1/(d(v) + 1) sujeito a > . d(v) =2t é a
funcao grau de T, ;. Segue que

1 1
SR i ey E D Dl ) E

veVy veVr, ,

Resta mostrar que, se a(H) = k, entdo H = T, ;. Suponha entdo que
a(H) = k. Entao todas as desigualdades que apareceram até agora devem ser
igualdades, incluindo as da prova do teorema 3.1 de Caro e Wei. Em particular,
a variavel aleatéria X deve ser constante, isto é, ela independe da ordem total <.

Suponha que H nao é uma uniao de cliques. Entao existem vértices x,y, z
com zy,xz € Ef e yz ¢ Ey. Considere as seguintes ordens < e <’. Considere
x o menor elemento de Vg segundo < e tome z < y < z < ---, onde --- é
uma ordem total no restante dos vértices. Considere y o menor elemento de Vi
segundo <’ e tome y <’ z <’ x <’ ---, onde --- é a mesma ordem no restante
dos vértices definida para <.

Seja I o conjunto I referente & ordem < e seja I o referente & ordem <'.
Entédo z € I, mas y, z € I, enquanto que = ¢ I_, mas y,z € IL. Mas entdo
|I-| # |IZ|, de modo que X nao é constante.

Segue que H é uma unido de cliques da mesma forma como 7, ;. O

Exercicio 1 (Shearer [19]). Defina d;(z) como o nimero de vértices & distan-
cia ¢ de x. Por exemplo, di(x) = d(z). Seja G um grafo livre de triangulos.
Prove que

d(v)
G) > . 4.5
@)z ) 1+ di(v) + da(v) (4:5)
veEVE
Exercicio 2 (Shearer [19]). Seja G um grafo livre de Cs e C5. Prove que

a(G) = \/nd/2 = V/|Eql, (4.6)

onde d := 2|Eg|/n(G) € o grau médio de G.



5 Teoria extremal dos conjuntos

Um exemplo de resultado da teoria extremal dos conjuntos é o seguinte.

Teorema 5.1. Seja F € P([n]) uma famdlia de conjuntos intersectantes, isto
é, FNF' # 0 para quaisquer F, F' € F. Entdo |F| <271,

Demonstragdo. Particione P([n]) em 2"~! pares de conjuntos complementares,
isto é, cada parte dessa parti¢ao é da forma {F, [n]\ F'} para algum F € P([n]).
E claro que toda familia intersectante F pode ter no maximo um dos elementos
de cada parte. Mas entao |F| < 2771 O

Além disso, essa cota é justa. Basta tomar a familia

F*={FU{n}: FeP(n-1))

5.1 Um teorema de Bollobas

Teorema 5.2 (Bollobés [2]). Sejam (A1, B1),. .., (Am, Bm) pares de conjuntos
finitos satisfazendo A; N\ Bj = (0 se, e somente se, i = j. Entao

m ) N

i=1

Em particular, se |A;] < a e |B;| <b para todo i, entdo
b
m < (a N ) (5.2)
a

Demonstrag¢do. Suponha, sem perda de generalidade, que |/, (4; U B;) C [n].

Considere uma permutagcao aleatéria o de [n], isto é, 0 = 01 - - - 0,,. Dizemos
que o é compativel com o par (A;, B;) se todos os elementos de A; aparecem
antes de todos os elementos de B;.

Seja X a varidvel aleatéria que denota o nimero de pares (4;, B;) com-
pativeis com o. Suponha que o é compativel com os pares distintos (A;, B;)
e (4;,Bj). Seja k a posicio maxima de um elemento de A; em o, isto é,
k :=max{p: 0, € A;}. Seja l a posi¢do minima de um elemento de B, em o,
isto é, { := min{p : g, € B}. Como ¢ é compativel com (4, B;), temos k < [.
Por outro lado, (A;, B;) também é compativel com 0. Como A; N B; # 0,
entao a posi¢do maxima de um elemento de A; em o é, no minimo, {. Como
A;NBj # 0, entdo a posi¢do minima de um elemento de B;j em ¢ é, no méximo,
k. Mas entao existe um elemento de B; que aparece antes de um elemento
de A; em o, contradizendo com a hipétese de compatibilidade. Concluimos que
X <1

Seja X; a variavel aleatoéria definida da seguinte forma:

X 1 se o é compativel com (A;, B;),
"1 0 caso contrario.



E claro que X = Y7 | X;. Entéo
m m
1>E[X]=> E[X;]=) PX,=1].
i=1 i=1
Precisamos entao calcular a probabilidade de que a permutacao sorteada
seja compativel com (A;, B;). Dentre todas as n! permutagoes, temos (lAil‘T::‘Bi‘)
formas de escolher as posicoes ocupadas por A; e B;, lembrando que A; e B;
sao disjuntos. Podemos ordenar os elementos de A; de |A;|! formas, e os de B;
de |B;|! formas. Finalmente, hd (n — |A;| — |B;|)! formas de se ordenar os
elementos de [n] que néo estdo em A; ou em B;. Segue que

PIX: — 1] = (| L |Bi|)|Az-!Bi|!<n Al BOYRL (53)

Assim, temos

1>E[X] =

NE

n
(|A-| + |B»|> |Ail'| Bi|'(n — |As| — | Bi])!/n!

i=1

n!
| A Bi|Y(n — |Ai] — | Bs|)!/n!
(| A + |Bi[)H(n — [Ai] — | Bi|)!

|Ail!| B! :i(|Ai|+|Bi|)‘1
(| As| + [Ba])! | A 7

i=1

I
NE

=1

I
NE

i=1

como queriamos.
Para (5.2), comegamos notando que

<|Az| + |Bz|) e <|A1| + b)
| As] N\ Al )

j& que |B;| < b para todo i. Ademais, ao passarmos de
( |A;] + b)
| As]
a+b
a b

estamos percorrendo uma diagonal do triangulo de Pascal, cujas entradas sao
nao-decrescentes. Segue que

(A1) < (1 00) < (), (54)

|Ai| + [ Bil _1<1
| A -

para

de modo que

()50

i=1

I

i=1

10



E facil ver que as cotas (5.1) e (5.2) sdo justas através da seguinte construgao.

Seja n := a+ b e tome como seus A4; todos os subconjuntos de [n] de cardi-
nalidade a. Para cada i, tome B; := [n] \ 4;. Com isso temos (a;rb) pares de
conjuntos (A4;, B;). Resta verificarmos que A; N B; # 0 sempre que @ # j.

Sejam ¢ # j. Como |A;] = |A,|, entdo existe algum k € A; \ A;. Mas
entdo k € B;, de modo que A; N B; # (.

Corolério 5.2.1 (Sperner). Seja A C P([n]) uma familia de Sperner, isto é,
para quaisquer A, A’ € A com A# A’, temos AZ A e AP A'. Entao

3 <|Z>_l <1. (5.5)

AcA

A% () (59)

Demonstra¢do. Seja A uma familia de Sperner.

Vamos construir |A| pares (4;, B;) de conjuntos que satisfazem as hipSteses
do teorema 5.2 de Bollobds. Os A;’s serdo os elementos de A. Para cada ¢, tome
B; := [n] \ A;. Evidentemente temos A; N B; = () para todo . Sejam i # j.
Como A é de Sperner, entao existe um k € A;\ A;. Mas entao k € B; = [n]\ 4;,
de modo que A; N B; # 0.

Aplicando o teorema 5.2 de Bollobas aos pares construidos, obtemos

> <Z»|)_1 =t

i=1 v

Em particular,

Ademais, como (Lnr/lzj) > (Z) para todo k, temos

A/ (i) = Py (m?%)l <2 (Z)l =b

de onde (5.6) segue imediatamente. O

E facil ver que a cota (5.6) é justa: basta tomar A := (Lr[f;] J)'

Suponha que as hipéteses do teorema 5.2 de Bollobas sejam enfraquecidas
para: A; N B; = () para todo i e A; N B; # () para todo i < j. Neste caso, ndo se
conhecem demonstragdes puramente combinatérias para cotas. Todas utilizam

métodos de algebra linear.

Exercicio 3 (Tuza [23]). Sejam (A1, Bi),...,(Am, Bm) pares de conjuntos fi-
nitos satisfazendo A; N B; = 0 para todo i e, para todo i # j, temos A; N B; # 0
ouA;NB; #0. Se |A;| <a e|B;| <b para todo i, prove que

S (a+b)a+b

o (5.7)

11



[Dica: Prove que, para qualquer 0 < p < 1, tem-se
m
Zp‘Ai‘(l - p)lBil <1. (5.8)
i=1

Utilize essa cota para derivar o resultado.]

5.2 Pares disjuntos
Seja F C P([n]). Defina
d(F):=|{{F,F'}: FFFF e FeFNnF =0}| (5.9)

Podemos considerar um grafo que tem F como conjunto de vértices, onde
existe uma aresta entre dois vértices F' e F' se F N F' = (. Entao d(F) é o
nimero de arestas desse grafo.

Daykin e Erdds conjecturam o seguinte. Se m := |F| > 2(1/2+0)n para algum
§ > 0, entdo d(F) = o(m?).

A relevancia da conjectura pode ser melhor compreendida através da se-
guinte construgado. Seja n par e particione [n] em {U, W} de modo que |U| =
|[W|. Tome F :=P(U)UP(W). Observe que

|]_-‘ —m=2. 2n/2 — 2(1/2+1/n)n — 2(1/2+0(1))n
e que d(F) > (m/2)? = Q(m?).

Essa construcao, porém, nao é um contra-exemplo para a conjectura. De
fato, fixe 6 > 0. Existe ng tal que 1/n < § para todo n > ng. Assim, para
todo n > ng, essa construgao gera uma familia F de cardinalidade menor que a

da hipotese da conjectura.
Seja f(z) uma funcdo sobre os reais. A fungao f(x) é dita conveza se

fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y) (5.10)

para qualquer 0 < A < 1. Utilizando o seguinte lema poderemos provar uma
cota.

Lema 5.3 (Jensen). Seja f uma fung¢ao convexa. Entao

f (Z Aﬂi) < Z/\if(mi), (5.11)

sempre que 22:1 Ni=1e0< )\ <1 para todo .

Demonstracdo. A prova é por indugao em r. Para r = 2, basta usar a definigao
de fungao convexa. Suponha entao que r > 2. Podemos supor que \; > 0 para
todo %, pois podemos remover os A;’s que sao nulos. Temos

)\11’1 + )\2172 —+ o+ )\rzr

(A1 4+ A2) <

AL - A2 -
MAA A+ A

)t
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Observe que o lado direito tem r — 1 termos. Aplicando a hipotese de indugao,
obtemos

A A2
A A )\r T S
f((1+ 2)(A1+>\2x1+>\1+)\2x2>+ + :v)

AL A2
AL+ A N f(zy).
( 1+ 2)f<)\1+/\2x1+/\1+)\2x2>+ + f(x)
Porém, pela convexidade de f(x), temos
)\1 )\2 /\1 >\2
< e
d (Al NN +A2“) S N a T R )
¢ estamos feitos. O

Agora vamos provar uma cota.
Teorema 5.4 (Alon e Frankl [1]). Seja F C P([n]), com m := | F| = 2(1/2+)n,
onde 0 < & < §p para um certo 6o > 0. Entdao d(F) < m2—8/2

Demonstragdo. A prova é por contradigdo. Suponha entdo que d(F) > m2=9/2,
Comegamos fazendo alguns célculos. Tome

ti=[1+1/8]. (5.12)

Temos
1—t6=1-[14+1/816 <1—-(1+1/6)6 =—9,

de modo que
9 (1=t < g=dn (5.13)

Ademais, pode-se provar que, tomando dg := 1/2, entdao 0 < § < dp implica que

52 1 1
(1_2) (2+5) -1

Se tomarmos cada um dos lados como expoente de 2", obtemos

mlt872 5 on/2, (5.14)

de onde concluimos que
m 12 5 9n/2 Iy = 970n, (5.15)
Sejam Aj,...,A; € F sorteados uniforme e independentemente, com repo-

sicao.

Primeiro queremos calcular a probabilidade de que ||J'_, A;| < n/2. Pode-
mos limitar superiormente essa probabilidade da seguinte forma. Se esse evento
ocorre, entao existe um conjunto S € (LTET;]QJ) tal que A; C S para todo 7. Entao

P[!Ulefli! < n/ﬂ < > PACSVl
S€(1w72)
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Dado S € (UET/L]2J)7 é facil calcular P[A; C S,Vi]. Dentre os m elementos de F,

no méximo 21"/2) < 27/2 s30 subconjuntos de S. Ademais, todos os A; sdo
sorteados independentemente e com reposi¢ao, de modo que

n/2

t
2
P[|Uis Ail < /2] < 2”( ) = 2(1=t)n < g=dn (5.16)
m

onde utilizamos (5.13) na dltima inequagao.
Considere agora o grafo relativo a F, como descrevemos no inicio da subse-
¢ao. Dado B € F, seu grau no grafo é

v(B)={AeF:AnB=10}| (5.17)
Lembrando que d(F) é o niimero de arestas do grafo, temos

3" o(F) = 2d(F) > 2m* 02, (5.18)

FeF

onde utilizamos a hipotese de contradigao.

Seja Y a varidvel aleatéria que denota o nuimero de conjuntos B € F tais
que BN A; = () para todo i. Ou seja, Y é o ndmero de vizinhos de Aq,..., A,
que estao fora desse conjunto. Para cada B € F, considere a varidvel aleatéria
Yy como valendo 1 se BN A; = ) para todo 7 e 0 caso contrario. Obviamente
temos Y =) 5 - YB.

Temos

E[Y]= Y E[Yg]= Y PBNA;=0Vi.
BeF BeF
Fixado B, queremos que todos os t conjuntos A; escolhidos sejam vizinhos de B.
Entao existem v(B) escolhas dessa maneira, dentre as m escolhas possiveis:

E[Y}:é(@) :m;;;(”(rf» . (5.19)

Note que a funcido f(z) := (x/m)t é convexa para x > 0. Podemos entdo
aplicar a desigualdade (5.11) de Jensen a (5.19), obtendo

E[Y] > m<z ”é?) . (5.20)

BeF

Mas entao, por (5.18),

t
) > m(2m=072)" > om1 182, (5.21)

Como Y < m, temos

E[Y] <mPlY > ml—t52/2] + ml—téz/QP[Y < ml—t62/2]

. . 5.22
< mP[Y > m17t62/2] +m17t52/2' ( )
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Segue de (5.21), (5.22) e (5.15) que
PIY > m!~172] > 1972 5 90, (5.23)
Evidentemente temos
P[v <22 ou |UiL Ai] < n/2] < PIY <272+ P[|UiL 4if < n/2].
Entao, por (5.14), (5.23) e (5.16), temos

P[Y <22 ou UL, Al < n/Q} <(1—270m) 4270 =1, (5.24)

ou seja, existem conjuntos Ay, ..., A; tais que Y > 2"/2 e |U2;=1 Ai| > n/2.
Como ||J!_, Ai| > n/2, entdo cada B € F disjunto de todos os A;’s deve
ser subconjunto de [n] \ (Ufz1 A;), que tem k < n/2 elementos. Assim, o total

de conjuntos B € F disjuntos de todos os A;’s é no méximo 2% < 2"/2 o que
contradiz com Y > 27/2 O

6 O método da alteracao

O uso mais simples do método probabilistico consiste em mostrar que um
dado evento desejado ocorre com probabilidade positiva num certo espago de
probabilidade. Porém, algumas vezes nao se consegue mostrar diretamente que
o evento desejado ocorre com probabilidade positiva, mas pode-se alterar um
objeto, construido probabilisticamente, de modo a garantir que ele satisfaca
certas propriedades. Esse é o método da alteragao, que exemplificamos nesta
secao.

Antes vamos provar a desigualdade de Markov.

Teorema 6.1 (Markov). Seja X uwma varidvel aleatdria ndo-negativa. Para

qualquer A € Ry, temos

P[X > )] < %. (6.1)

Demonstracao. Pela definicao de esperanca,

E[X] =) aP[X =2] > Y aP[X =1

>
> APX =a] =AY PIX =a]
> >N
— APX > ],
como queriamos. O
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6.1 Grafos com cintura e nimero cromatico grandes

Seja G um grafo. Evidentemente temos x(G) > w(G). Uma questao interes-
sante ¢ a seguinte: existe G com x(G) > 2005 e w(G) = 27 Em outras palavras,
existem grafos com nimero croméatico arbitrariamente maiores que o tamanho
de um clique maximo? Essa questao foi inicialmente proposta por B. Descartes,
Zykov e Mycielski. Resolvé-la é um bom exercicio.

Outro parametro sobre um grafo G é g(G), a cintura (= girth) de G, definida
como

g9(G) :=min{l: 1 >3 e C; C G}, (6.2)

ou seja, a cintura de G é o comprimento do menor circuito de G.

Suponha que um grafo G tenha cintura grande. Seja k := |g(G)/2] — 1 e,
dado v € Vg, denote por D<y(v) o conjunto de vértices de G cuja distancia
até v ¢ no méximo k. Entdo G[D<j(v)] é um drvore para todo vértice v. Em
outras palavras, o grafo G é localmente uma arvore. Assim, o grafo G pode ser
bicolorido localmente. Isso torna o seguinte teorema surpreendente.

Teorema 6.2 (Erdés [6]). Sejam k, 1 inteiros positivos. Entao existe um grafo G
com x(G) >k e g(G) > 1.

%=1 Vamos considerar o grafo

Demonstragao. Fixe § < 1/l e tome p := n
aleatério G(n, p), para n grande.

Seja 3 < j < 1. Seja ¢ o conjunto de todos os circuitos de comprimento j
em G(n,1) = K,. Para cada C € C’, defina X¢ como a probabilidade de
que C' C G(n,p). Evidentemente temos E [X¢] = P[Xo = 1] = p/.

Para 3 < j <, defina uma varidvel aleatéria X; como o ntimero de circuitos
de comprimento j em G(n,p). Note que

X; =Y X,

Cceci

de modo que
E[X;l= Y ElXc]=p" ) 1
CecCi Ccegi
Existem n(n —1)--- (n — j + 1) seqiiéncias de vértices distintos de compri-
mento j, ou seja, seqiiéncias da forma wvivs---vjv;. Dessas, 2j representam
0 mesmo circuito, se considerarmos ambas as diregoes e o vértice inicial da
seqiiéncia. Assim, [C?| =n(n—1)---(n—j 4+ 1)/2j4. Logo,

E[X;]=n(n—1)--(n—j+1)p/2j < (np)' /2 < (np)’ =n?’.  (6.3)

Seja X uma variavel aleatéria que denota o nimero de circuitos “pequenos”
em G(n,p), isto é, o nimeros de circuitos de comprimento no maximo /. Temos
l .
X =303 Xj. Assim,

l l
EX] =Y E[X;] <> n?? <in' =o(n), (6.4)
j=3
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pois 16 < 1.
Pela desigualdade (6.1) de Markov, temos

P[X > n/2] < 2E[X]/n = o(1). (6.5)

Tome

3
a:=|—-Inn]|. 6.6
He (60
Para cada A € ([2}), defina

v 1, se o subgrafo de G(n,p) induzido por A é independente,
A= ..
0, caso contrario.

SejaY :=>" Ae(t) Y4 o nimero de conjuntos independentes de cardinalidade a

em G(n,p). Temos

Evl= ¥ El- Y Eva-1-(a-n® 60

Ae() ()
Utilizando o fato de que, para todo = € R, temos
1+z<e%, (6.8)
obtemos
E[Y] < n® exp{—pa(a — 1)/2} = (nexp{—pla—1)/2})".  (6.9)

Pode-se provar que, para n > exp{2p}, temos —p(a—1)/2 < —5/4Inn, de modo
que
E[Y] < (nexp{—5lnn/4})" =n""* = o(1), (6.10)

pois a > 0 para todo n.
Segue de (6.10) e da desigualdade (6.1) de Markov que

PlY > 1] = o(1). (6.11)

Utilizando (6.5) e (6.10), com n suficientemente grande, seja G um G(n,p)
satisfazendo X < n/2 eY = 0. Isto é, o nimero de circuitos “pequenos” de G é
estritamente menor que n/2 e a(G) < a, ou seja,

a(G) < 3n' Y Inn. (6.12)

Remova de G um vértice de cada um dos circuitos “pequenos”, obtendo o
grafo G'. Temos ¢g(G’) > | e o ntmero de vértices de G’ é ao menos n/2.
Como apenas deletamos alguns vértices, o nimero de independéncia nao pode
ter aumentado, de modo que a(G’) < a(G). Utilizando (3.2), temos

o n(Gh n/2 n?
> > = .
(@) z a(G') ~ 3n'"?Inn  6lnn

(6.13)

Tomando n suficientemente grande, teremos x(G') > k, como querfamos. O
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Exercicio 4. Sejam [, k,n inteiros satisfazendo 1 <1 < k <n. Seja F C ([Z]).

A familia F € dita uma cobertura de ([7]) se, para todo L € ([?]), exriste um

FeF tal que LCF.
Prove que, se F € uma cobertura de ([7]), entao

n ()0

Prove que existe uma cobertura F C ([Z]) de ([7]) com

\F| < (1 +1n (’;)) (’l‘) (?) o (6.15)

[Dica: Defina uma familia F colocando cada F' € ([Z]) em F com probabilidade
x/ (Z:ll), onde z deve ser escolhido apropriadamente. Sejam X := |F| e Y :=
{L e ([7]) : L ndo é coberto por F}|. Considere X+Y e otimize a escolha de x.]

7 O método do segundo momento
A varidncia de uma varidvel aleatéria X é definida como
Var(X) = E [(X —E[X])Q]. (7.1)
Em geral, utilizamos as abreviaturas p := E[X] e 02 := Var(X).
Vamos provar a desigualdade de Chebyshev:
Teorema 7.1 (Chebyshev). Para todo A > 0, temos

Var(X)

P[|X —E[X]| > A] < 2

(7.2)

Demonstragio. Defina a varidvel aleatéria Y := (X — E[X])? e aplique a desi-
gualdade (6.1) de Markov, obtendo

P X —E[X]| > A] <P[Y > M| <E[Y]/A\? = Var(X)/)\?.
O
Outra forma de escrever a desigualdade de Chebyshev é, para todo A > 0,
Pl X —E[X]| > Aa] < 1/)%, (7.3)

onde a distancia de X & sua média é feita em termos do desvio padrao o.

Nao é possivel melhorar significativamente a cota da desigualdade (7.2) sem
fortalecer a hipotese. De fato, sejam pu, o, A reais, com A > 0. Considere uma
varidvel aleatéria X que vale p com probabilidade 1 — 1/)A2, vale u — oA com
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probabilidade 1/(2)A2?) e vale p + oA com essa mesma probabilidade. Essa dis-
tribuicao mostra que a cota é justa.

Uma situagao comum ¢é definir uma variavel aleatéria como a soma de outras.
Suponha que X = Y" | X;. Temos E[X] = >""", E[X,]. No caso da variancia,
temos

Var(X) = i Var(X;) + > Cov(X;, X;), (7.4)
i=1 i
onde
Cov(X,Y) :=E[XY] - E[X]E[Y]. (7.5)

7.1 Distribuicao do nimero de divisores de um inteiro

Antes de usarmos o método do segundo momento para provarmos alguns
resultados sobre a distribuicao do nimero de divisores de um inteiro, vamos
enunciar dois fatos sem prova.

Lema 7.2 (Mertens). Seja n > 0 um inteiro. Entao

> % =Inlnn+ O(1). (7.6)

p<n
p primo

Teorema 7.3 (dos Numeros Primos).

m(n) = (1+ 0(1))&, (7.7)
isto é,
T ORI (7.8)

n—oon/Inn

Dado m inteiro, seja v(m) o nimero de divisores primos distintos de m,
ignorando as multiplicidades.

Seja m < n um inteiro, e suponha que a fatoracao de m em primos é m =
Pl -+ ppF. Entao v(m) = k. Pode-se mostrar que,

Inn

1<w(m) < (1+40(1)) (7.9)

Inlnn’

Teorema 7.4 (Hardy e Ramanujan, Turdn [21]). Seja ¢(n) uma fungao tal que

lim ¢ (n) = co.

n—oo

Entao o nimero de inteiros m € [n] tais que
lv(m) —Inlnn| > ¢¥(n)Vinlnn (7.10)

éo(n).
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A prova que apresentamos é devida a Turan.

Demonstragao. Considere [n] um espago de probabilidade uniforme e sorteie
um m € [n]. Defina a varidvel aleatéria X como X := v(m). Para cada primo

p < n, defina a varidvel aleatéria X, como

1, se p divide m
Xp = (.
0, caso contrario.

Evidentemente temos X = 3" _ X,. Entao

p<n

EX]=Y EX,)=Y Plx,=1=)" n/p],

n

p<n p<n p<n
Temos /
n/p
E[X] < — =
S DR ST
p<n p<n
e

x> Lo S - am = [S1m] -1,

p<n p<n p<n

de modo que, pelo lema 7.2,
E[X]=Inlnn+ O(1).
Agora vamos calcular a variancia de X. Temos

Var(X) = Y Var(X,) + Y _ Cov(X,, X).
p<n P#q

(7.11)

(7.12)

Primeiro calcularemos Var(X,). Note que, como X,, é uma varidvel aleatéria

s 2 _
booleana, entao X; = X,

Var(x,) =B [x}] - (@1x,))" =B ;) - (1221)

n
Sl_(n/p_1)2:1_<1_1)2
p n p p n
1 1 2 1 1 1
= =4+ —=——===(1-=})4+0Q/n
p p* pn n? p< p) (1/m)

Portanto, pelo lema 7.2,

S Var(x,) = Y [; (1 - ;) 4 0(1/@}

p<n p<n

<3 [1/p+0(1/n)] =Inn +O(1).

p<n
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Agora fixe p # ¢ primos. Temos Cov(X,, X,) = E[X,X,] — E[X,]E[X,].
A varidvel aleatéria X, X, é booleana e vale 1 se, e somente se, ambos p e ¢
dividem m. Como p e g sao primos, isso s6 ocorre se pq divide m.

Cov(X,, Xy) =E[X,X,] — E[X,]E [X(]
_ In/pa)] _ n/p] [n/a]

1 (n/p—1)(n/qg—1)

I

Utilizando repetidas vezes o lema 7.2, obtemos

1 1 1 1
p%éjn (p 9 péznq;n P 1
p#q

P P RED

p<n X q<n q<n (7.16)
= Z L}w(n) +Inlnn+ O(l)}
= [W(n) Z l/p} + (Inlnn + O(1)) Z 1
= 27T(n)(l_nlnn+0(l)). )

Juntando (7.15), (7.16) e utilizando o teorema 7.3 dos nimeros primos, ob-
temos
2m(n)

n

D Cov(X,, X,) <

p,q<n
P#q

(Inlnn+ O(1)) = o(1). (7.17)

Isso pode ser interpretado informalmente como uma baixissima dependéncia
entre as varidveis X.
Combinando esse ultimo resultado com (7.14), obtemos

Var(X) <Inlnn + O(1). (7.18)
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Estamos prontos para utilizar a desigualdade (7.2) de Chebyshev.

P{|X —Inlnn| > w(n)vlnlnn]

< P[|X ~E[X]| > ¢(n)VInlnn + O(1)

Inlnn 4+ O(1)
~ ¢¥2(n)Ilnlnn 4+ O(1)

=o(1). (7.19)

(Note que, da primeira para segunda linha, deslocamos o centro do intervalo por
uma constante e expandimos o comprimento do intervalo pela mesma constante.)

O

Na verdade, Erd6s e Kac provaram em 1940 que, se m é escolhido uniforme-
mente em [n], entdo para qualquer A € R,

1 oo
lim P|v(m) > Inlnn + )\vlnlnn} = 2—/ exp{—t%/2} dt,
I

n—oo

isto é, v(m) tem a mesma distribuicdo de probabilidade de uma normal.

Podemos evitar a referéncia a um n > m pré-fixado, como fazemos na se-
guinte definicdo. Seja 1(n) uma funcdo tal que lim, . ¥(n) = co. Dizemos
que um inteiro m é (v, ¥)-tipico se

lv(m) — Inlnm| < ¢(m)VInlnm. (7.20)

Porém, isso nao faz muita diferenca. Para diminuir Inlnn de uma unidade,
devemos tomar a raiz e-ésima de n, isto é, para que Inlnn’ < Inlnn — 1, é
preciso que n/ < n'/¢. Assim, Inlnn é préximo ou igual a Inlnm para a grande
maioria dos inteiros m € [n]. Segue, do teorema 7.4 que, para qualquer fungao
¥(n) que tenda ao infinito,

P[m é (v,v)-tipico] =1 — o(1). (7.21)

Exercicio 5. FEvite o uso do teorema 7.3 dos nimeros primos na prova do
teorema 7.4.

[Dica: Considere X' =37 _ =X, e note que X' < X < X' +1]
Seja ' (m) o nimero de divisores primos de m contando multiplicidades. Por
exemplo, v(12) = 2, mas v/(12) = 3. E facil ver que

1<V (m) <lgn. (7.22)

De fato, suponha que m = p{* - - - pi*. Tome m’ := 2%1T "+ ¢ note que lgm’ =
V(m')=v'(m) em <m <n. Mas entdao v'(m) =lgm’ <lgn.

Exercicio 6. Seja 1¥(n) uma funcgdo tal que lim, . ¥(n) = co. Prove que

lim 1 {m € [n]: |V (m)—Inlnn| > zb(n)\/lnlinn}‘ = 0. (7.23)

n—oo n
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[Dica: Defina X,,» valendo 1 se p* divide m e 0 caso contrério, para todo primo p
e inteiro positivo k. Note que v/(m) = >_ , X x. Prove que

I D D

k>2 p p primo p(p o 1)
p primo
Sorteie m uniformemente em [n]. Observe que E [v/(m) — v(m)] = O(1) e

conclua que P[1/(m) — v(m) > w(n)] = o(1)]
Defina d(m) como o nimero de divisores de m. Se m = pi* - - - p*, entao

v(m) =k,
V' (m)=ai+--ay,
dim) = (1+a1) - (1+az).

Podemos utilizar v(m) e v/(m) para limitar d(m). Considere o conjunto
P := {p1,...,pr}. Para qualquer subconjunto S C P, o produto de todos os
elementos de S é um divisor de m. Entdo 2¥(™ < d(m). Considere agora o
multiconjunto P’ formado por a; cépias de p1, ..., ai copias de py. Qualquer
divisor de m equivale a pelo menos um subconjunto de P’. Logo, d(m) < ov'(m)
Temos assim

2v(m) < d(m) < 2" (). (7.24)
Pelo teorema 7.4, temos, tipicamente,
(1—¢)lnlnm < v(m),v (m) < (1+¢)Inlnm. (7.25)
Mais formalmente, para qualquer € > 0,
1
lim E’{m € [n] : m satisfaz (7.25)}’ ~1. (7.26)

Para tais m, utilizando (7.24),
2(1—5) Inlnm < d(m) < 2(1+5) lnlnm7
isto é,
(Inm)=9"2 < g(m) < (Inm) 02, (7.27)

Assim, d(m) concentra-se tipicamente em torno de (Inm)™2.

Agora calculemos o valor médio de d(m). Considere a varidvel aleatéria Xg4
definida como

X, = { 1, se d divide m, (7.28)

0, caso contrario.

eseja X 1=}, Xq, de modo que X = d(m). Temos

E[X]=) E[X4g=> L”édJ = [Zud} +0(1)=lnn+0(1). (7.29)
d<n d<n d<n

Assim, a varidvel aleatéria X néo é concentrada em torno de sua média.
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7.2 Grafos aleatorios e funcao limiar

De acordo com a desigualdade (6.1) de Markov, se X é uma varidvel aleatéria
nao-negativa e A > 0 é um real, entdo P[X > \] < E[X]/\.

Para nés, freqiientemente temos X uma variavel aleatéria inteira, como por
exemplo em casos em que X é uma varidvel de contagem. Entao

P[X > 0] =P[X > 1] <E[X]. (7.30)

Um exemplo tipico do uso dessa desigualdade é no estudo de grafos aleatorios,
COIMO VEemos a Seguir.

Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma funcdo. Utilizamos a notagao
f: A — B para indicar que f é uma injecao, isto é, uma fungao injetora.

Sejam G, H grafos. Defina

#{H—G=|{f|f:Vu—>Vegexyc Eg = f(z)f(y) € Eg}|. (7.31)

Isto é, #{H — G} é o numero de injegoes de Vi em Vi que preservam ares-
tas. O nimero #{H — G} também pode ser visto como o nimero de “cépias
rotuladas” de H em G.

Por exemplo, vamos calcular #{P, — C4}, onde P, é um caminho de com-
primento 2 e C4 é um circuito de comprimento 4. Suponha que P, = abc e
Cy = wowz. Seja f : {a,b,c} — {u,v,w,x} uma injegdo que preserve ares-
tas. Existem 4 possibilidades para f(b): podemos escolher qualquer um dos
vértices de Cy. Fixado f(b), existem duas possibilidades para f(a): qualquer
um dos dois vizinhos de f(b). Depois disso, a escolha de f(c) é fixa. Assim,
#{PQ — 04} =&.

No que se segue, vamos utilizar a notagao h := |Vy| e | := |Eg|. Definimos
a densidade de H como d(H) :=1/h. Note que d(H) é metade do grau médio
de H.

Seja p(n) uma funcdo positiva satisfazendo p(n) = o(n=4H)) ou seja,
temos p(n) = o(n~"/!). Tome p := p(n) e considere o grafo G := G(n,p), isto é,
G é um grafo aleatorio.

Defina a varidvel aleatéria X := #{H — G}. Para cada [ : Vg — Vg,
defina a varidvel aleatéria

1 E E
X o= { y  sexyc 11,7 :> f(@)f(y) € Eg, (7.32)
0, caso contrario.

Assim, X ¢ é uma varidvel aleatéria booleana que vale 1 se, e somente se, [ “pre-
) f 9 )
serva arestas”. Evidentemente temos

X = {Xs | f: V= Va} (7.33)

Pela linearidade da esperanca, temos E [X] = > E[X;] = >, P[X; = 1].
Seja f : Vi — V. A probabilidade de que G tenha todas as [ arestas f(x)f(y)
para todo 2y € Ey é p!, lembrando que cada aresta de G' = G(n,p) é sorteada
independentemente de todas as outras.
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O numero de injegoes de Vi em Vg pode ser calculado da seguinte ma-
neira. Suponha que Vi = {z1,...,2;}. Existem n possibilidades para f(z1).
Fixado f(x1), existem n — 1 possibilidades para f(z2), pois f é uma injegao,
de modo que nao pode ocorrer f(x1) = f(x2). Prosseguindo dessa maneira,
existem n — i possibilidades para x; 4. Entao ha (n), =n(n—1)---(n—h+1)
possiveis injegoes f, sendo que esse produto tem h termos. Lembramos que
(m), ==m!/(m—k)!'=m(m—1)---(m—k+1).

Mas entao

E[X] = ZP[Xf =1] = (n),p' ~ n"p' = o(n"n=") = o(1), (7.34)
f

onde a notagao a ~ b abrevia o fato de que a = (14 0(1))b. Segue de (7.30) que
PX > 0] < E[X] = o(1). Assim, a probabilidade de que “exista um H em G”
tende a zero.

Dizemos que “quase todo G(n,p) nao contém H.” Alternativamente, dizemos
que “quase sempre G(n,p) nao contém H.” Como isso vale para n grande,
dizemos ainda que “assintoticamente quase sempre G(n,p) nao contém H.” Na
literatura em inglés, a expressao “assintoticamente quase sempre” em geral vem
abreviada como a.a.s. (= asymptotically almost surely).

Se p fosse qualquer coisa maior, entdo E[X] tenderia ao infinito. Entao é
natural ver p = o(n’l/d(H)) como um “ponto de corte”. E natural desejar que,
se p = Q(n~/4H) (que ocorre se, e somente se, E[X] — 00), entdo P[X > 0]
tenda a 1. Porém, isso nao é bem verdade. E necessario fazer alguns ajustes e
utilizar a variancia de X para provar a afirmagao ajustada. Eo que fazemos a
seguir.

Considere um K4 com conjunto de vértices {1,2,3,4}. Tome como H um
grafo com Vg :={1,2,3,4,5} dado por K4 mais uma aresta 15. Note que h =5
el =7, de modo que d(H) = 7/5, e tome py(n) :=n">/T.

Seja ¥(n) uma funcdo tal que lim, ., ¥ (n) = co e tome p := p(n) =
¥(n)po(n). Observe que p(n) = w(n=>/7).

Defina a variavel aleatéria X como acima e note que

E[X] = (n);p” ~n°p" = (1h(n))" — oo. (7.35)
Defina agora a varigvel aleatéria Y como Y := #{K, — G} e observe que
E[Y] = (n),p° ~ n'p® = n*(@(n)(n ")) = (6(n))*n 7 = o(1),  (7.36)

se (1(n))® = o(n2/7), isto 6, se ¥(n) = o(n'/2).

Portanto, por (7.30), temos P[Y > 0] < E[Y] = o(1), de onde concluimos
que P[X > 0] = o(1), j&d que K4 C H.

Essa anomalia ocorre porque o grafo H tem regioes com alta variagao na
densidade: o clique K, C H tem densidade alta, mas nem todo subgrafo de H
tem densidade tao alta assim: basta considerar subgrafos contendo o vértice 5.

Prosseguimos agora para fazer um ajuste.
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Seja H um grafo com pelo menos uma aresta. Defina
m(H) := max{d(H'): H CHeV(H") #0}. (7.37)

Chamamos o valor m(H) de 0-densidade de H. Como m(H) leva em conta a
densidade de subgrafos, é razodvel pensar que po(n) := n~/mH) seja um “ponto
de corte”.

Claramente temos m(H) > d(H). Entao 1/m(H) < 1/d(H), de modo que
—1/m(H) > —1/d(H). Assim,

p~V/mH) > =1/d(H). (7.38)

Observe que quase todo G(n,p) com p := p(n) := o(n= /™)) nio con-
tém H. De fato, Seja H* C H com V(H*) # § tal que m(H) = d(H*). Defina
a varidvel aleatéria Z como #{H* — G}. Provamos acima que P[Z > 0] = o(1).
Mas entao quase todo G(n, p) nao contém H*. Mas se um grafo ndo contém H*,
nao pode conter H. Entao quase todo G(n,p), com p definido dessa forma, nao
contém H.

Agora consideramos o caso em que p = (n)n~ "™ H) onde 1)(n) é uma
fungéo tal que lim,, o ¥(n) = oco.

Defina a varidvel aleatéria X := #{H — G} e as varidveis Xy, para cada
f: Vg — Vg, como em (7.32). Lembre-se que G = G(n,p).
Seja p = E[X]. Se tivéssemos tomado p como t(n)n~ /) terfamos

p=E[X] — oo, como ja provamos acima. Entéo, por (7.38), temos
uw=E[X]— oco. (7.39)

Seja 02 := Var(X). Pela desigualdade (7.2) de Chebyshev, temos

2

PIX = 0] < P[|X — | > 4] < (7.40)

V;M‘ Q

Se mostrarmos que o2 = o(u?), teremos entio P[X = o(1), de modo

0] =
que X > 0 quase sempre, isto é, quase sempre G(n,p) tem uma cépia de H.

Prosseguimos entao para provar que Var(X) = o(E [X]?).
Temos
Var(X ZVar X))+ ZCOV(Xf,X
I#g

Como Xy é uma varidvel booleana, entao XJ% = Xy, de modo que Var(Xy) =
E [XJ%] —(E [Xf])Q < E[X/]. Mas entao

Var(X) < > E[Xf]+ Y Cov(Xs,X,) <E[X]+ ) Cov(Xy, X,). (7.41)
f f#g f#g

Precisamos calcular entao >, Cov(Xy, X,). Fixe f # g injecoes de Vy
em Vg. Temos '

Cov(Xy,Xy) = E[X;X,] —E[XfE[X,] =P[X; X, = 1] —p”.  (7.42)
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Seja f(Ew) :={f(z)f(y) : zy € Ey} e defina g(Ey) analogamente. Temos
que Xy X, =1 se, e somente se, f e g preservam arestas, ou, equivalentemente,
se f(En) e g(En) sao arestas em G(n,p). Equivalentemente, XX, = 1 se, e 86
se, f(Eg)Ug(Eg) sao arestas em G(n, p). Entdo P[X;X, = 1] = pl/ (Fr)Ve(En)l,
Porém, |f(Egx)| = |g(Ew)| = 2I, pois f e g sao injegdes. Como

[f(Eu) Ug(En)| =
[f(Ea)l +19(Er)l — |f(Ern) Ng(Ex)| =2l — | f(Er) Ng(ER)|, (7.43)

obtemos
Cov(Xy, X,) = p? -V EmNg(Eml _ 2l (7.44)

Se f(Eu)Ng(Em) =0, entdo Cov(Xy, X,) = 0. Portanto, basta considerar-
mos injegoes f # g com f(Fy) N g(Fy) # 0. Defina o conjunto de arestas

Frg:= "' (f(Eu)Ng(En)), (7.45)

ou seja, Fy 4 é o conjunto de arestas f(Eg) N g(En) “trazido de volta para H”.
Como estamos supondo f(Eg) N g(Ex) # 0, entdao Fy 4 # 0.

Defina H}7g := H[Fy 4], isto é, H' é o subgrafo de H induzido pelas arestas
de Fyq. Temos E(H} ) = Fy 4 # 0.

Estamos interessados em pares (f, g) de injecoes tais que f # g e Fy,q # 0.
Podemos particionar a colegao desses pares da seguinte maneira:

{(f9): f#geFra#0} =
U {(f.9):f#9.Fg#0eH,=HY}. (746)

H'CH
E(H)#0

Observe que todo par (f,g) com f # g e Fr 4 # 0 estd em alguma parte dessa
partigao, pois Ff 4, é o conjunto de arestas de algum subgrafo de H. Ademais,
cada par (f,g) como acima estd em uma unica parte, pois hd exatamente um
subgrafo de H com conjunto de arestas F, sem vértices isolados.

Como s6 estamos considerando subgrafos H' C H com pelo menos uma
aresta e E(H') = E(H} ) = Fyg, a condigio Fy 4 # () pode ser removida:

{(f.9): f#geFrg#0t= |J {(f9):f#geH;,=H} (747)
EIEIH%};I&@

Queremos agora calcular o tamanho de cada parte. Note que cada parte é
totalmente determinada por H' C H. Fixe H' C H com E(H') # 0.

Quantos pares (f,g) existem com H } = H'? Vamos delimitar superior-
mente o nimero de pares (f,g) tais que H },g = H'. Utilizaremos a notagao
R = |V(H)| el =|E(H)|

Escolha f de qualquer maneira. Hé (n), maneiras de se fazer isso. Fixe um
tal f.
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Queremos contar o nimero de g : Vg — Vg tais que E(H') = Fyg, =
f7(f(Ex) N g(En)) ou, equivalentemente, o nimero de injecdes g tais que
f(E(H")) = f(En)Ng(Eg). Evidentemente f é inversivel se restringirmos seu
contradominio & sua imagem. Entéo f ¢ uma bijecao entre V(H) e V(G[f(Vg)]).
Em particular, f induz uma bijegao entre Ep e f(Eg). Como f(Ex)Ng(En) C
f(Eg), podemos trabalhar sobre o grafo G ao invés de sobre o grafo H. Isto é,
basta considerarmos f (E (H' )) como um conjunto de I’ arestas de G, sendo que
o subgrafo induzido G’ := G|[f(E(H’))] tem K’ vértices. Em outras palavras,
podemos pensar que o que estd fixo nao é H’, um subgrafo de H, mas sim um
subgrafo de GG, com mesma estrutura de H'.

Existem ( ,?,) formas de se escolher quais vértices de H serao levados por g a
algum vértice de G’. Fixados tais vértices, g pode ordenar estes h’ vértices de no
méximo (h')! modos diferentes. E claro que nem toda ordenacao “funciona”, ou
seja, pode ser que, para alguma ordenacao, g nao preserve as arestas. Porém,
isso nao nos interessa, ja que estamos interessados apenas numa delimitagao
superior, mesmo que “crua”’, mas que seja o suficiente para provarmos cotas
interessantes.

Os vértices restantes de H podem ser levados de qualquer maneira para G:
hé (n),_, maneiras de se fazer isso.

Assim, o ndmero de pares (f, g) com H}& = H' é, no méximo,

b () 00 0 ) <o

Vamos utilizar a particao de pares (f,g) com f # g e Fy 4 # () para separar
0 somatdrio a seguir:

ZCOV(Xf,Xg)Z Z Cov(Xy, Xy) = Z Z pAt _ p2

f#g f#g H'CH f#g
F,#0 E(H')#0 H} j=H’ 4
< Z oh—' phy2l=1" _ pho2h, ol Z 1 (7.49)
= : n p - n p . nh/pl/
H'CH H'CH
E(H)#0 E(H)#0
Porém, vimos em (7.34) que p = E [X] ~ n”p!. Entdo
1\
k. 2h 21
f#g H'CH
E(H")#0
N (7.50)
<h'u Z (nl/m(H)p) ’
H'CH
E(H)#0

onde utilizamos o fato de que 1/m(H) é o valor minimo de h’/l’ para todo
subgrafo H' de H.
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Como p = ¥ (n)n~1/™H) " entao

1 1\
i () = () = 2y
jaquel > 1.

Como a somatéria em (7.50) tem um tem um ntmero finito de termos,
conclufmos que -, Cov(Xy, Xg) = o(u?). Retomando (7.41), obtemos

0? = Var(X) =E[X] + Z Cov(X s, Xy) = pu+o(p?) = o(p?), (7.52)
I#9

pois u = E [X] — 0.

Concluimos entao, como mostramos acima utilizando a desigualdade de
Chebyshev, que quase sempre X > 0, isto é, quase sempre existe H em G.

E um bom exercicio provar, utilizando Chebyshev, que, para todo € > 0,
temos
lim IP’UX ~E[X]| > ¢E [Xﬂ = 0. (7.53)

n—oo

Enunciamos a seguir o resultado provado acima:

Teorema 7.5 (Erdés-Rényi, Bollobés). Seja H um grafo com pelo menos uma
aresta. Entao py = po(n) = n~/mH) ¢ yma funcdo limiar para o evento
H — G(n,p) no sentido que

1. se p=o0(po), entdo quase sempre G(n,p) nao contém H;
2. se p = Y(n)po(n), onde ¥(n) é uma funcgdo tal que lim, . ¥(n) = oo,

entdo quase sempre G(n,p) contém H.

Exercicio 7. Defina F C P([n]) pondo P[A € F| = p para qualquer A C [n],
com esses eventos todos independentes.

Mostre que py := po(n) = 37"/2 ¢ wma funcdo limiar no sentido do teo-
rema 7.5 para o evento “F € de Sperner”.

[Dica: estude a existéncia de um par (A, B) com A,B € F e AC B/

8 A distribuicao binomial e algumas cotas

8.1 Um problema geométrico extremal

Comecamos com um problema geométrico extremal que pode ser atacado
com métodos probabilisticos utilizando a distribui¢ao binomial.
Defina a func¢do f: {n:n € Nen > 2} — N da seguinte maneira:

f(d) := max {|S’\ : S C R% S nao tem pontos colineares e

(8.1)
cada T € (g) determina um tridangulo agudo},
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sendo que um triangulo é agudo se todos os seus angulos sao agudos.

Para nos familiarizar melhor com o problema, vamos mostrar que f(2) = 3.
E evidente que f(2) > 3, pois basta tomar como S o conjunto de vértices de
um tridngulo equildtero qualquer no plano R%. Vamos mostrar agora que, se S
tem 4 pontos no plano, entao existe um subconjunto de S que determina um
triangulo que nao é agudo.

Sejam A, B,C,D € S. Considere o triangulo T determinado por A, B e C.
Suponha primeiro que D estd dentro de T. Evidentemente a soma dos angulos
ﬁ, ADC e BDC é 2r. Mas entio pelo menos um deles, é no minimo
27/3 > /2. Entdo um dos tridngulos formados por D e dois vértices de T’
é obtuso. Suponha agora que D estd fora de T, de modo que {4, B,C, D}
determina um quadrilatero. Como a soma dos angulos internos de um equilatero
é 27, pelo menos um dos quatro angulos internos é no minimo 7 /2. Mas entao
existe um subconjunto de {A, B,C, D} que determina um tridngulo que nao é
agudo. Segue que f(2) < 4. Fica provado entdo que

f(2)=3. (8.2)
Croft provou que
f(3)=5 (83)
e Danzer e Griinbaum conjecturaram que
fld) <2d-1. (8.4)
Porém, Erdds e Fiiredi [7] provaram que existe um dy tal que
f(d) = (1,15)" (8.5)

para todo d > dg.

Observe que, se enfraquecermos a exigéncia de que todos os triangulos sejam
agudos, para a de que todos sejam nao-obtusos, isto é, se permitirmos angulos
retos, entdo f(d) > 2¢ sempre: basta considerar os vértices de um hipercubo.

Exercicio 8. Prove que
f(d) > exp{ad} (8.6)

para algum o > 0.

[Dica: Tome z,,...,z, € {+1}? C R% com cada coordenada de z; valendo +1

aleatoriamente, todos independentes. Considere (z;,z;).]

8.2 A distribuicao binomial

Sejam X, ..., X, varidveis aleatérias de Bernoulli, mutuamente indepen-
dentes, com E [X;] = p para todo i. Defina

X:=> X (8.7)



como o numero de varidveis X; com X; = 1, isto é, o ntimero de sucessos na
repeticao de n experimentos aleatérios. Dizemos que X segue a distribuigao
binomial e denotamos isso por

X ~ Bi(n,p). (8.8)
Temos . .
u::E[X]:ZE[Xi]:Zp:np. (8.9)

Para calcular a variancia de X, comece notando que E [ X, X;] = E [X;]E [X}]
para todo i # j, pois Xi,..., X, sdo mutuamente independentes. Mas entao
Cov(X;, X;) = 0 para todo 7 # j. Assim,

02 := Var(X) = iVar(Xi) + ZCOV(XZ',XJ')
i=1

1#]
n 9 n (8.10)
=S (R - EX)) =Y (-
i=1 i=1
=np(1l —p).
Observe que, para 0 < k < n, temos
n k n—k
i = = () o (3.11)
pois ha (2) formas de selecionar k dentre as variaveis Xi,...,X, que terdo
valor 1, sendo que as restantes n — k devem ter valor 0.
Considere a varidvel aleatéria
X —
y.=2"H (8.12)
o

isto é, Y tem média 0 e contamos a distancia de Y até sua média em passos do
desvio padrao o. Pode-se provar que, quanto n tende ao infinito a distribuigao
de Y tende a distribuigdo normal com média 0 e desvio padrao 1, isto é,

A
lim P[Y <\ = \/%/ exp{—t*/2} dt. (8.13)
n— oo ™ J—oo

8.3 Cotas para a distribuigao binomial

A seguir vamos derivar diversas cotas envolvendo a distribuicdo binomial.
Aplicando uma versdo da desigualdade (7.3) de Chebyshev a uma varidvel
aleatdria X ~ Bi(n, p), obtemos

[P’“X —np| > A/np(1 —p)} < % (8.14)
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para todo A > 0. Nessa versao da desigualdade de Chebyshev, estamos con-
tando a distancia de X até sua média em passos do desvio padrdao. Podemos
também contar a diferenca em passos da média, utilizando a desigualdade (7.2)
de Chebyshev: para todo € > 0, temos

o2 np(l—p) 1—p 1
P[|X —np|2en] < 55 = - < 8.15
| np| Zep| < 22,2 e2n2p? 2np = 22p (8.15)
Observe entao que, se lim,_, o g = lim,_,,, np = co, entao
]P’“X —np| > Ep,] =o(1) (8.16)

para qualquer ¢ > 0, isto é, X é concentrada em torno de sua média.
Uma cota exponencial para o evento X = 0 pode ser derivado facilmente:

P[X =0] = (1 - p)" < exp{—pn} = exp{—u}, (8.17)

onde utilizamos (6.8). Note que essa cota é muito melhor que a obtida da
desigualdade (8.15) se tomarmos € := 1: de (8.15), obtemos P[X = 0] < 1/p.
De fato, para p grande, exp{—p} é muito menor que 1/pu.

Agora vamos provar que, para 0 < k < n, temos

PIX > k] < (Z) " (8.18)

Suponha que X > k. Seja S C [n] o conjunto dos indices ¢ tais que X; = 1.
Temos |S| > k. Seja S’ o conjunto dos k menores elementos de S e seja [ o
elemento méximo de S’. Entao, para i <[, o evento

1 eic S
Xz:{ Loress (8.19)
0, caso contrario

ocorre. Tal evento ocorre com probabilidade p* (1 — p)l_k < p¥. Assim, o con-

junto dos eventos com X > k estd contido no conjunto dos eventos tais que

vale (8.19) para algum conjunto S’ € ([Z]). Como existem (Z) possibilidades

para o conjunto S’, obtemos (8.18).
Além disso, é facil provar que

(Z) < (%)k (8.20)

De fato, comece notando que

onde utilizamos (6.8) na tltima passagem. Agora basta tomar z := k/n para

obter N
(Z) (n> < ek, (8.22)
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como queriamos.
Combinando (8.18) com (8.20), obtemos

P[X > k] < (%)k (8.23)

Em particular, se tomarmos k = Ay = Anp para algum A > 0, obtemos

A
PX > Mg < (;) " (8.24)
Se tomarmos A > e, temos
ATH
P[X > Ay < [(i) ] . (8.25)
Como
e\ A
(X) = (exp{l —In /\}) =exp{-AInA - 1)}, (8.26)
obtemos
PX > M) < (eXp{—)\(ln)\ — 1)})“. (8.27)
Como «a := —A(ln X — 1) é negativo, entdao exp{a} < 1, de modo que o lado

direito da cota (8.27) é muito menor que 1/u quando p — oo.

Passemos agora a limitar a probabilidade de desvios de +eu em relacao a
média, para ¢ > 0 pequeno.

Fixe t > 0. Para qualquer s > 0, temos

PIX > p+t] = Plexp{sX} > exp{s(u+1)}], (8.28)

pois a fungdo f(y) := exp{sy} é crescente se s > 0. Como exp{sX} > 0,
podemos aplicar a desigualdade (6.1) de Markov, obtendo

PIX > p+t] < exp{—s(u+t)}E [ exp{sX}]. (8.29)
Temos ainda
E[exp{sX}] =E [ exp {s 0, Xi}} —E [ e, exp{in}]. (8.30)
Mas como Xi,...,X, sao mutuamente independentes, entao as variaveis alea-
torias exp{sX1},...,exp{sX,} também o sdo, de modo que
E [ exp{sX}] =E [ [T, exp{in}} = HIE [ exp{sX;}]. (8.31)

i=1
Como a varidvel exp{sX;} vale 1 com probabilidade 1 — p e e® com probabili-
dade p, temos

n

E [ exp{sX}] = HIE [ exp{sX;}] = (1 —p+pe’)". (8.32)
i=1
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Concluimos que, para qualquer s > 0, temos
PIX > p+t] < e *WH (1 — p+ pe’)™. (8.33)

Queremos encontrar o valor de s > 0 que torna o lado direito de (8.33) o
menor possivel. Isto é, queremos encontrar s > 0 que minimiza a fungao f(s) :=
exp{—s(u+t)}(1 — p+ pe*)". Utilizando ferramentas de cdlculo, obtemos que
0 s > 0 que minimiza f(s) é tal que

(n—p—1t)p
onde estamos supondo que p +t < n. Note que essa restricao nao é tao forte,
jd que P[X > n] = 0, de modo que a unica probabilidade que ndo conseguimos
limitar com essa cota é a de que X = n. Veremos a seguir que isso podera ser
“recuperado”, isto é, ao continuarmos o desenvolvimento da cota, veremos que
poderemos usé-la para limitar até mesmo a probabilidade do evento X = n.
Utilizando (8.34), obtemos

o-sbt) _ (((”—“—W’)YH (8.35)

p+t)(1—p
e
| pipe=1_py W=D
n—pu—t
_(—p—t) A —p) + (p+ 1)1 —p) (8.36)
n—p—t
=0y

Utilizando (8.35) e (8.36) em (8.33), obtemos

P[X > p+1] < (M)W (TL_T;_JHU -p)"

_ (= p =ty Tttt (1 — )"
(w+ 0" A=) —p—1)"
_ )"t (n(=p)""
(40" (n—p—t)"

_ M pntt n—p n—u—t
I n—p—t '

Observe que, em (8.37), se tivermos p+t = n, entdo um denominador vale 0.
Entretanto, o expoente da fracao cujo denominador vale 0 também é 0. Vamos
convencionar entio que (1/0)° = 1. Assim, obtemos que P[X > n] < (np/n)" =
p™, o que é verdade. Assim, a cota continua valendo mesmo quando p +t = n.

Portanto, (8.37) vale para todo 0 <t <n — p.

Um bom exercicio é utilizar a mesma idéia para obter um limitante superior
para P[X <y —t], com ¢ > 0.

(8.37)
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Teorema 8.1. Seja
e@)=1+z)n(l+2z) —= (8.38)

para x > —1, com p(x) == 00 se x < —1.
Seja X uma varidvel aleatdria com X ~ Bi(n,p) e sejam p:=E[X]=np e
t > 0. Entao

PX > p+t] <exp{ — pp(t/p)} (8.39)
t2
< exp {—W} (8.40)
PIX <p—t] <exp{— pp(—t/p)} (8.41)
t2
< exp {QM} . (8.42)

Demonstrag¢do. Vamos provar apenas (8.39) e (8.40).
J& provamos em (8.37) que

pntt n—u—t
[ n—p
PX > < | — _— . 8.43
X zut ]_(u+t> (n—u—t> (843)
Seja A o lado direito de (8.43). Temos
t —pu—t
lnA:f(,qut)lnu+ —(nf,uft)ln%

n—p
=—p(l+t/p)In (1+t/p)
—(n—p)[1—t/(n—p)In[l—t/(n—p)]

e
_(n_“)Kl_niu>ln<1_niﬂ>+niu}

= —pp(t/u) = (n— p)p(—t/(n— p)).

Queremos mostrar que —(n — u)cp( —t/(n— u)) < 0, ou, equivalentemente,
que

(n—p—t)ln ((n—p—1)/(n— )+t >0 (8.45)
para todo 0 < ¢t < n — u. Tomando cada um dos lados de (8.45) como expoente
de e, obtemos que vale (8.45) se, e somente se,

- ¢ n—pu—t
("“) el >1. (8.46)
n—p

Mas isso sempre é verdade, pois ¢! > 1 para t > 0 e a primeira parcela é
nao-negativa. Concluimos entao que

In A < —pep(t/p). (8.47)
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Mas entao, de (8.43) e (8.47), temos

PIX > p+t] < exp{—pep(t/n)}, (8.48)

como queriamos.
Resta provarmos (8.40). Tome

1‘2

f(z):= S0+ 2/3) (8.49)
Vamos mostrar que ¢(z) > f(x) para z > 0. Comece notando que
¢'(x) = In(1 + z), (8.50)
" o 1
#'() = (8:51)
b w24 1/3)
f(@) = 2(1 +x/3)2 (8.52)
" _ 1
f(x) = Tra3p (8.53)
Como ¢(0) = f(0) e
) = e 2 s = (@) (5.5)
142~ (1+2/3)° '
para todo z > 0, segue que
o(x) > f(z) (8.55)

para todo x > 0.
Agora (8.40) segue imediatamente de (8.39) combinada com o fato de que

2
pe(t/n) 2 1 t/) = ! (8.56)

pA+t/3)

Note que podemos estender as cotas (8.39) e (8.40) para todo ¢t > 0, em
contrapartida com o intervalo 0 < t < n — u existente na cota (8.37). De fato,
para t > n — u, as probabilidades sdo nulas, enquanto os lados direitos de (8.39)
e (8.40) sdo positivos. O

Observe que, se tomarmos t := eu em (8.39), para qualquer € > 0, obtemos
(1 + 5)1+€ -
PX > (14e)u] < (ef . (8.57)

O seguinte resultado é 1til quando ¢/ é pequeno:
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Corolario 8.1.1.

*t2 t3
PIX > t] < — 4+ — . 8.58
Xz <ew{ G+ o ) (859

Demonstragdo. Basta combinar (8.40) com o fato de que

1 w—t/3

. 8.59
p+t/3 7w (8:59)
O

Corolario 8.1.2. Para qualquer € > 0, temos
P[|X = | > 2] < 2exp{—pup(e)}. (8.60)

Se € < 3/2, entdo

IP)DX = s,u] < 2exp{—e*u/3}. (8.61)

Demonstragao. A cota (8.60) segue imediatamente de (8.39) e (8.41).
Agora vamos mostrar (8.61). Usando o fato de que 0 < ¢ < 3/2 em (8.55),

temos

g? €

> 5 (8.62)

[ V)

= o)

Daf segue que —p(c) < —£2/3, e estamos feitos. O

8.4 Uma modificagao da distribuicao binomial

Suponha que queiramos definir uma variavel aleatéria Y := Z?:l Y;, sendo
que Y; vale 1 com probabilidade p e —1 com probabilidade 1 — p.
Uma maneira de se fazer isso é considerar uma variavel aleatéria X :=
Yo X; ~ Bi(n,p) e tomar
Y, =2X;, -1 (8.63)

para todo i. Obteremos entao
Y =2X —n. (8.64)

Assim, a varidvel aleatdria Y pode ser estudada em termos da varidvel bino-
mial X.
Observe, por exemplo, que E[Y] =0 se p = 1/2.
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9 Uniformidade na distribuicao de
arestas de grafos aleatoérios

Seja G := G(n,p) um grafo aleatério. O ndmero de arestas de G é uma
varidvel aleatéria X com X ~ Bi((g)7 p), de forma que o ndmero esperado de
arestas de G ¢ E[X] =p(}).

Dado U C Vg, seja

e(U):=|{e€ Eg:e CU} (9.1

o numero de arestas de G com as duas pontas em U. Para grafos em geral,
e(U) é uma fungéo do conjunto U. J4 para grafos aleatdrios, e(U) é uma fungao
apenas da cardinalidade |U|, isto é, independente do particular conjunto U
escolhido. Pode-se dizer que, em grafos aleatérios, e(U) é um valor muito bem
determinado, no sentido de que existe um intervalo pequeno de valores possiveis
tais que, quando n tende ao infinito, a probabilidade de que e(U) esteja fora
desse intervalo tende a zero.

Por essa razao dizemos que existe uma certa uniformidade na distribuigao
de arestas de G(n,p).

Cabe observar que, fixado U C Vi de G := G(n,p), se definirmos uma
varidvel aleatéria Xy := e(U), temos Xy ~ Bi((lg‘),p). Logo, o valor esperado
de Xy é E[Xy] = p(‘gl). Queremos mostrar entdo que existe um intervalo
pequeno, centralizado em torno de E[Xy], tal que a probabilidade de que Xy
esteja fora desse intervalo é o(1).

Vamos formalizar melhor esse conceito de uniformidade.

Seja 0 < n < 1. Dizemos que G = (V, E) é n-uniforme se, para qualquer
U CV com |U| > n|V|, temos que

ey~ a1 < ('), o)

onde d := |E|/(}) é a densidade do grafo G e n:=|V|.

Uma forma de enxergar tal definicao é a seguinte. Fixado 0 < n < 1,
dizemos que G é n-uniforme se, para todo subconjunto U C V suficientemente
grande, temos que e(U) difere de no maximo 7 (isto é, de 100n por cento) do
valor esperado de e(U) no grafo aleatério G(n,d), que é o grafo aleatério cuja
densidade esperada é a mesma de G.

Uma outra forma é a seguinte. Para cada U C V com |U| > n|V|, tome
dy = e(U)/(Ig‘). Podemos pensar em d como a “densidade global” do grafo G e
em dy como a “densidade local” de G em U. Para definirmos grafos n-uniformes,
queremos que dy nado esteja muito distante de d, para todo U. Dividindo (9.2)
por (”2]'), a exigéncia passa a ser de que |dy — d| < nd, isto é, de que

1—n)d<dy <1+n)d (9.3)

para todo U suficientemente grande. Em outras palavras, estabelecemos um
intervalo em torno da densidade global e exigimos que a densidade local de
todo U suficientemente grande esteja nesse intervalo.
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Teorema 9.1. Suponha que p = p(n) com

lim 2% = o (9.4)
Entao G := G(n,p) € n-uniforme para qualquer n > 0 fizo, quase sempre. Isto
€, para qualquer n > 0,

lim P[G € n-uniforme] = 1. (9.5)

n—oo

Demonstragio. Fixe n > 0. Seja v :=n/2.
Seja d := |E(G(n,p))|/(3) a densidade de G(n,p), de modo que d é uma
variavel aleatéria com distribuicao

Bi ((g)’p) . (9.6)

Fixe U C V, com |U| > nn. Temos e(U) ~ Bi ((lgl),p). Pela cota (8.61),
obtemos

IP’D@(U) ‘Ul ‘ > p |U)] < 2exp{ 3 p(IU‘)} (9.7)

Assim,
]P’[EIU CVecom |Ul>nne ’e(U) 7p(“2]|)‘ > w('g)}

<y <Z>2exp{_;72p(g)}. (9.5)

nmmluln

Observe agora que

Z (Z)Qexp{ - %721)(;)} <2 Z n”exp{ — %72])(;)}

nn<usn u=nmn
w o (99)
=2 Z (nexp{ — gfyzpuzl }) .
u>nn
Vamos mostrar que, para n suficientemente grande, temos
1
nexp{ 17219“21} <3 (9.10)

Ou seja, queremos mostrar que existe ng tal que (9.10) vale para todo n > ng e
U > nn.
Suponha entao que u > nn. Entao u > yn. Temos

nexp{ N 1} = exp { Inn — $+2p(u — 1)}

(9.11)



De (9.4), sabemos que, para qualquer C' € R, existe nj = nj(C) tal que
pn > C'lnn para todo n > nj,. Entao, para todo n > nj(C), temos

exp { Inn — $+2(ypn — p)} < exp { Inn— 2y*(yClnn — p)} (9.12)
Tome | 2y
1+In24~p/2
Ci=—F —"— 9.13
’}/3/6 ( )
E f4cil verificar que
1-~%C/6=—1n2—~+*p/6.
Como Inn > 1 para todon > e e —In2 —v2p/6 < 0, temos
(Inn)(1 —~3C/6) < —1n2 — 4?p/6.
Mas entao
Inn - $42(vClnn —p) < —In2, (9.14)
de modo que, por (9.12), temos
exp { Inn — ¢v%(ypn — p)} <exp{—In2} =1 (9.15)

Combinando (9.11) com (9.15), obtemos que (9.10) vale para todo n > ng :=
max{ny(C), e}.
Retomando (9.9) e utilizando (9.10), temos, para todo n > ng,

2% <nexp{_;72pu21}>u§2 > (;)

u>nn u>[nn]
[1n] 9.16
2 4 ] (9.16)
1—1/2 ~ (21
= 0(1)7
pois 7 > 0 implica em 27 > 1.
Concluimos, por (9.8), (9.9) e (9.16), que

P|3U CV com |U| >nn e ’e(U) fp(lg‘)‘ > fyp(lgl)} =o0(1). (9.17)

Ou seja, quase todo G(n,p) satisfaz a seguinte propriedade: para todo U C V
U U
com |U| > nn, temos |e(U) fp(‘2|)| < gp(|2|).
Considere agora a varidvel aleatéria m := |E(G(n,p))|, isto é, m = d(3}).
Claramente m ~ Bi ((Z) ,p). Observe que

Var(m) :p(l—p)(g):1*1’ L _ o1 9.18
Em)’ 2’ 0 " o

40



pois E[m] = p(;) — oo quando n — oo. Entdo, pela desigualdade (7.2) de
Chebyshev, temos

1 Var(m)
P[m—p" z'yp”}g—i:ol. 9.19
Dividindo tudo que esta dentro da probabilidade em (9.19) por (g), obtemos

P[ld —p| > vp] = o(1). (9.20)

Combinando (9.17) e (9.20), concluimos que quase todo G(n,p) satisfaz as
seguintes propriedades: para todo U C V com |U| > nn, temos |6(U) —p(lgl)’ <
g;;('gl) e, além disso, |d — p| < Ip.

Seja G um G (n, p) satisfazendo essas propriedades. Fixe um conjunto U C V
com |U| > nn. Pela desigualdade triangular, temos

le(U) = d(15)] = le@) = p(5) + (%) = ()]
< [e@) = (] +Ip(5) = a(5)] (9.21)
n n
< w50+ 3p(5) =ne ()
Mas entdo G é n-uniforme. Concluimos que quase todo G(n,p) é n-uniforme,
como queriamos. O

Podemos formalizar o conceito de uniformidade na distribuicao de arestas
de outra forma: sejam G um grafo com n vértices e A > 0 uma constante.
Ponha p := |E(G)\/(g) Dizemos que G é (p, A)-uniforme se, para quaisquer
UWCVg,comUNW =0el<|U|<|W|<pn|U|, temos

le(U, W) = p- [U]-|WI| < AV/pn - [OT-TW], (9.22)

onde e(U, W) denota o nimero de arestas que tém uma ponta em U e outra
em W.

Teorema 9.2. Para qualquer 0 < p = p(n) < 1, temos

lim P[G(n,p) € (p,5)-uniforme] = 1. (9.23)

n—oo

Exercicio 9. Seja G um grafo com Vg := P([n]) e

Eq = {{f,g}:ﬁgg[n] com |f Ng| paref;ég}. (9.24)

Mostre que G € n-uniforme se n > ng = ng(n), isto €, mostre que, para todo 1,
existe um ng tal que G € n-uniforme para todo n > nyg.
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9.1 Mais formalizagoes do conceito de uniformidade

Sejam 0 < <1/2,0 < p <1e G um grafo com n vértices. Dizemos que
G é n-uniforme com densidade p se, para todo U W C Vg com UNW =0 e
|U|, |W| > nn, vale que

(U, W) =p- U] - W[ < - U] - W], (9.25)

E conveniente utilizarmos a seguinte notagdo: O1(x) denota um termo y com
ly| < z. Por exemplo, na defini¢ao acima, é preciso que, para U, W dessa forma,
tenhamos

e(U,W) =p-|U]-|W|+ O1(np-|U] - [W]). (9.26)

Na condi¢ao acima, podemos interpretar O (np~ |U| - |W|) como um “termo de
erro”. Assim, na definigdo de n-uniforme com densidade p, estamos exigindo
que e(U, W) néo fique muito distante de seu valor esperado num G(n,p), que é
justamente p - |U| - [W]|. Mais especificamente, estamos exigindo que o “termo
de erro” seja, em valor absoluto, no maximo uma fracao do valor esperado de
e(U,W).

Agora vamos redefinir o conceito de (p, A)-uniformidade para facilitar nosso
trabalho.

Sejam A > 0 uma constante, 0 < p < 1 e G um grafo com n vértices.
Ponha d := pn. Dizemos que G é (p, A)-uniforme se, para todo U, W C Vi com
UnNnW=0el<|U|<|W|<d|U|, temos

o(U,W) = p-|U| - [W] + O (AV/d- 0~ W]). (9.27)

Podemos comparar (9.26) e (9.27) para ver em que condi¢oes uma definigdo
é mais forte que a outra. Por exemplo, para que seja mais forte dizer que G
é (p, A)-uniforme do que dizer que ele é n-uniforme com densidade p, é preciso

que
AVATOT W] _ | (0.28)
np - U] - W] ’

isto é, que A%n < n?p - |U| - |W|. Por exemplo, se A e n forem constantes e
p - |U| - |W| for muito maior que n, entdo é muito mais forte dizer que G é
(p, A)-uniforme.

Vamos agora ver o que as condigbes de uniformidade de e(U, W) implicam
sobre uniformidade de e(U).

Lema 9.3. Seja G um grafo com n vértices e suponha que G € n-uniforme com
densidade p. Entdo, para qualquer U C Vg com |U| > 2nn, vale que

e(U) =p('Y") + 01 (np('g‘))- (9.29)

Demonstra¢ao. Exercicio. O
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Lema 9.4. Seja G um grafo (p, A)-uniforme. Suponha que d := pn > 2. Entdo,
para todo U C Vg, temos

e(U) = p('Y) + 01 (AU V). (9.30)

Demonstragio. Fixe U C Vi e seja u := |U|. Podemos supor que u > 2.
Para contar as arestas de G[U], vamos fixar 1 < s < u e considerar a soma

> e(S,U\S). (9.31)

se(?)

E evidente que cada aresta de G[U] é contada ao menos uma vez no somaté-
rio (9.31) acima. Entretanto, cada aresta é contada repetidas vezes. Precisamos
contar o ndmero de repeti¢oes para determinar exatamente e(U) em fungio
desse somatorio.

Fixe 1 < s < u e seja e = vw uma aresta de G[U]. Precisamos contar quantos
S € (Y) satisfazem v € S e w & S ou entdo w € S e v € S, isto é, quantas vezes
a aresta e serd contabilizada em (9.31). Por simetria, basta calcular quantos
S e ([sj) satisfazem v € S e w ¢ S e multiplicar esse niimero por 2.

Precisamos que v esteja em S e w fora de S, de modo que, dentre os u
elementos de U, dois deles ja tém sua “posi¢ao” (dentro ou fora de S) deter-
minada. Dentre os u — 2 elementos restantes de U, precisamos escolher s — 1
deles para colocéd-los em S (lembre-se que v ja faz parte de S e que S precisa ter
cardinalidade s). Portanto, existem (Z:f) conjuntos S € ([i) tais que v € S e
w ¢ S. Mas entdo cada aresta de G[U] é contabilizada exatamente 2(7::%) vezes
em (9.31):

2(2‘?)411): S (8,0 8). (9.32)

se(?)

Pela definicao de (p, A)-uniformidade, se 1 < s < u — s < ds, entdo

=17 X o sS40 (VAT TS

s—1 o
se(%) (9.33)
1
1 -2
_L(u u {ps(u_s)+01(A\/ds(u—s))}.
2\s—1 S
Tome s := |u/2], de modo que 1 < s < u — s < ds vale se, e somente se,

[u/2] < pn|u/2]. Mas d = pn > 2. Como [u/2] < 2|u/2| para todo u > 2,
entdo vale 1 < s <u — s < ds. Portanto (9.33) vale para s = |u/2].
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Temos

w\ (u—2\"" u wu—2 \ "
<> < - 1) N (Lu/ZJ) (Lu/QJ - 1)
b (w2 - 1w/~ 1) 031)
[w/2) u/2]! (u—2)!
_ u(u—1) < u(u —1) _4

Lu/2][u/2] = (u/2 —1/2)(u/2)
Combinando (9.33) com (9.34), obtemos

() = o3 gy Lu/2)u/2] + 01 (24 VT2 ur2])

o(3) + 01 (24VaTwr2ITarmT)

Ademais, como |u/2][u/2] < (u/2 —1/2)(u/2 + 1/2) < u?/4, obtemos

(9.35)

e(U) = p<|g|) + 01 (A|UVA), (9.36)

como queriamos. O

Note que, nessa tltima demonstragio, mostramos que e(U) pode ser escrito
em termos de e(S, W), onde S,W C U. Podemos também escrever e(U) em
funcao de e(S), onde S C U, da seguinte forma.

Fixe 2 < s < w := |U| e considere a soma ZSG(Z) e(S). Cada aresta de G[U]

é contada repetidas vezes. Vamos contar quantas vezes contamos cada aresta
de G[U] nesse somatério.

Seja vw € E(G[U]). Precisamos contar quantos S € (g) existem tais que
vw € E(G[S]). Para que isso ocorra, é preciso que v,w € S. E preciso ainda
escolher outros s — 2 elementos para fazerem parte de S, e hd v —2 = |U \
{v, w}| possiveis elementos dentre os quais podemos escolher. Logo, cada aresta
“_2) vezes. Concluimos que

é contada (S
e(U) = <Z_§>_ Z(:)e(S). (9.37)
se(Y

Antes de provar mais um lema, considere G := G(n,p) com 0 < p:=p(n) < 1
e note que d := d(n) := pn é, “basicamente”; o grau médio de G. De fato, para
todo v € Vg, o grau esperado de v é p(n — 1), de modo que o grau médio
esperado de G é p(n — 1), que é muito préximo de pn para n grande.

-2

Lema 9.5. Sejam 0 <n<1,0<p:=p(n)<1ed:=d(n):=pn. Entdo existe
do = do(n) tal que quase todo G(n,p) com d > dy é n-uniforme com densidade p.
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Demonstragio. Seja G := (V, E) := G(n, p).
Sejam U,W CV com UNW =0, u:= |U| >nn e w:=|W| > nn. Observe

que
E[e(U,W)] = puw > pnnu = ndu. (9.38)

Entao, por (8.61), temos

Pyw = ]P’“e(U7 W) —puw| > npuw}

(9.39)
< 2exp {—%anuw} < 2exp {—%UBdu},
onde utilizamos (9.38) na ultima passagem.
Sejam u > w > [npn] > nn. Tome
P = ]P’[EIU,W CV com UNW =0,
U] =u,|W|=we |e(U W) — puw| >npuw} (9.40)

< Z Pyw.

ve(l)we(l)

Vamos limitar superiormente o numero de pares (U, W) com U € (Z) e
W e (Z) Utilizando (8.20), temos

(D) <@ @) <(2)(2) <9 o

Combinando (9.40) com (9.41) e (9.39), obtemos

Pow < <;>2“2exp{§n3du} =2 [(;>2exp {§n3d}r. (9.42)

Tome 5
do(n) := n—3<2—21n77+1n2>. (9.43)
Se d > dy(n), temos
in®d >2(1—1Inn) +1n2,

de modo que
2(1—1Inn) — in’d < —In2,

orwazt  om

ou seja,

Py <2 (;) N (9.45)
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Portanto, se d > dy(n), entdo
P::IP[HU,WQVCOIH UNW =0,|U| =u > nn,

Wl=w=>nnel|e(UW) - puw| > npuw]

<Y Y res Y Y ofz)

u=[nn] w=[nn] u=[nn] w=[nn] (946)
" "
<2 Y ((1—77)n+1)<2> <@2n+1) Y <2>
uz[nn] u>[nn]
1/2iml dn 42 An+2  4dn 42
pois 7 > 0 implica 27 > 1. Mas isso é justamente o que queriamos. O

Lema 9.6. Seja 0 < p:=p(n) < 1. Quase todo G(n,p) é (p, A)-uniforme para
A=¢3? <5,

Demonstragio. Seja G := (V, E) := G(n, p).

Seja d := d(n) := pn e suponha, sem perda de generalidade, que d = pn > 1.
Podemos fazer essa suposicdo pois, se d < 1, entdo a definicio de (p, A)-
uniformidade é vazia, isto é, todo grafo com d < 1 é (p, A)-uniforme para
qualquer A > 0.

Tome A := 3/2

. Seja
F={UW):UWCVcomUNW=0el<|U|<|W|<dU|}. (947)

Para cada (U, W) € F, defina a varidvel aleatéria

Xow = { 1, se |e(U, W) .fpuw‘ > AV duw; (9.48)
0, caso contrario,
onde u denota |U| e w denota |W/|. Temos
Puw =E[Xyw] = ]P’“e(U, W) — puw| > A\/duw} . (9.49)

Observe que Py w depende unicamente de u e w, isto €, independe dos particu-
) ) )
lares U e W escolhidos. Logo, podemos escrever P, ,, no lugar de Py w quando
conveniente.
Deﬁng a V§r13V61 aleatéria X : Z(U,W)e}‘_ Xuw, que c.o?ta o numero de
pares “ruins”, isto é, pares de conjuntos que violam a condigdo que queremos
satisfeita. Temos

= Y EXuwl= > Puw. (9.50)

(UW)eF (UW)eF
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Vamos mostrar que E[X] = o(1). Para tanto, vamos particionar conveniente-
mente a colecao F.
Seja (U, W) € F. Denote |U| por u e |W| por w. Defina

= uw(U, W) := puw, (9.51)
=t(U, W) = AVduw (9.52)
_7 _ HU,W)

n:=nUW):= MRS (9.53)

Observe que p(U, W) é o valor esperado de e(U, W), que (U, W) é o desvio que
podemos tolerar de e(U, W) com relagao a u(U, W) e que n(U, W) é o desvio
relativo que podemos tolerar. Nao vamos nos referir a u como p(U, W) sempre,
mas ¢é importante lembrar que g é uma funcao de U e W. Evidentemente o
mesmo vale para t e 7.

Note que
(U, W) = Avduw _ Anv duw _ An . (9.54)
puw duw Vduw

Tome Fy := {(U,W) € F:n(U,W) < €} e Fp := F\ Fy. Defina a varidvel
aleatéria X; := E(U,W)e}‘i Xyw para ¢ = 1,2 e observe que X = X; + Xo.
Vamos mostrar separadamente que E[X;1] = o(1) e E [Xa] = o(1).

Primeiro vamos mostrar que

EXi]= Y  Pow=o(l) (9.55)
(UW)eF1

Fixe (U, W) € F;. Usando (8.40) e (8.42), temos

PU,W = P|:|XU7W — ,u| > t:|

SeXp{—M}-ﬁ-eXp{—;Z} (9.56)

Como (U, W) € Fy, temos t = t(U, W) < u(U, W)e? = pe?, de modo que

12 S 2 B A?duw B en (9.57)
2 +t/3) ~ 2(u+pe2/3)  2puw(l+e2/3)  2(1+e2/3) '
Portanto
Pow <2exp - " (9.58)
UwW =SSP T o0 1 e2y3) [ '
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Mas entao

en
E[X;] = Z Pyw < (2")226Xp {—2}
LR 2(14¢2/3)
3

= 2exp {nln4} eXp{_Q(lj—ZQ/?,)} (9.59)

e —2(1+¢€?/3)Ind\
2(1+ ¢2/3) } = o),

pois € > 2(1 +€2/3)Ind e 2(1 +€2/3) > 0.

Resta mostrarmos que E [X3] = o(1).

Seja (U,W) € Fa. Temos n(U,W) > €2, de modo que t = t({U,W) >
w(U,W)e? = pe?. Logo, p —t < (1 —e*)p < 0, de maneira que Pyw =
PXuw > pn+t].

Continue denotando |U| por u e |W| por w. Usando (8.23), temos

= Zexp{—n

[t]
Pyw =P Xuw > p+1t] <P[Xpw > [t]] < (eﬁ%ﬂ) p!l

() () = ()= () = (5)

onde a tltima passagem é justificada pelo fato de que n > €2, de modo que
e/n < 1.
Como 1 < u < w < du, entao

(9.60)

1
Vduw > Vw? =w > i(u—l—w) (9.61)
Seja r :=r(U, W) := u+ w. Da equagao acima, temos
Vduw > @ (9.62)

Defina também y(U, W) := e/n(U, W), de modo que

e evduw _ er(U, W)
= = > . .
y(u,w) W(UW) ~  An = 24n (9.63)

Observe ainda que
1

ja que e? < n(U,W).
As equagoes (9.60), (9.62), (9.63) e (9.64) valem para todo (U, W) € Fs.
Tome f(z) := 28% = (2*)?, onde B := A2n/e, e note que, para todo
(U, W) € Fa, temos

o =(£) () () s

n n
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onde utilizamos (9.54) na ultima passagem.

Como f'(z) = Bf(z)(1 + Ilnxz) e B > 0, temos que f'(y) < 0 para todo
0 <y<1/e, isto é, f(x) é decrescente nesse intervalo. Utilizando esse fato em
conjunto com (9.63), obtemos que, para todo (U, W) € Fa,

(;) = flyU, W) < f <w> 7 (9.66)

ou seja,

(S)t ) (%) (A% /elfer/(2Am) _ (%)M g (9.67)

Note ainda que (U, W), assim como todas as outras fungbes de (U, W),
dependem unicamente de v e w, assim como Py w acima. Entao, para todo
1 <u < w < du, usamos (9.60), (8.20) e (9.67) para obter

(e (Y GR-[FGR"T o

Como r < 2n, entao 55~ < 1. Ademais, como A > 4, temos

n en s/ er \A/2]" en/ er \2]" T
ros 25" 26 - o
(T) = {r 2An } - [T 2An 4n (9.69)
Podemos, finalmente, limitar superiormente E [X5], usando (9.69):

E [XQ] = Z PU,W < Z Z Pu,w

(UW)eF, lsu<rsn ye(V)

we(,.Y,)
n(U,W)>e?

Pows 32 (2)(42)T (9.70)

1<u<r<n

INA
—
IA
e
2]
A
IA
3
7N
=3
N~
N
e 3
N~

IN
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Mas

n [21gn]|

rAT rAT n rAT
Y =X G X G
r=2 r=2 r=[21gn]|
[21gn] lg 2 00 N
<2 () 2 ()
r=2 r=izien] e (9.71)
Ign 1/21=em
lgn 2 2 lgsn 2
S(ngn)<n) +221gn_2 n2 +ﬁ
= o(1).

Mostramos assim que E [X] = o(1). Utilizando agora a desigualdade (6.1)
de Markov, obtemos
P[X > 0] =P[X > 1] <E[X] = 0(1), (9.72)

2

isto ¢, quase todo G(n, p) é (p, A)-uniforme para A = ¢3/2, como querfamos. [

9.2 (n,d,)\)-grafos

Vamos estudar agora um pouco de um tépico favorito de Noga Alon'.
Seja G = (V, E) um grafo com n vértices. Suponha que V' = [n], sem perda
de generalidade. A matriz de adjacéncia A = (ai;),, ;,, de G, é definida da

seguinte maneira:
1, setje€FE;
aij = J , . (973)
0, caso contrario.

Note que a soma de elementos de cada linha ¢ é o grau do vértice i. Obvia-
mente o mesmo vale para cada coluna j.
Como a matriz de adjacéncia é simétrica, entao ela é diagonalizavel e todos

seus autovalores sao reais. Sejam Ay > --- > \,_1 seus autovalores. Dizemos
que {Ag, ..., A\n_1} slo os autovalores do grafo G.

Sejam z, ...,x,_; 0s autovetores de A, sendo que o autovalor associado ao
autovetor z; é A\;. Como A é simétrica, podemos supor que {zg,...,2,_ 1} é

uma base ortonormal de R™ (néo é dificil provar que autovetores associados a
autovalores diferentes de uma matriz simétrica sdo ortogonais).
Podemos decompor A da seguinte maneira:

A= Z )\i (&iil‘T% (9'74)

1Visite http://www.pims.math.ca/science/2002/aga/phenomenavideos/alon/.
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onde é facil ver que z,2;7 é uma matriz de mesmas dimensdes que A e com
posto 1 para todo i. Para ver que (9.74) de fato vale, observe que

n—1 n—1
(Z Ai (ging)>£J = Z >\i§i (&ile) = )\jij = Al]w (9~75)
=0 1=0

Isso é suficiente para mostrar a validade de (9.74) pois um operador linear é
totalmente determinado pela sua acao em elementos de uma base.

Suponha, de agora em diante, que G é d-regular. E fcil ver que (1,...,1)T
é um autovetor de A associado ao autovalor d. Ademais, |);| < d para todo i.
De fato, seja z;, a coordenada de z; com o maior valor absoluto, isto é, |x;p| >
|zi;| para todo j. Vamos limitar superiormente o valor absoluto da p-ésima
coordenada do vetor Az, = \;z;:

~1 —1
|Aizip| = |()‘ilz‘)p| = |(A£z)p| = |Z?:oam'zij| < Z?:o lap; i (9.76)
-1 -1 .
=D i 0 pslTis] < 3000 apjlwip| = dlzip).
Entéo |\izip| = |Ni]|2ip| < d|zip|. Como a; # 0, entdo |z;;,| > 0, de modo que
[Ai| < d, como querfamos.
Concluimos que
X=d (9.77)

e podemos supor que z, = (1,..., D" /vn, ja que lzoll = 1.

Podemos agora definir um (n,d, A)-grafo. Seja G um grafo como acima,
isto é, com n vértices, e com autovalores A\g > --- > A, _1. Dizemos que G é um
(n,d, X)-grafo se G é d-regular e A > |\;| para todo i > 0.

Por exemplo, seja G um grafo d-regular com n vértices e seja A tal que
|Ai] < A para todo i > 0, isto é, tome

A= max{|)\1|, ey |>\n71|} = max{)\l, —)\nfl}. (978)

Entao G é um (n, d, A)-grafo.
Estamos interessados em (n, d, \)-grafos com A pequeno. Porém, como mos-
tramos a seguir, A nao pode ser muito pequeno.

Proposigao 9.7. Seja G um (n,d, \)-grafo. Se d < (1 —¢e)n para algum e > 0,
entdo A = Q(\/d).

Demonstrag¢ao. Suponha que G = ([n], E)). Seja A a matriz de adjacéncia de G
e tome B := A?. B ficil ver que by é o grau de i em G. Mas entdo

nd = tr(A?), (9.79)

onde tr(M) denota o trago de uma matriz M, ou seja, a soma dos elementos da
diagonal de M.

Sejam Ag,...,A,_1 os autovalores de G, com os respectivos autovetores
Loy ooy Ly q- E fécil ver que A2,...,\2_, s@o os autovalores de A%. De fato,
temos A%z, = A(Az;) = A(\iz;) = Ni(Az;) = Nz,
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Agora usamos o fato de que o trago de uma matriz é a soma de seus auto-
valores para obter

n—1 n—1
nd =tr(A%) =Y A =d®>+ > A\ < (1—e)nd+ (n— 1N\ (9.80)
=0 =1

Mas entdo (n — 1)A? > end, de modo que \*> > ed, e portanto A > /eV/d.
Conclufmos que A = Q(v/d), como querfamos. O

(n,d,\)-grafos podem ser tuteis em algoritmos probabilisticos que fazem
passeios aleatérios em certos grafos. Existem construcoes deterministicas de
(n,d, A)-grafos, o que permite que eles sejam utilizados em tais algoritmos. Por
exemplo, Lubotzky, Phillips e Sarnak [13] e Margulis [14] mostraram como cons-
truir deterministicamente os chamados grafos de Ramanujan, que tém d = p+1,
onde p é um primo e A = 2v/d — 1.

9.3 Um lema de Lindsey

Seja H = (h;j)1<i,j<n uma matriz com h,;; € {—1,+1} para todo ¢,j. Se as
linhas de H sao mutuamente ortogonais, entao dizemos que H é uma matriz de
Hadamard. Note entdo que HH' = nl. Segue que as colunas de H também
sdo mutuamente ortogonais. De fato, como HH” = nl, entao H~' = LHT.
Logo, I = H'H = %HTH, isto é, HT H = nl, como querfamos.

Dados inteiros 1 < a,b < n, defina

disc(H;a,b) := max{‘ziel’je, hij| : 1 € ([Z]),J € ([Z])}. (9.81)

E evidente que 0 < disc(H;a,b) < ab.

Teorema 9.8 (Lindsey). Seja H wma matriz de Hadamard n x n e sejam
1 <a,b<n inteiros. Entao

disc(H;a,b) < Vabn. (9.82)
Demonstracdo. Sejam vy, ..., v, aslinhasde H e X, € R" o vetor caracteristico

de J. Dado ¢ € I, temos
D hiy = (i x,)s (9.83)
JjeJ
de modo que
Z hij = Zzh” = Z@mxﬂ = <ZiejﬂiaXJ>- (9.84)

i€l jeg i€l jeJ il

Por Cauchy-Schwarz, temos

B ‘<Zi€f@i’¥1>’ = Hzieﬂi Vb, (9.85)

[Sierjer i el = [ e
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Ademais, como as linhas de H sdo mutuamente ortogonais,

Hzi@yi _\/<Ei61“i’zie1”i>: Yier{visv;) = Van, (9.86)

ja que (v;,v;) = n para todo .

Assim,

abn, (9.87)

szelv

como queriamos. O

‘Zzel jeJ l]

Seja H uma matriz de Hadamard n x n. Defina a discrepancia de H como

disc(H) := max disc(H;a,b). (9.88)

1<a,b<n

Intuitivamente, a discrepancia de H é uma medida de “quao desbalanceada”
pode estar uma submatriz de H, sendo que o nivel de “desequilibrio” de uma
matriz aumenta se ela tem muito mais 1’s do que —1’s, ou vice-versa.

Corolario 9.8.1. Seja H uma matriz de Hadamard n x n. Entdo
disc(H) < n?/2. (9.89)

Demonstragao. Imediato de (9.82). O

9.4 Uniformidade em (n,d, \)-grafos

Seja G = (V,E) um grafo e sejam U, W C V. Até agora, consideramos
apenas e(U, W) para U N W = (). Vamos estender essa notagdo. Mesmo que
UNW # 0, o valor e(U, W) continuard bem definido. Porém, arestas com as
duas pontas em U N W sao contadas duas vezes. Isto é,

e(U,W) = e(U\ W, W\ U) 4 2¢(U NW). (9.90)

Observe ainda que se G é e d-regular com n vértices, entao a densidade de G é
[nd/2][(3)/2] = 7% —4_ isto ¢, & é “basicamente” a densidade de G, para n grande.

Teorema 9.9. Seja G = (V, E) um grafo d-regqular com n vértices. Sejam
Ao > -+ > Ap_1 0s autovalores de G e A 1= maxi<i<n |Ai|. Para quaisquer
UW CV, temos

e(U, W) — 4|U] - |W|‘ < A\/|U| e (1 - '%‘) (1 - ‘nﬂ) (9.91)

Demonstra¢do. Sejam z,...,x,_, os autovetores de GG, sendo que o autovalor
associado a z; é A, para todo i. Como ja discutido anteriormente, podemos
supor que B :={zg,...,Z,,_1} é uma base ortonormal de R".

Fixe U, W C V. Como sempre, tome u := |U| e w := |W|.
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Seja A a matriz de adjacéncia de G. Como ji mostramos em (9.74), temos
A= Z?;ol Az&ﬁ? Tome

Ag = Nozozp (9.92)
€
n—1
E:=) Az, (9.93)
1=1

de modo que A = Ag + E.

Como A¢ é o maior autovalor, podemos pensar que Ay é o “termo prin-
cipal” e que F é o “termo de erro” de A. Da mesma forma, podemos pen-
sar que o “termo principal” de e(U, W) é %uw e que seu “termo de erro” é
M uw(l —u/n)(1—w/n).

Sejam X € Xy Os vetores caracteristicos de U e W, respectivamente. Po-
demos escrever Xy € Xy Da base B da seguinte maneira:

n—1
Xy = Z Oy (9.94)
i=0
onde, para todo i,
o _ T
Q1= <XU7£’L> - XUQW (995)
e
n—1
Xy = D Biy, (9.96)
i=0
onde, para todo i,
o _ T
Bi = Xy Zi) = Xy Zs- (9.97)

Nao ¢ dificil observar que
e(U,W) = XgAXW' (9.98)

De fato, o produto Ay, ¢ um vetor em R" cujo i-ésimo componente conta o
numero de arestas iw, para algum w € W. Multiplicando este vetor por Xg
A esquerda, obteremos o nimero de arestas que ligam um vértice de U a um
vértice de W. Note ainda que, como requer a definicao de e(U, W), as arestas
de G[UNW] séo contadas duas vezes: se uw € E e u,w € UNW, entdo a aresta
uw é contabilizada tanto no u-ésimo componente de AXW quanto no w-ésimo.
Temos entao
e(U, W) = x}, Aoxy, + XL EXyy - (9.99)
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Primeiro vamos mostrar o “termo principal”, isto é, que x onw = dyw.
Combinando (9.92) com (9.94) e (9.96), e usando o fato de que B é uma base
ortonormal, temos

&CSAOXW = (Z a;x ))‘Oxoxo (Zﬁj )

i o (9.100)
=33 Mo (2] zy) (zf z)
i=0 j=0
= Aoofo-
Como G & d-regular, temos Ao = d e z§ = (1,...,1)//n, como ji discutimos

em (9.77). Assim, ag = ngo =u/\/nefy= ﬁ;/go = w/y/n. Obtemos entao
o “termo principal”:

d

T

Apx,, = A = —uw. 9.101
Xy AoXy, = Aocofo = —uw ( )

Vamos agora ao “termo de erro”. Novamente, podemos combinar (9.92)
com (9.94) e (9.96) e usar o fato de que B é uma base ortonormal para obter

EXW (Zaw )(Zx\xjxj)(z:ﬁkxk)

~ Y Y haith (e () (9.102)

i=0 j=1 k=0
n—1
=D N
j=1
Utilizando a desigualdade triangular, obtemos
n—1
XUEXW| < Z (Ajl - la By < /\Z laj| - 1851 (9.103)
Jj=1 j=1
Considere os vetores o' = (a})’7- “Le B = (ﬁ')J 1» onde o = |aj| e B} := |3]

para todo j, e aplique a desngualdade de Cauchy-Schwarz para obter

Z|aj| 1651 = [, 8] < /|- 181l = /5o lag - /S5 16512 (9.104)

Prosseguindo (9.103), temos

n—1
XoEXy | <A lagl - 18] < A\/ (Sited) (sl ). (9105)

Jj=1
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Por outro lado, temos

Za = |x, I — 0§ =u—u?/n =u(l —u/n) (9.106)
e
252 Ixyy I° = B3 = w—w?/n =w(l —w/n). (9.107)
Entao
T n—1 9 n—1 79
X, Ex S)\\/ St a?) (S B3
X | (5521 ) (55=5) (9.108)
= MJuw (1=3) (1= 3).
Combinando (9.99) com (9.101) e (9.108), obtemos que
e(U,W) = uw+ 04 ()\\/uw (1-2)(1- Z’)) ) (9.109)
como queriamos. ]

Corolario 9.9.1. Seja G = (V, E) um (n,d, \)-grafo. Sejam U,W C V com
UNW =0. Tome u:=|U| e w:= |W]|. Entdo

e(U,W) = %uw + 01 (MWuw). (9.110)

Demonstrac¢ao. Imediato do teorema 9.9. O

Se combinarmos o coroldrio 9.9.1 acima com a proposicao 9.7, obtemos que
qualquer (n,d, A)-grafo com A = O(\/ﬁ) é (p, A)-uniforme com p =d/ne A =
O(1).

9.5 Conexidade, aresta-conexidade e emparelhamentos

Sejam k > 2 um inteiro e G um grafo com n vértices. Dizemos que G é
k-conexo se n > k+1 e a remocao de quaisquer k — 1 vértices nao desconecta G.

Por exemplo, tome n := k 4+ 1. Queremos que G seja k-conexo. Entao a
remogao de quaisquer k — 1 vértices deve deixar GG conexo. Porém, tal remogao
deixa G com apenas 2 vértices. Concluimos que deve existir uma aresta entre
cada par de vértices de G, ou seja, G = K.

O teorema de Menger [16] afirma que um grafo G é k-conexo se, e somente se,
para quaisquer pares de vértices u e w de G, existem k caminhos internamente
disjuntos ligando v a w, onde dizemos que dois caminhos P e P’ de u a w sao
internamente disjuntos se V(P) NV (P') = {u, w}.
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A definicao de 1-conexidade é a mesma de conexidade. Definimos ainda que

todo grafo é 0-conexo.

Pomos
k(G) := max{k : G é k-conexo}. (9.111)

Teorema 9.10. Seja G um (n,d, \)-grafo com 1 < d < n/2. Entdo

K(G) > d— [36);] (9.112)

Demonstragdo. Queremos que n > d — [36A%/d] + 1. Como G tem pelo menos
dois vértices e d > 1, entdo n > 2d > d+1 > d+1—[36A?/d], como precisamos.

Ademais, podemos supor, sem perda de generalidade, que

A< d/6, (9.113)
pois caso contrario d — [36A2? /d] < d — 36\%/d < 0.
Suponha que existe S C Vg com
(9.114)

IS| < d—[36)\%/d] <d—36)\*/d<d

tal que G — S é desconexo e vamos ver que isso é impossivel. Para tanto, vamos

aplicar o teorema 9.9 repetidas vezes.
Sejam U um conjunto de vértices de uma menor componente de G — S e

W :=Vg\ (UUS). Como U é uma menor componente de G — S, temos

n—|S| _n—d_n
> — > > — .
Wiz ——2—5—27 (9.115)

pois d < n/2.
Seja v € U. Como U é um componente de G — S, todos os vizinhos de v

estdao em U U S, de modo que |U| + |S| = |UUS| > d+ 1. Assim, por (9.114),

|U| >d+1—1S|>36)\2/d. (9.116)

|U| e w := |W/|. Como e(U,W) = 0, pelo teorema 9.9, temos

Sejam w :=
0>e(U,W)> %uw — M uw, de modo que %uw < MW uw. Mas entao
AXn?2 X n An 1 An An
< AR A 2y A A 11
YSEw Tdw d o6 d S (.117)
onde utilizamos (9.113) e (9.115).
Novamente pelo teorema 9.9, temos
1 1d 5 Au _dAn Au
_ - <2f Au_4An A 9.118
e(U) 2e(U,U)_ 5 U + 5 <5774 u+ 5 Au, ( )

onde utilizamos (9.117).
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Observe que du =Y, ., d(v) = 2e(U) + e(U, S), de modo que

vel
2
e(U,S) =du—2e(U) > du—2 u= (d—2\)u > gdu, (9.119)

onde utilizamos (9.118) e (9.113).
Finalmente, tomando s := |S| e usando (9.116), (9.114) e o fato de que
d < n/2, temos, pelo teorema 9.9, que

e(U, S)

IN

%us+/\\/1E< %ud—l—/\\/ud
_d AV AWd

d
—u+ —u < —u+ U 9.120
T2 Vuo T2 6M\Vd (6120
2

Obtemos entdo que e(U,S) > Zdu em (9.119) e e(U, S) < 2du em (9.120).
Isso é um absurdo! Portanto é impossivel que tal conjunto S exista, e estamos
feitos. O

Note que, se G é um (n,d, \)-grafo, entdo x(G) < d, pois a remogao de d
vizinhos de qualquer vértice desconecta G. O teorema 9.10 acima implica que,
se A é da ordem de V/d, isto ¢, se A = O(Vd), entdo k(G) = d — O(1):

Coroldrio 9.10.1. Seja G um (n,d, \)-grafo com1 < d <n/2. Se A= O(\/&),
entao k(G) =d — O(1) ~ d.

Demonstracao. Imediato do teorema 9.10. O

Exercicio 10. Fize e > 0. Sejap:=p(n):=(1+ 5)1‘;—;1 Prove que quase todo
G(n,p) € [lnn]-conezo, isto €, que

P[K(G(n,p)) > [mﬂ} =1-o(1). (9.121)

E interessante notar que, quase sempre, K(G(’I’L,p)) = 5(G(n,p)), como ilus-
tra o seguinte fendmeno.

Fixelz. Defina N := (72‘) e seja (Gi)fio uma seqiiéncia de grafos tais que
Go é 0 K,, e Giy1 = G; + e para alguma aresta ¢ ¢ E(G;). Se tomarmos a
aresta e equiprovavelmente dentre todas as arestas fora de E(G;), obtemos um
experimento aleatério cujo espaco amostral é o conjunto de todas as seqiiéncias
(Gi)ij\;O’ todas equiprovaveis. Note que o espago amostral tem cardinalidade
NI

Defina as varidveis aleatdrias

7(conexidade) := min{i : G; é conexo} (9.122)

7(6 > 0) := min{i : §(G;) > 0}. (9.123)
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Note que 7(conexidade) é o primeiro instante em que G; é conexo e 7(6 > 0) é
o primeiro instante em que G; nao tem mais vértices isolados. E evidente que

7(conexidade) > 7(§ > 0). (9.124)

O seguinte resultado mostra que, quase sempre, o instante em que G; passa a
ser conexo ¢é justamente o instante em que G; deixa de ter vértices isolados:

Teorema 9.11. Temos

lim P[7(conezidade) = 7(5 > 0)] = 1. (9.125)

n—oo

Em geral, para qualquer k fizo, temos

lim P[r(k-conezidade) = 7(5 > k)| = 1. (9.126)
n—oo
Exercicio 11. Prove o seguinte teorema:
Seja G um (n,d, \)-grafo com d— X\ > 2. Entdo G € d-aresta-conezo, isto é,
G — F € conezo para qualquer F C E(G) com |F| < d. Consegiientemente, se n
€ par, entdo G tem um emparelhamento perfeito.

[Dica: Use o teorema de Tutte e a d-aresta-conexidade de G']

10 O método das diferencgas limitadas

Vamos estudar agora o método das diferengas limitadas (= bounded differen-
ces method). Nesta discussao inicial, vamos apenas enunciar alguns resultados.
Suas provas virao mais adiante.

Lema 10.1 (Chernoff). Sejam X;,...,X,, varidveis aleatorias de Bernoulli,
mutuamente independentes, com P[X, = 1] = p para todo k. Tome X :=
>or_y Xi. Para qualquer t > 0, temos

IE”“X ~E[X]| > t] < 2exp{—2t2/n}. (10.1)

Observe que as cotas (8.40) e (8.42) sao melhores que a cota (10.1) de Cher-
noff se p = o(1). Porém, para p constante, a cota (10.1) de Chernoff é melhor.

No que se segue, vamos trabalhar no seguinte contexto. Sejam X;,..., X,
varidveis aleatdrias mutuamente independentes, com X, € Ay para todo k,
onde supomos por conveniéncia que Ay é finito. Seja f : [[;_; Ax — R uma
fungao que associa um numero real a cada possivel resultado dos experimentos

aleatdrios relativos a Xi,..., X,,. Dizemos que f é (cx)-Lipschitz se existe um
vetor (cx),_; tal que, para quaisquer z,y € [];_; Ak, vale que
|f(z) = fy)| < cx (10.2)

sempre que z e y diferirem apenas na k-ésima coordenada.
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Lema 10.2 (McDiarmid [15]). Sejam Xi,..., X, e f como acima. Defina a

varidvel aleatdria Y := f(X1,...,X,). Para todo t > 0, temos

PlY > E[V]+1t] <exp{—2*/3;_, ¢}} (10.3)
e

P[Y <E[Y]—t] <Jexp{—2t*/3}_, }}. (10.4)

Deixamos para mais adiante a demonstracao desse lema. Observe que o
lema 10.1 de Chernoff é um coroldrio desse lema 10.2 de McDiarmid: basta
tomar ¢y, := 1 para todo k e f(X1,...,X,) = > 1, X

10.1 O numero cromético de quase todo G(n,p)

Vamos aplicar o método das diferencgas limitadas para provar um resultado
sobre o nimero cromético de quase todo G(n, p), no caso em que p é constante.

Sejam 0 < p < 1l,qg:=1—pebd:=1/q. Pode-se mostrar que existe uma
funcdo r :=r,(n) tal que

lim IP[T —-1<a(G(n,p) < r} =1. (10.5)
Ademais, sabe-se que 7,(n) ~ 2log,n. Utilizando (3.2), obtemos que quase
sempre temos

x(G(n,p)) > (10.6)

~ 2logyn

Para grafos em geral, a cota (3.2) pode ser muito fraca, isto é, x(G) pode ser
arbitrariamente superior a n/a(G). Porém, em 1975, provou-se que esse nao é
o caso para grafos aleatdrios: utilizando o algoritmo guloso, obtemos que quase
sempre

(1+0(1)n

(1+o0(1))n
2log, n '

10.7
log, n ( )

< x(G(n,p)) <
Porém, nada se sabia a respeito da distribuicao de X(G(n,p)) dentro desse
intervalo: podia ser que X(G(n,p)) fosse “altamente concentrada” em torno
de um valor desse intervalo, ou podia ser que X(G(n,p)) fosse equiprovavel
dentro desse intervalo. Utilizando-se o método das diferencas limitadas, pode-
se mostrar que o que ocorre ¢ o primeiro caso, cOmo veremos a seguir.

Vamos dizer que uma varidvel aleatéria X := X (G (n, p)) é concentrada com
largura s = s(n, p) se existe u = u(n,p) tal que

lim ]P’{u < X(G(n,p)) <u+ s} =1 (10.8)

n—oo

Por exemplo, a(G(n,p)) é concentrada com largura 1 e ja vimos que X(G(n,p))
é concentrada com largura n/(2log, n).
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Teorema 10.3 (Shamir e Spencer [18]). Para qualquer 0 < p = p(n) < 1, temos
que X(G(n,p)) é concentrado com largura ¥~/n para qualquer funcao 1 = (n)
tal que lim, .o ¥(n) = oo.

Note que esse resultado é muito mais forte: para n grande, o intervalo de
comprimento 2¢/n, comparado ao intervalo de comprimento n/(2log, n), é tao
pequeno que é um ponto dentro desse intervalo maior. Na verdade, provou-se
que esse intervalo é centrado em torno da cota inferior dada por (10.7):

Teorema 10.4 (Bollobés [3]). Quase sempre

x(G(n,p)) = (1+0(1))

. 10.9
2log, n ( )

Antes de provar o teorema 10.3, vamos estabelecer alguns lemas.

Lema 10.5. Seja {Fy,...,F,,} uma particao de E(K,) em m partes. Supo-
nha que f é uma funcdo que associa um numero real a cada grafo e que, para
quaisquer G, G' C K, tais que

E(G) A E(G) C Fy (10.10)
para algum k, vale que

£(G) - F(G&)] 1. (10.11)

Entao a varidvel aleatoria Y = f(G(n,p)) satisfaz
P[{Y ~E[V]] > t] < 2exp{—2t2/m} (10.12)

para todo t > 0.

Demonstragao. E facil provar esse lema utilizando o lema 10.2 de McDiarmid.
Basta tomar Ay := P(Fy), Xy := E(G(n,p)) N F e ¢ := 1 para todo k. O

Corolério 10.5.1. Se um parametro f de grafos € tal que
|F(G) - f(G")] <1 (10.13)

se G e G' diferem apenas nas arestas incidentes a um tnico vértice, entdo a
varidvel aleatdria Y := f(G(n,p)) satisfaz

IP’UY ~E[Y]| > t} < 2exp{—2t2/n} (10.14)

para todo t > 0.

Demonstragao. Considere que V(K,,) = [n]. Tome a seguinte parti¢do de E(K,,)
em n — 1 partes. Para cada 2 < ¢ < n, tome B; := {ji:j <i}. Nossa par-
ticao serd {Ba, ..., Bn}. Precisamos mostrar que tal particdo e o pardmetro f
satisfazem a hipdtese do lema 10.5.

Sejam G,G" C K, tais que E(G) A E(G') C By para algum k. Entdo G
e G’ diferem apenas nas arestas incidentes a um tunico vértice. Mas entao,
por hipétese, temos ’f(G) - f(G’)’ < 1, que é justamente o que é exigido na
hipétese do lema 10.5 em (10.11). Agora o coroldrio segue imediatamente do
lema 10.5. U
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Podemos finalmente provar o teorema 10.3 de Shamir e Spencer.

Demonstragdao do teorema 10.3. Sejam G,G C K, grafos tais que G e G’
diferem apenas nas arestas incidentes a um tinico vértice. Nao é dificil ver que
IX(G) — x(G")] < 1. Podemos entdo aplicar o coroldrio 10.5.1. Seja ¢ = ¥ (n)
uma fungao tal que lim, o ¥(n) = co. Tome t := 1hy/n/2 e Y := x(G(n,p)).
Obtemos entao

P[lY —E[Y]| > ¢¥v/n/2] < 2exp{—1?/2} = o(1). (10.15)

Mas entao Y é concentrada com largura +/n, como querfamos.

O

Exercicio 12. Sejam 0 < z1,...,x, < 1 ndmero reais. Queremos colocar

estes itens em bins de tamanho 1. Seja B := B(x1,...,T,) 0 ndmero de bins

necessdarios. Suponha que Xi,...,X, sao varidveis aleatorias independentes

assumindo valores em [0,1]. Seja Y := B(Xy,...,X,). Prove que, para todo
t>0,

IP[{Y —E[Y]| > t} < 2exp{—22/n). (10.16)

e que Y é concentrada com largura i\/n para qualquer func¢ao ¥ = 1(n) tal que
lim,, 00 ¥ (n) = o0.

10.2 Desigualdades isoperimétricas discretas

Seja S uma regiao no plano tal que area(S) = 1. Queremos limitar inferior-
mente per(S), o perfmetro de S. Por exemplo, se S é um circulo de raio r, entao
r = 1/y/m, de modo que per(S) = 2y/7. Pode-se mostrar que o formato de S
que minimiza sua fronteira é justamente o circulo, de modo que per(S) > 24/7.

Uma forma de se obter o perimetro de S a partir de sua area é a seguinte.
Seja € > 0. Seja S a regiao do plano formada por todos os pontos do plano
distantes no maximo e de algum ponto de S. Entao

area(S.) — area(.9) .

per(S) = ;12% 6 (10.17)
Por exemplo, se S é um circulo de raio r, temos
_ 2_ 2
lim area(S.) — area(.S) — lim w(r+e) —nar
e—0 € e—0 € (10.18)
= lim 27r + me = 27r.
E—

Se S é um quadrado de lado [, entao
im 12 + 4le + 4(me?/4) — 12

lim area(S.) — area(S) i
e—0 £ e—0 € (1019)
= 1111%41 + me = 4l.

62



Seja (V,d) um espago métrico finito. Isto é, seja V' um conjunto finito e d
uma funcio distancia. Mais formalmente, seja d : V? — Rs( uma fungao tal
que

d(xz,x) = 0 para todo x € V, (10.20a)
d(z,y) = d(y, z) para todos z,y € V, (10.20Db)

e
d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) para todos z,y,z € V. (10.20¢)

Sejam A CV et > 0. Analogamente a S, defina
A(t) = {’U eV: d(U,A) < t}, (10.21)

onde d(v, A) := min{d(v,a) : a € A}. E evidente que A C A(). Estamos inte-
ressados em cotas inferiores para |Aq|, se [A| ¢é fixo.

Seja (P, ck)p—o uma seqiiéncia de pares, onde Pj é uma parti¢ao de V e
¢, € R para todo k. Suponha que Py = {V} é uma partigdo com um tnico
bloco, que P, = {{v} NS V} é uma particio com blocos unitdarios, e que
Py <P <---<P,, onde a relagdo < é definida a seguir.

Dadas P, P’ partigoes de V, dizemos que

P <P (10.22)

se, para todo bloco P’ € P’, existe um bloco P € P tal que P’ C P. Intuiti-
vamente, P é uma particao mais grossa do que P’, ou seja, P’ é uma particao
mais refinada do que P. Ou seja, estamos chamando de “refinar” a operagao de
quebrar um bloco em varios.

Suponha ainda que os valores ¢ sdo tais que, se A, B € P e A, B C C para
algum bloco C' € Py_1, entdo existe uma bijecao ¢ : A — B tal que

d(z,o(z)) < e (10.23)

para todo x € A.

Neste caso, dizemos que (V, d) tem tamanho de parti¢io < Y_;'_; cZ. Observe
que cg nao tem nenhum papel nessa defini¢ao.

Considere o seguinte exemplo.

Seja Q™ o grafo n-cubo, isto é, V(Q™) = P([n]) = {0,1}" e, dados z,y €
V(Q™), temos {z,y} € E(Q™) se z, y coincidem em todas as coordenadas exceto
uma. a B
Dados z,y € V(Q™), defina d(z, y) como a distancia de Hamming entre z e y,
isto é, o niimero de coordenadas em que z e y diferem. Note que d é justamente
a funcao distancia em Q". B

Vamos construir parti¢oes Py para cada k. Para cada b € {0, l}k, tome

B) :={z e V(Q"): (x1,...,xx) = b}. (10.24)

Tome
Pr:={B(b) : be {0,1}"}. (10.25)

63



Observe que Py tem um unico bloco e P, tem blocos unitarios. Ademais, é
facil ver que Py refina Py_1, isto é, que Pr_1 < Py para 1 < k < n.

Sejam XY € Py com X, Y C Z € Pr_1. Entéo temos Z = B(b) para algum
b e {0,1}*7" ¢, sem perda de generalidade, X = B(b”) e Y = B(b™"), onde
b = (byy...,bk—1,7) para j =0,1. Tome ¢ : X — Y como sendo

(@1, 1,0, Zpa1, -5 Tn) = (X1, oo Tp—1, 1, Thot 1y -+, T) (10.26)

e note que ¢ satisfaz a propriedade (10.23) desejada se tomarmos ¢ := 1 para
k=1,...,n.
Conclufmos que o tamanho da partigdo de Q™ é < >")'_, 7 = n.

Teorema 10.6. Seja (V,d) um espago métrico e seja (Pg,ck)p_, como acima.
Seja f:V — R tal que
f(x) = fy)| < d(z,y) (10.27)

para quaisquer x,y € V. Seja X uma varidvel aleatoria uniformemente distri-
buida sobre V. Entdo, para todo t > 0, temos

942
P[f(X)-E[f(X)] >¢] < exp{zzzicz} (10.28)

942
PLf(X) +E[f(X)] < ] Sexp{zzici}. (10.29)

Nao vamos provar esse teorema.

Coroldrio 10.6.1. Sejam (V,d) um espago métrico e (Py,ck)p—; como acima.
Seja A CV, com |A|/|V| = « para algum 0 < o < 1. Entao, para qualquer
t > tg, onde

to == \/;(m g) e, (10.30)

1Al —2(t — tg)?
>1-— —_— . 10.31
v 2 exp 22:1 Ci (10.31)

Demonstra¢ao. Tomamos f(x) := d(z, A) para todo z € V.
Sejam x,y € V. Seja a € A tal que d(y, A) = d(y, a). Por (10.20c), temos

temos

d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) = d(z,y) + d(y, A), (10.32)

de modo que f(z)—f(y) < d(z,y). Analogamente, temos f(y)—f(x) < d(y,z) =
d(x,y), onde utilizamos (10.20b) na tultima igualdade. Concluimos que

|f(z) = f(y)| < d(z,y) (10.33)
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para todo xz,y € V.
Seja X uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida sobre V. Tome
t1 :=E[X]. Pelo teorema 10.6, temos

a =Plf(X) = 0] =Plf(X) <t — 1]

= P[f(X) — t1 < —t1] < exp {;ti?} (10.34)
k=1 "k

Tomando o logaritmo natural em (10.34), obtemos que t; < ¢o.
Pelo teorema 10.6, para todo t > tg, temos

A
1H§NPUav>ﬂswuuv>m+tm

9 (10.35)

<Pf(X)—t, >t—t)]<e {Q(tt‘)) }

< —lt1 21—l S€XpPy—<—=n 3 (1

Dhe1Ch
onde utilizamos o fato de que t; — ty < 0.

Mas isso é justamente o que queriamos. O

Corolario 10.6.2. Considere o espago métrico (V(Q™),d) sobre o n-cubo, como
definido acima. Seja A CV(Q™), com |A| = a2™ para algum 0 < o < 1. Para
todo t > tg, onde

to:= /5 (I d)n, (10.36)

temos A
(t) 2
- exp{ — 2t — 1) /n}. (10.37)
Exercicio 13. Seja Sy, := {7 : [n] — [n] : ® € bijecao}, de modo que |S,| = n!.
Crie um grafo G = (S,, E), onde {n,0} € E se m~'o é uma transposicdo,
isto é, uma troca de dois elementos (note que T~ 'o € uma transposicdo se, e

1 \—1 1 L
somente se, (t~1o) " = ol é uma transposicdo).

Prove que S, tem diametro n — 1 e tamanho de particio < n — 1.
Seja A C S, com |A] = an!, onde 0 < o < 1. Prove que, para qualquer
t > tg, onde

to == %(m 5)(11— 1), (10.38)

temos

Aol > 1 exp { ~20-10/(n - 1)}, (10:39)

10.3 Martingais

Seja (£2,P) um espago de probabilidade finito, ou seja, €2 é um conjunto finito
eP:Q — [0,1] é uma funcao tal que ) ., Plw] = 1.
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Seja P = {B; :4i € I} uma particao de Q. Seja X : Q@ — R uma varidvel
aleatdria. Defina a fungdo E(X|P) : @ — R, chamada de esperanca de X em
relagao a particao P, como w € (2

E[X|P)(w) :== E[X|B] (10.40)
onde B; é o bloco de P que contém w e

E[X|Bi]:= Y X(w)Pw|B] (10.41)
weB;

é a média de X condicionada a B;. Note que E [X|P] é uma varidvel aleatéria
que é constante nos blocos de P. Em geral, se uma variavel aleatéria Z : Q — R
é constante nos blocos de uma particao P, dizemos que Z é P-mensurdvel.

Sejam Py, ..., P, particoes de  tais que Py = {2} é uma partigdo com
um unico bloco, P,, = {{w} fw e Q} é uma partigdo com blocos unitdrios e,
ademais, Py < --- < P, onde a relagdo < foi definida em (10.22). Uma tal
seqiiéncia de particoes é chamada de filtro.

Fixe um filtro Py, ..., P,. Se Xo,..., X, sdo varidveis aleatérias tais que
E [ Xk|Pr—1] = Xr—1 (10.42)
para todo 1 < k < n, entao Xy, ..., X, é chamado de martingal.

Um jeito de entender melhor a definicao de martingal é a seguinte. Fixado
um filtro e uma varidvel aleatéria X,,, obtém-se as outras varidveis aleatérias
para que elas satisfagam (10.42).

[a continuar. . .]

11 Desigualdade de Janson

Seja {B; : i € I} uma familia de eventos num espago de probabilidade. Para
nds, esses eventos Bis sdo os eventos bons. Queremos estimar a probabilidade
de que nenhum evento bom ocorra, isto é, P[(,c; B¢|. Equivalentemente, que-
remos estimar a probabilidade do complemento desse evento anterior, ou seja,
P[Uiel Bi]'

Se os eventos {B; : i € I} sdo mutuamente independentes, entdo é claro que
P[Nicr BS] = ILic; P[BE]. Porém, isso ndo vale se os eventos nao forem mutua-
mente independentes. Vamos ver que, se eles sao “basicamente” independentes,
entao a desigualdade de Janson nos garante que ]P’[ﬂ Bf] ¢ muito préximo
de [;c; PIBY].

Vamos especificar melhor a situacdo em que a desigualdade de Janson se
aplica. Fixado um conjunto U, sorteamos um R C U, com Plu € R] = p,, para
todo u € U, e com todos esses eventos independentes. Fixamos também uma
familia A = {4, CU :i € I}. Paracadai € I, tome B; := {R: A; C R} como
o evento A; C R. Seja X; uma varidvel aleatéria indicadora do evento B;, isto
é, vale 1 se B; ocorre e 0 caso contrdrio. Tome X := Y ._; X; como a varidvel

el

i€l
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aleatdria que conta o nimero de conjuntos de A englobados pelo subconjunto R
sorteado. Note que o evento (),.; Bf é o mesmo que o evento X = 0.

Por exemplo, seja U := ([Z]), com p. = p para todo e € U, e p fixo. Entao
estamos trabalhando com G(n,p), isto é, o conjunto R sorteado serd o conjunto
de arestas do grafo aleatdério com n vértices. Tome I := ([g]) e, para cada
conjunto i € I, tome A; := (;) Note que A := {4;:4i € I} é uma familia
formada pelo conjunto de arestas de cada triangulo do K.

Seja i = {u,v,w} € I. Entdo o evento B; := {R: A; C R} é o mesmo que
o evento “G(n,p) contém o tridngulo de vértices {u,v,w}.” Assim, o evento
;e Bf é o mesmo que o evento “G(n, p) ndo contém um tridngulo.” Observe
que os eventos {B; : i € I} ndo sdo mutuamente independentes. De fato, cada
evento B; ¢ independente de varios outros B;’s, mas B; e B; sao dependentes
sempre que |i N j| = 2.

Voltando ao contexto genérico, sejam 4,5 € I. Vamos escrever i ~ j se
i#jeA;NA; #0. Isso define um grafo sobre I. Observe que o evento B; é
dependente de {B; : i ~ j} e independente de {B; : i ¢ j}. Isto é,

P[B; | expressio booleana envolvendo B;’s,i # j| = P[Bj]. (11.1)
Pomos
A= Z{ [Bin B, : (i, )iwj}
_22{ (BN Bj]: (i, )iwjei<j},

onde estamos supondo a existéncia de uma ordem total < arbitrdria definida
sobre I. Podemos ver A como uma certa “medida de independéncia.” Ademais,
pomos

(11.2)

M =[] P[Bf] (11.3)
pi=E[X]= ZIP’[Bi]. (11.4)

Observe que M é o valor de ]P’[ﬂ ] quando os B;’s sao independentes.

el

Teorema 11.1 (Janson [10]). Sejam {B;:i € I}, A, M,u como acima. Supo-
nha ainda que, para um certo 0 < & < 1, temos P[B;] < € para todo i € 1.
Entao

Mg]P’[ﬂieIBf] §Mexp{1i5%}. (11.5)
Ademais,
]P’[ﬂiel Bf] < exp{ — A/2}. (11.6)
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Demonstragao. Na prova desse teorema, vamos usar as seguintes desigualdades
de correlacao, que deixaremos sem prova. Para todoi € [ e J C I, temos

P[B; |Nje; B§] < P[B)] (11.7)

A desigualdade acima faz sentido: se temos informagoes de que certos A; nao
foram englobados pelo subconjunto R sorteado, isso nao pode aumentar a pro-
babilidade de que A; seja englobado. De maneira semelhante, temos

P[B; | By N;e; BS] <P[Bi| Byl (11.8)

para todos i,k eI e J C 1.

Suponha que I = [m].

Da defini¢ao de probabilidade condicional, dada por
P[AN B|

PLAIB] = g

(11.9)

para quaisquer eventos A e B, nao é dificil ver que,
P[Mies Bf| = PIBSIPBs | B{]P[BS | BinBs] -+ P[BS, | Micjern BSl- (11.10)
Agora, por (11.7), temos
P[Bf |Ni<je; BS] =1 -P[Bi|Ny<je; BS] > 1 -P[B] =P[Bf].  (11.11)
Mas entéo, por (11.10),
P|Mies Bf| = PIBf)- - PIB;) = M, (11.12)

que ¢é justamente a primeira desigualdade de (11.5).
Vamos agora mostrar a segunda desigualdade de (11.5). Fixe 1 < i < m.
Primeiro vamos mostrar que

P[B;|[MNi<;<; Bf] = - > PBiN B (11.13)
J<i,invg
Por simplicidade, suponha que ¢ ~ j para 1 < j < d e que ¢ ¢ j para
d<j<i.
Observe que, para quaisquer eventos A, B e C,

P[AN BNC] S [AmBmC]
PBNC] ~— P[C]

P[A|BNC] = P[ANB|C].  (11.14)

Tomando A := B;, B := ﬂ?zl Bf e C:= (. <; Bj, temos

P[B;|Ny<,<; BSl =P[A| BNC] > P[AN B|C]
P[A|CIP[B|ANC]

P[B ’md<j<l ] [B|Aﬂ0]
PIBiP[B|ANC],

(11.15)

68



onde usamos, na tultima igualdade, a equacdo (11.1) e o fato de que i ¢ j para
todo d < j < i.
Mas, usando (11.8),

PBIANC] = P[ﬂg]‘gd Bj | B: N Na<j<i By
*P[(UgjgdBj)c Bj]

=1- P{(U1<j<d B‘ ’ B;n md<j<i Bﬂ

p (11.16)
Z Z B N md<]<z BC]
d
- 5
Assim, de (11.15),
d
P[Bi|Ni<;<; Bf] = PBI] <1 - P[B, IBz'])
7 (11.17)
=P[B;] - Y P[B;N B
=1
Mas isso ¢ justamente (11.13).
Complementando (11.13), obtemos
P[B; | nl§j<iBﬂ =1-P[B] Mi<jc BJC]
<1-P[B]+ > P[B;NB
j<i i~j
=PIB{]+ T pipy O BB B (11.18)
J<’L i~j
1
< P|B¢ }<1+ T Z VIF’[BZ» mBj]),
J<iinvg

onde usamos o fato de que P[B;] < ¢ para todo i € I na ultima passagem. Mas
entao

[BC ’ ﬂl<]<z BC] < P[BC] exp { 1 i Z P[BZ N Bj]}, (1119)

J<i7iNj

Utilizando (11.19) em (11.10), temos

P[ﬂﬁle} < (ﬁP[B }> eXp{l_ Z > PBiNB } (11.20)

i=1 i=1 j<i,invg
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Observe em (11.2) que

zm: > PB;NBj=A/2 (11.21)
i=1 j<i,invg
Mas entao 1A
P[ﬂ?il Bf] SMexp{kg;}, (11.22)

que ¢é justamente a segunda desigualdade de (11.5).
Resta apenas mostrarmos (11.6). Repetindo algumas passagens de (11.18),
obtemos

P[Bf|Ny<jei BS) <1—-P[Bi]+ Y P[B;N B

st (11.23)

< exp{ i+ Z P[B; N B;] }

7<ii~vg
Usando novamente (11.10),

PN, Be| <exo{ - Y PIB; +Z > PBNB}

i=1 i=1 j<i,i~vg (1124)
zexp{ _:U+A/2}a

como queriamos. O

Fagamos algumas observagoes.

Primeiro note que, se € é constante e A tende a zero, entao o lado direito
de (11.5) tende a M.

Observe ainda que, para qualquer i € I, temos P[Bf] = 1 — P[B;] < e FIBil,
de modo que M = [, ;P[Bf] <exp{ -, P[Bi]} = e "

Suponha que estamos numa situacdo em que € = o(1) e ep = o(1), para
algum n tal que n — oco. Entao M ~ e~ *. De fato, temos que existe um xg > 0
tal que

exp{—x —2°} <1 —x < exp{—z} (11.25)

para todo 0 < x < zg.

Como P[B;] < ¢ — 0, existe um ng a partir do qual ¢ < z( para todo
n > ng. Tomando P[B;] como x em (11.25) para todo i € I e multiplicando
tudo, obtemos

[Texo{ - PBi]-P[B]*} < [[PIB] < e (11.26)

iel iel
Mas >, ., P[B ]2 < € icrP[Bi] = ep — 0. Como essa somatéria é o se-

gundo termo do expoente de e na primeira inequacao da desigualdade sandui-
che (11.26), obtemos que M ~ e™ .
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Se, além de ¢ = o(1) e e = o(1), tivermos que A = o(1), entdo (11.5)
implica que
P[Ne, BE] ~ M. (11.27)

Retomando o exemplo dado acima, em que U = ([75]), isto é, estamos tra-
balhando no G(n,p), suponha que p = ¢/n para alguma constante c¢. Temos
P[B;] = p* = &/n® = o(1), p = (3)p* ~ (n3/3!)(c*/n?®) = ¢*/6, de modo que
e~ c8/(6n®) = o(1). Note ainda que

A= (z>3(n = 3)p° <n'p’/2=c"/2n = o(1). (11.28)
Por (11.27), temos

P[Myes BS] ~ M ~e# ~ee/S, (11.29)

Em outras palavras, a probabilidade de um G(n,p), com p = ¢/n, ser livre de

.o . . . B
triangulos é, assintoticamente, e™¢ /6,

Exercicio 14. Seja G um grafo. Denote por x3(G) o nimero cromdtico para
triangulos de G, ou seja, o menor numero de cores necessdrio para se colorir os
vértices de G evitando triangulos monocromdticos. Prove que existe um grafo G
com w(G) =3 e x3(G) > 2005.

Observe que, se A > 2y, entdo a cota (11.6) do teorema 11.1 é vazia.
Teorema 11.2. Sejam {B; :i € I}, A, u,e como na hipdtese do teorema 11.1.
Suponha, adicionalmente, que A > . Entdo

2

P[Mer Bf| <exp{ - 2%} (11.30)

Demonstra¢do. De (11.6), temos

- 1n]P>[mi€,Bg] >p—A2=3"P[B] - %ZP[& N B;). (11.31)
el

inj

Claramente tal desigualdade vale para todo S C I:

1
- lnP[ﬂiGS B;?] > PBl-5 Y. PBNB (11.32)
€S 1,jESi~g

Queremos encontrar um subconjunto S C I que maximiza o lado direito
de (11.32). Vamos sortear tal S: para cada i € I, independentemente, coloca-
mos ¢ em S com probabilidade p := u/A < 1. Vamos denotar a esperanca nesse
espago de probabilidade por Eg. De (11.32), temos

> Eg

ZIP’[Bi]—% > PBiNB;]|. (11.33)

i€S i,jESinvg

Eg l— lnP[ﬂies Bf}
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Mas Eg [Y;cs P[Bi]] = pu e Eg [Ziwj,i,jGSP[Bi N B;]] = p*A, de modo que

Es l—lnP[ﬂiest} > pu— pPAJ2 = %2_% :%. (11.34)
Mas entao existe S C I tal que
2
—ln]P’[ﬂieS Bf] > (11.35)
Assim,
P[Mier Bf| < P[Nics Be| <exp{ - %} (11.36)
como queriamos. O

A seguinte cota é forte se A = o(u).

Teorema 11.3. Sejam {B; :i € I}, A, u,e como na hipdtese do teorema 11.1.
Para cada i € I, seja X; a varidvel aleatoria indicadora do evento B;. Tome
X =) c; Xi. Para todo vy > 0, temos

P[X < (1-7)u] gexp{ —QJZ‘”L}. (11.37)

12 O lema local

Vamos agora estudar o lema local de Erdds e Lovész [8], também conhecido
como lema local de Lovész, ou crivo local de Lovasz.

Sejam Aq, ..., A, eventos num espago de probabilidade arbitrario. Para nés,
esses sao0 os eventos ruins: estamos interessados em provar que P[ﬂle A¢] > 0.

Se Ai,...,A, sdao mutuamente independentes, entdao basta mostrar que
P[A;] < 1 para todo i. Mas como nao estamos supondo independéncia, nao
é suficiente provarmos isso. No nosso caso, precisamos provar que a dependén-
cia existente é limitada de certa forma.

Um grafo de dependéncia para os eventos Aq,..., A, é um grafo dirigido
D = ([n],A) tal que, para todo i, o evento A; é mutuamente independente
de {A;:j#ie(i,j) & A}. Isto é, se tomarmos J := [n] \ I'" (i), onde I'* (i) :=
{j: (¢,7) € A}, entdo

P[A;| expressdo booleana envolvendo A;’s,j € J| = P[4;]. (12.1)

Teorema 12.1 (Lema Local). Sejam Ay,..., A, eventos num espaco de pro-
babilidade e seja D um grafo de dependéncias desses eventos. Suponha que
d = AT(D) := max {|T'"(i)| : i € [n]} e, ademais, P[A;] < p para todo i, com
ep(d+1) < 1. Entdio

P[ﬂle A?} > 0. (12.2)
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12.1 Hipergrafos e a propriedade B

Vamos ver alguns exemplos de aplicagao deste teorema.

Dado um hipergrafo H = (V, E), dizemos que H tem a propriedade B se
existe uma biparticio {Vi,V2} de V tal que eN'Vy # 0 e eNVy # ) para
toda aresta e € E. Isto é, existe uma coloracao de V com duas cores tais que
nenhuma aresta é monocromatica.

Teorema 12.2. Seja H = (V, E) um hipergrafo tal que, para todo f € FE,
vale que |f| > k e f Ng # 0 para no mdrimo d arestas g € E, g # f. Se
e(d+1) <281 entdo H tem a propriedade B.

Demonstracdo. Colorimos V' com duas cores aleatoriamente.

Para cada f € E, seja Ay o evento “a aresta f é monocromatica”. Clara-
mente, podemos definir um grafo de dependéncia D = (E, A) com AT(D) < d:
para cada f € E, hd no méximo d outras arestas que a intersectam. Todas as
outras arestas sao mutuamente independentes de Ay.

Ademais, para todo f € E,

P[Af] = (12.3)
E a hipétese nos garante que e(d + 1)/2¥~! < 1. Mas entdo podemos aplicar o
teorema 12.1 para obtermos P[ﬂfeE Aﬂ > (), isto é, existe uma coloragao que
nao deixa nenhuma aresta monocromatica, que é justamente o que queriamos.

O

Seja H = (V, E) um hipergrafo. Dizemos que H é k-uniforme se, para todo
f € E, temos |f| = k. Dizemos que H é k-regular se, para todo x € V, temos
d(z) =k,onded(x)=|{f € E:x € f}|

Corolario 12.2.1. Seja H = (V, E) um hipergrafo k-uniforme k-regular. Se
k> 9, entao H tem a propriedade B.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar o teorema 12.2.

Seja f € E. Sejaxz € f. Como H é k-regular, entdo d(z) = k, ou seja,
existem exatamente k—1 outras arestas que contém z e, portanto, intersectam f.
Como H é k-uniforme, entao |f| = k. Mas entdo existem no méximo k(k — 1)
outras arestas que intersectam f. Logo, podemos tomar d = k(k — 1).

Para aplicarmos o teorema 12.2, precisamos que e[k(k —1) +1] < 28-1. E
facil verificar que isso vale para k > 9. O

O corolario acima vale para k = 8: isso foi provado opr Alon e Bregman. E
um problema em aberto para 4 < k < 8.

Seja G = (V, E) um grafo. Para cada v € V, seja L, um conjunto de cores.
Uma (Ly),cy -coloragio de G é uma atribuicao de cores para os vértices de G
de forma que a cor atribuida a um vértice v pertence a L,,.
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Exercicio 15. Seja G = (V,E) um grafo e, para cada v € V, seja L, um
congunto de cores. Suponha que |L,| > 1 para todo v € V e, para todo v € V,
toda cor ¢ ocorre no mdzximo 1/8 vezes nas listas Ly, ..., Ly, , onde T'(v) =
{ui,...,ur}. Mostre que G admite uma L,-colorag¢do propria.

[Dica: Para cada cor i e aresta e = xy tal que ¢ € L, N Ly, chame de A4;, o

evento em que z e y sdo coloridos com a cor i.]

12.2 Demonstracao do lema

Primeiro vamos provar um resultado mais forte, do qual o teorema 12.1
seguird como corolario.

Teorema 12.3. Sejam Ai,..., A, eventos num espaco de probabilidade e D
um grafo de dependéncias desses eventos. Suponha que x1,...,x, € [0,1) sdo
tais que
PlA] <z J] (1-x) (12.4)
FETL (%)

para todo . Entao
n

P[m;;l Ag} > [ =) >o. (12.5)

i=1

Demonstracdo. Vamos mostrar, por indugdo em s, a seguinte afirmativa Ig:
para qualquer S C [n] com |S| = s, temos

P[ﬂjes Aﬂ >0 (12.6)

e, para todo i € [n] \ S,
P[Ai

njes A;} < @ (12.7)

Para a base da inducao, temos s = 0, ou seja, S = (). Note que IP’[ ﬂje@ A;] =
P[Q] =1 > 0, de modo que (12.6) é satisfeita. Ademais, a condigao (12.4) da
hipétese nos garante que (12.7) é satisfeita, pois 1 — z; < 1 para todo i.

Para o passo da indugao, suponha que s > 0 e que a afirmativa Iy vale para
todo 0 < s’ < s.

Sejam S C [n] com |S|=sei€[n]\S.

Seja k€ Se S =5\ {k}. Temos

P[A; NNjes Aﬂ - JP[A;

MNjes: A;:| P{ﬂjeS' Aﬂ (12.8)

Como |S’| < s, a hipdtese de indugao nos garante que P[ﬂjes, A?] > 0 e que
]P’[Ak‘ ﬂjes, A;] < z; < 1, de modo que ]P’[Aﬂ ﬂjes, A;] > 0. Ou seja, os
dois fatores do lado direito de (12.8) sdo positivos. Mas entdo provamos (12.6)

para S.
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Resta provarmos (12.7). Ponha
Sy = SNTH()

e Sy :=85\5].
Suponha que S; = @), de modo que S = S5. Por (12.1), temos

P [Ai

Njes A5] = PlA] < 2.

(12.9)

(12.10)

Podemos supor entdao que S; # (J, e portanto |S2| < s. Pela hipdtese de

inducao,
P[Mycs, 47| > 0.

Suponha que S; = {j1,...,jr}. Usando (11.9), ndo é dificil ver que

Py 45, | Nies, 45] = P45,

P[4,

ﬂlESZ Alcj| X

A5 N Nies, Alc] Xoeee X

M2 A5, 0 Nies, A5

P45,

Mas entao, pela hipétese de indugao, temos

P[ﬂ;‘;l A5 1 Nies, Aﬂ - (1 B P[Ajl Mies, A;:DX
(1= P[4 ] 45 N Nies, 47]) -+ %
(1 - P[Aj,- Nizt A% N Nies, Aﬂ)
> (=) —aj) - (1=,
=[I{a-=p:jesnrim}.

Por outro lado, por (12.1) e (12.4), temos

Pl n ﬂjesl Aj ‘ nl€S2 AIC} < P[Ai nleSz Alc] = PlA}]
<z H (1 - l‘j)

FETH (4)

SziH{(lij) je SHFB(Z‘)}.

De (11.9), nao ¢ dificil verificar que

P[Ai NMjes, A ’ MNies, Azc} |

A,
7l P|fes, 45| Nies, A7)

Mjes 4] =

(6]

(12.11)

(12.12)

(12.13)

(12.14)

(12.15)



Usando (12.13) e (12.14) em (12.15), obtemos enté&o

P [Ai

Nes Aﬂ < 1, (12.16)

o que completa a prova do passo de indugao.
Para provar (12.5), basta ver que

P|(Viy Af| = P[AS] x P[AS [ A] x - x P[A5 | Mo 4]
= (1-P[Ag]) x (1-P[45] AS]) x - x

X (1 - IP[A; | ﬂ1§i<n Aﬂ)
>(1—a)--(1—2,) > 0.

(12.17)

Podemos agora provar o teorema 12.1:

Demonstracao do teorema 12.1. Se d = 0, entao os eventos sao mutuamente
independentes, e o teorema segue imediatamente.

Suponha entdo que d > 1. Tome z; := 1/(d+ 1) < 1 para todo i. Queremos
que z; satisfaga (12.4). Temos

d
1 1
i 1—z;)> 1-— . 12.1
i H ( xj)_d+1( d+1> (12.18)
GETH(0)
Mas p p p
1 d d+1\""_ |
1—— = — = — > 12.19
( d+1) (d+1) (d) = (12.19)
pois, por (6.8),
d d
1 d+1
>l14+-=) =—] . 12.20
=(+3) - () 1220
Assim, utilizando a hipétese de que ep(d + 1) < 1, obtemos
1
; l—2,)> ——— >p>P[A4,], 12.21
v 1 =22 g 202 PlAY (12.21)
JETE (3)

ou seja, 0s x;’s satisfazem (12.4). Agora basta aplicar o teorema 12.3 para obter
k c
PN, 4¢] > 0. (12.22)

O
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12.3 Dimensao de ordens parciais

Seja P = (P, <p) uma ordem parcial com P finito. Uma extensdo linear L
de P é uma ordem total <j tal que x <p y = = <p y. A dimensdo de P,
definida por Dushnik, é dim(P) := min|L|, onde £ varia sobre a familia de
extensoes lineares de P com (., L =P.

Equivalentemente, temos que dim(P) < d se, e somente se, existe uma in-

jecio ¢ : P — R¥ com z <, y <= p(z) <4 ¢(y), onde (21,...,74) <4
(Y1,---,Y4) <= z; < y;,Vi. Note que isso é uma interpretacido geométrica.
Exercicio 16. Seja P :={a1,...,a5+1,b1,...,bp11}. A relagio <p € definida

da seguinte forma. Temos a; <p b; para todo j # i. Isso define uma ordem
parcial P = (P,<p). Prove que dim(P) =k + 1.

Dado x € P, defina
c(x) =cp(x):=|{y e P:x<pyouy<pz} (12.23)

como o numero de elementos de P comparaveis com x. Tome

k:=k(P) = max |e()]. (12.24)
Trotter [20] conjecturou que
dim(P) < f(k) (12.25)
para alguma fungao f. Na verdade, Rodl e Trotter (cf. [20]) provaram que
f(k) <2k +2. (12.26)

Ja vimos no exercicio 16 acima que f(k) > k+ 1.
Fiiredi e Kahn [9] melhoraram significantemente o resultado de Rédl e Trot-

ter, provando que
dim(P) < ck(In k) (12.27)

para alguma constante ¢ > 0.

Tome N := |P| esejan: [N] — P uma bijegdo. Chamaremos 7 de permuta-
¢ao de P. Dada uma permutagao w de P, denote por <, a ordem total sobre P
definida por 7. Note que 7 é uma extensao linear de P se ¢ <p y = = <, y.

Seja m uma permutacgao qualquer de P. Denote m = x1 - - -z, isto é, z; =
m(i) parai=1,...,N. Sejam i,j € [N] com ¢ < j. Temos

T=x1- T Tj - TN. (12.28)
Uma rotacgao de m é uma permutacao da forma
mT=1 T 1TjTqTj—1Tj41° " TN- (1229)

Considerarmos apenas tais rotacoes para i e j satisfazendo x; >p x; e ¢ < j.
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Lema 12.4. Seja m uma permutacdo de P. Podemos transformar m em uma
extensao linear de P fazendo rotag¢ées como acima.

Demonstracdo. Sejam™ = x7 - -+ xy uma permutagao de P e seja k o maior inteiro
entre 0 e N tal que z; <p x; = x; <, z; paratodoi < keje€n|. Sek=N
nada temos a demonstrar, pois 7 é uma extensao linear de P.

Suponha entdo que k < N. Pela escolha de k, sabemos que existem j € [n]
tais que Tj <p Tgt1 €T >x Thtl- Em outras palavras, o conjunto

Ji={jix;<pappej>k+1} (12.30)

¢ nao vazio. Mas entao a rotacao que leva x; imediatamente antes de xjy; ¢
aplicdvel para todo j € J. Escolha j em J tal que x; é minimal. E facil ver
que, apds a rotacao que leva x; imediatamente antes de xy41, a permutagao
resultante 7’ satisfaz z; <p ; = z; <n x; paratodo i < k+1lej € n]. O
resultado agora segue por inducao em k. O

Lema 12.5. A dimensdo de P é o menor « tal que existem permutagdes
T1,...,Tq de P tais que

y€pr = 3Ji:z <., Uy), (12.31)

onde
Uly):={z€P:y<pz} (12.32)

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que dim(P) > a.

Dada uma permutacao m de P, chame de L, a ordem total induzida por .

Sejam m1,...,Tq permutacoes de P tais que P = ﬂ?zl L., e d = dim(P).
Afirmamos que (12.31) vale para estas permutagoes ; e, portanto, a < dim(P).

Sejam x,y € P com y £p . Como P = ﬂ?zl L,,, entdo existe um indice %
tal que z <, y. Como m; é extensao linear de P, temos que y <, U(y) e
assim x <, U(y), por transitividade. Provamos assim que vale (12.31). Logo,
dim(P) > a.

Agora vamos mostrar que dim(P) < . Sejam 7y, ..., 74 como no enunciado
do lema, com o minimo.

Fixe i. Transforme 7; em uma extensao linear de P usando rotagoes (como no
lema 12.4). Afirmamos que, ao fazermos isso para todo i, obtemos permutagoes
7, ..., T, que sdo extensdes lineares de P e que também satisfazem (12.31).

Sejam z,y € P com y £p xz. Por hipdtese, existe um indice i tal que
x <z, U(y). Suponha que, numa rotagao, algum elemento u € U(y) seja movido
para imediatamente antes de um elemento v € P, e acabe ficando menor do
que z nesta nova permutacao. Pela definicao de rotacao, temos entao v >p u.
Ademais, como u é menor que x nesta nova permutagao (apds a rotagao), temos
v <, z. Por outro lado, como u € U(y), entdo y <p u <p v, de modo que
v € U(y). Mas entdo = <, v. Temos assim v <., ¢ e x <., v, um absurdo!
Logo, (12.31) vale para 7/,..., 7,

o
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Afirmamos agora que P = (), L. Como Ly é extensao linear de P para
cada i, ¢ evidente que P C (), Ly ’Suponha qué y £p x. De (12.31) temos
x < U(y) para algum i. Em particular, <./ y e, portanto, (y,z) ¢ Moy Ly
Assim, concluimos que a > dim(P), como queriamos. O

Proposigao 12.6. Seja

u:=u(P) = max |U(y)|- (12.33)
Temos
dim(P) < [2(u+1)In|P|]. (12.34)
Demonstracao. Sejam 71, ...,y permutacoes aleatorias de P, com
d:=[2(u+1)In|P]|]. (12.35)

Afirmamos que essas permutagoes satisfazem (12.31) com probabilidade positiva
e, portanto, o resultado segue do lema 12.5.
Fixe x,y € P distintos e 1 < i < d. Entao

1 1
Plx <, = > . 12.
Assim,
, 1 \* d 1
P[Vz,x Lo, U(y)} <|1- m < exp —m < Wz (12.37)

onde a ultima desigualdade segue da definigao de d. Portanto,

P,y € Py £p o e Viz x, Uly)|

1
< IP’[EIx £y € PNix £5, U(y)} < |1D|2W =1 (12.38)

Assim, existem 7y, ..., Tg que satisfazem as hipéteses do lema 12.5 e a pro-

posicao esta provada. O

12.4 Familias misturadoras de permutacoes

Sejam 71, . . ., w4 permutagoes de [n]. Dizemos que {71, ..., 74} é uma familia
t-misturadora, onde 2 < t < n, se, para qualquer X € ([?]) e x € X, existe um
indice i tal que © <., X \ {z}. Seja

d(n,t) :=min {d : existe uma familia ¢t-misturadora
) (12.39)
de [n] com d permutacdes}.

Por exemplo, d(n,2) = 2.
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Exercicio 17. Mostre que, para quaisquer n e 2 <t <n, temos
d(n,t) < [ﬂ(l +In(n/t)) + tlnt—‘. (12.40)

Considere um hipergrafo (V,H). Para cada v € V, defina o grau de v,
denotado por d(v) ou dy(v), como o ntimero de hiperarestas de H contendo v:

dw) :=dnw):=|{H e H:ve H}. (12.41)
Defina o grau méaximo do hipergrafo como

A(H) = rglea&({dﬁ(v)}. (12.42)

Lema 12.7. Seja (X, H) um hipergrafo, com A(H) < b e |H| < b para toda
hiperaresta H € H e para algum b > by. Ponha s := [b/Inb] e v := [2elnb].
Entao existe uma “coloragio” X = X1 U---U X, tal que |H N X;| < v para todo
HeHel<i<s.

Demonstracao. Considere o seguinte experimento aleatério: para cada vértice
x € X, escolha aleatoriamente uma dentre as s possiveis e atribua esta cor a z.
Vamos usar o lema local para mostrar que, com probabilidade positiva, existe
uma coloracao satisfazendo as propriedades desejadas.

Para cada hiperaresta H € H e cor i € [s], defina o evento Ag,; como a
ocorréncia de |[H N X;| > v. Ou seja, os eventos Ap,; sao os “eventos ruins”.
Considere o grafo D sobre estes A ; pondo um arco ligando Ay ; a Apr i se,
e somente se, H N H' # (. Entao é ficil ver que D é um grafo de dependéncias
para os eventos Ag ;, jA que os eventos Ay ,; e Ay sdo independentes se H
e H' forem disjuntos.

Seja d o grau méximo de D. Seja H uma hiperaresta de H e ¢ € [s] uma cor.
Seja x € H. Sabemos que z estd em no maximo dy(z) —1 < A(H)—-1<b-1
outras hiperarestas. Ademais, H tem no méaximo b elementos. Entdo hd no
méximo b(b— 1) hiperarestas H' € H que intersectam H. Além disso, contando
a prépria aresta H, e todas as s cores, temos que d < (b(b -1+ 1)8. Note
ainda que estamos contando o préprio evento Ay ; nessa contagem, de modo
qued+1< (b(b —1)+ 1)5. Conclufmos que d + 1 < b3.

Antes de aplicar o lema local, precisamos ainda limitar a probabilidade do
evento Ap ;. Observe que a varidvel aleatéria |H N X;| segue a distribuicao
binomial com pardmetros |H| e 1/s. Mas entéo, usando (8.18) e (8.20), temos

=i < ()2 < (2)

< (W’W) - (;) < g-2emnt (12.43)

_ b72eln2 < b73,7

Logo, P[Ay ;] < p para p:=b=37.
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Como
ep(d+1) <eb™>7p® < 1 (12.44)

para todo b > by := 5, podemos aplicar o lema local para mostrar que, com
probabilidade positiva, nenhum dos eventos ruins acontece, como queriamos. [

Observe que, no resultado acima, nao foi feita nenhuma suposigao sobre | X|.
Tudo é feito de “forma local”.

Lema 12.8. Sejam a,b > 1 inteiros e (Y, H) um hipergrafo tal que A(H) <b e
|H| < a para todo H € H. Entao existe uma “coloragao”Y =Y, U---UY,,, com
n:= (a—1)b+1, tal que |[HNY;| <1 para toda hiperaresta H € H e cori € [n].

Demonstracdo. Podemos aplicar um algoritmo guloso para provar este lema:
para cada elemento y € Y ainda nao colorido, consideramos as “cores proibidas”
para y como sendo as cores que, se atribuidas a y, violariam a propriedade do
lema. As “cores proibidas” para y s@o as cores ja atribuidas a algum elemento x
que estd numa mesma hiperaresta contendo y. Mas y estd em no méximo
A(H) < b hiperarestas, e cada uma delas tem no méximo a — 1 outros elementos
além de y. Mas entao sempre existe uma cor, dentre as (a—1)b+1 cores possiveis,
que nao é proibida para y, e podemos colorir y com tal cor. O

Exercicio 18. Seja P uma ordem parcial e seja k := k(P), como definido
m (12.24). Mostre que, para todo k > 2,

dim(P) < ck*Ink (12.45)
para alguma constante ¢ > 0.
Podemos agora provar o teorema de Fiiredi e Kahn citado acima:

Teorema 12.9 (Fiiredi e Kahn [9]). Seja P uma ordem parcial e seja k := k(P),
como definido em (12.24). Entao

dim(P) < ck(In k) (12.46)
para alguma constante ¢ > 0.

Demonstracdo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que k > ko para
algum ko grande. De fato, se (12.46) ndo valer para algum k < ko, basta
trocar ¢ por uma outra constante, suficientemente grande, e (12.46) passard a
valer para todo k.

Tome H := {U(z) : € P}, usando a defini¢ao de U(x) dada em (12.32).
Entao H é o conjunto de hiperarestas de um hipergrafo sobre P, sendo que
A(H)<k+1el|H| <k+1 paratodo H € H.

Pelo lema 12.7 acima, existe uma “coloracao” P = X; U---U X, com s :=
[(k+1)/In(k + 1)], tal que |U(z) N X;| < v para todo z € P e i € [s], onde
v:=[2eln(k +1)].
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Para cada i € [s], ponha H; := {U(x) N X, : x € P}. Entédo H; é o conjunto
de hiperarestas de um hipergrafo sobre X;, com A(H;) < k+1e |H| < v para
toda hiperaresta H € H;.

Pelo lema 12.8 acima, existe uma “coloragao” X; = X;; U --- U X;,, com
n:=(v—1)(k+1)+1, tal que |U(z) N X;;| <1 paratodoz € X; e j € [n].

Seja 71, ...,mq uma familia de permutagdes (v + 1)-misturantes, onde d :=
d(n,v + 1) como definido em (12.39). Isto ¢, para todo T' C [n] com |T| < v
e qualquer « € [n] \ T, existe um indice i € [d] tal que o <, T. Por (12.40),
temos

(v—1)(k+1)+1
v+1

d< [(v +1)? (1 +In ) + (v+1)In(v + 1)} . (1247)

Para quaisquer 4, j, considere R;; uma ordem total arbitréria sobre X;; e

seja R;jl a ordem reversa, isto é, x <g,, y <= y <p-1 x. Para cadai € [s] e
ij

cada [ € [d], considere

Tl -= (Ri,m(l)7 cee 7Ri,m(n)a RP\Xi) (1248)
mh = (Rip 1y Biy oy By x)s (12.49)
onde Rp\x, e R’P\ x, Sao ordens arbitrdrias sobre P \ X;.

Temos assim 2sd permutacoes m;; e 7TZ/<’l. Afirmamos que estas permutacoes
de P satisfazem (12.31) do lema 12.5, e portanto dim(P) < 2sd.

Primeiro verificamos que 2sd = O(k(ln k)2), como precisamos. Para tanto,
note que s = O(k/Ink) e que v = O(In k), de modo que d = O((In k)3). Mas en-
tao 2sd = O(kz(ln k)2), como querfamos. Assim, resta apenas provarmos (12.31).

Fixe 2,y € P com y £p . Queremos que x <, , U(y) ou z <, , U(y) para
algum i € [s],] € [d]. Temos x € X;, para algum i € [s],a € [n]. Em qualquer
0y Ty, temos « <z, U(y) \ Xi e @ <p U(y) \ X;, pela construcao de m;; e
772717 onde os elementos fora de X; sao os tiltimos.

Consideremos agora U(y) N X; € H;. Ponha T := {j € [n] : U(y) N X;; # 0}
como o conjunto de cores j que ocorrem em U(y) N X;. Temos entdo |T| <
|[U(y) N X;| < v. Pela escolha das permutagoes 71, ..., 74, existe m; tal que
a <x, T\{a}. Temos assim que R;, aparece antes de R;z em 7;; € em W;,l para
todo B € T\ . Se o € T, estamos feitos, pois af vale que v <,,, U(y) N X;.
Suponha entdao que a € T. Entéo |U(y) N X;o| = 1. Seja z o tnico elemento
de U(y) N Xia. Entdo x <g,, z ou z <p-1 z. Mas af temos ou z <, , 2 ou
x <m 2z Concluimos que x <, U(y) NX; oux <a, Uly) N X;. Ou seja,
vale (12.31), como querfamos. O

13 Entropia
Seja X uma varidvel aleatéria tomando valores em um conjunto finito S.

Para todo z € S, ponha p, := P[X = z]. Temos entdao um vetor (p),cg
indexado por S, com 0 < p, < 1 para todoz € Se >  .¢p, = 1. Defina a
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entropia de X, também chamada de entropia bindria de X e denotada por H(X)
ou Hy(X), como

H(X) = Hy(X) := E [1g(1/p.)] prlgf > —palgp..  (131)
zeS €S

Convencionamos ainda que 01g0 = 01g(1/0) = 0.
Se Y é uma varidvel aleatéria tomando valores em um conjunto 7" finito,
definimos a entropia de X dado Y, denotada por H(X|Y'), como

H(X|Y) = H(X,Y) - H(Y). (13.2)

Observe que neste caso estamos considerando Z := (X,Y’) como uma varidvel
aleatéria tomando valores em S x T'. Desta forma,

H(X|Y)=H(X,Y) - H(Y)

:( > Pwylgp) (Zpulg) (13.3)

(z,y)eSXT yeT

Intuitivamente, H(X) mede a informacao em X e H(X|Y) a informagao
em X, dado que sabemos Y.
Observe ainda que

da? dr \zIn2 221n?2

d?(1 d 1 1
n_d( 1y L s
é sempre negativo para x > 0, de modo que lgx é concava para x > 0, e que

d?(xlg ) d 1 1
— = — (InQ +lgx> = (13.5)

da? dx zln?2

é sempre positivo para x > 0, de modo que x1gx é convexa para x > 0.
Podemos verificar no seguinte lema que a afirmagdo de que H(X) mede a
informacao em X faz sentido.

Lema 13.1. Sejam X,Y, Z varidveis aleatorias tomando valores nos conjuntos
finitos S, T, U, respectivamente. Entao

H(X) <lg|s|, (13.6)
H(X,Y) > H(X), (13.7)
H(X,Y) < H(X)+ H(Y) (13.8)

com igualdade sempre que X eY forem independentes, e

H(X|Y,Z) < HX|Y). (13.9)
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Demonstragdo. Para provar (13.6), basta utilizar a desigualdade (5.11) de Jen-

sen, com f(z):=—lgz e A\, :=1/p, e para todo = € S:
sz 1/pa; < f(zpw ) :lg|S|
zeS zes Pe

Para provar (13.7), vamos usar o fato de que lgx é uma fungao crescente.
Assim, como pgy = P[X =2,Y = y] < p,, temos

=D > payl gf > Zprlg*

€S T rE€S T

eove coue (13.10)
=z(zpw)1g =Y plso = HOX)

xeS “yeT reSs

Vamos agora mostrar (13.8). Temos
H(X)+H(Y) —H(X Y)=

> (ZM;) lg* +Y (Zp;w) 1gf -y prylg—. (13.11)

zeS “yeT yeT “zeS zeSyeT
Assim,
H(X)+H(Y) - =3 pay (lg +lg— flg >
reSuet (13.12)
= Zszylg ( Dy ) :
zeSyeT
Considere a fungao f(w) := wlgw e ponha wyy = pgy/(P2py) para todo
(z,y) € S x T. Entao
HX)+HY) - HX,Y)=> > papyf(way). (13.13)

zeSyeT

Mas > o Zyeszpy = 1 e assim, pela convexidade de f e pela desigual-
dade (5.11) de Jensen, temos

DN vy flway) > f ( > prpywxy)

zeSyeT zeSyeT

_ ( Z Z pwy> (13.14)

zeSyeT

=f(1) =
de modo que H(X)+ H(Y) — H(X,Y) > 0, como querfamos.
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Note que, se X e Y sdo independentes, entdo w,, = 1 para todo (x,y) €
S x T, de modo que, por (13.13), temos H(X)+ H(Y)— H(X,Y) = 0, ou seja,
vale a igualdade em (13.8).

Resta apenas provarmos (13.9). Temos

H(X|Y)=H(X,Y) - H(Y)

(Zprlg) <Z<2pw>lg ) (13.15)

zeSyeT yeT “NzeS
—Zprlg ZZZpLyzlg
zeSyeT ze€S yeT zeU

Ademais,

(TS ) - (S (St )

zeS yeT zeU €T zeU “zeS

=D DD puels py”.
TYz

ze€SyeT zeU

(13.16)
Assim,
HX|Y)-HXY,2) =33 puyele (pyp’”yz). (13.17)
zeSyeT zeU Pay Pyz

Ponha f(w) :=wlgw e

Py Pzyz
Wyyyy 1= —— —— 13.18
Y Pzy DPyz ( )
para todo (z,y,2) € S x T x U. Entao
PzyP z
HX|Y)-HX[Y,Z) =YY" Z TIEYE (W) (13.19)
zeSyeT zeU
Temos
PzyPy-= p
IPIPILTCED I B O M IED D) DI R
zeSyeT zeU yeT z€eU “z€S yeT zeU

Pela convexidade da fungéo f e pela desigualdade (5.11) de Jensen, temos

H(X|Y) - H(X|Y, Z) = Zzzp”ypyz (Way>)

zeSyeT zeU

= f(Z > pwypyz Way ) (13.21)

zeSyeT zeU

=f(ZZpryz) — 1) =0,

zeSyeT zeU

85



como queriamos. O

A propriedade (13.8) é chamada de subaditividade.
E trivial obtermos o seguinte coroldrio usando indugéo e a propriedade (13.8)
de subaditividade:

Coroldrio 13.1.1. Sejam X1,..., X, varidveis aleatdrias. Entdo
H(Xy,...,X,) <Y H(X,). (13.22)
i=1

Dado um ntmero real 0 < p < 1, defina
H(p) = plg - + (1 - p)lg ——, (13.23)
p L—p
isto é, H(p) é a entropia de uma varidvel aleatéria de Bernoulli que tem proba-

bilidade de sucesso p.

Corolario 13.1.2 (Kleitman, Shearer e Sturtevant [11]). Seja § € F C P([n])
o conjunto de hiperarestas de um hipergrafo sobre [n]. Ponha

L de() {FeF:ieF}
Pi= TE S 7 (13.24)

para todo i € [n]. Entdo
|F| < 2%i= Hp), (13.25)

com igualdade se F = P([n]).

Demonstra¢ao. Considere o seguinte experimento aleatorio. Sorteie um ele-
mento F' € F uniformemente. Seja X = (Xi,...,X,) o vetor caracteristico
do F' sorteado. Entao

H(X;) = PLX; = 1]lg

m‘FP[Xi:O]lgP

B =g = ) (13.20)

Pelo corolario 13.1.1 de subaditividade, temos

H(X) < ZH(Xi) = ZH(M) (13.27)

Mas
1
F‘ff (13.28)
== > lg|F|=1g|7|.
A
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Assim,
1] < 25 1), (13.20)

como queriamos.
E fécil ver que (13.25) vale com igualdade se F = P([n]), pois neste caso p; =
1/2 e H(p;) = 1 para todo i € [n]. O

Corolario 13.1.3 (Frankl). Sejamn >1 e 0 <p <1/2. Entdo
3 (Z) < oH (@), (13.30)
k<pn

Demonstragio. Seja F := {F C [n] : |[F| < pn}. E facil ver que p; := dz(i)/|F]|
independe de ¢ € [n], isto é, p; = p; para todos i, j € [n].
Temos

IEDS dr}_(li) = ‘qu > dr (i), (13.31)

Por contagem dupla, temos

> dr(i) =Y |F| < |Flpn. (13.32)
i=1

FeF

Mas entao

> pi < pn. (13.33)
1=1

Como todos os p;’s sdo iguais, temos p; < p para todo i € [n].
Por (13.25), temos entao

> (Z) = |F| < 25im Hpa), (13.34)

k<pn

Observe ainda que
dH 1—x
— =1 . 13.35
o s (13.35)
Assim, para x > 0, temos % > 0 se, e somente se, (1 —z)/x > 1, o que vale
para 0 < 2 < 1/2. Assim, H(z) é crescente no intervalo 0 < z < 1/2.
Concluimos que

> (Z) = |F| < 22i= Hpo) < gnH(P), (13.36)
k<pn
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13.1 Uma generalizacao de subaditividade

Seja X := (Xi,...,X,,) uma varidvel aleatéria tomando valores em S :=
Sp X -+ x S,, onde S; é um conjunto finito para todo i. Para cada I C [n],
defina X (I) := (X;);c; como a projecao de X em I.

O seguinte lema é uma generalizagao de (13.22), isto é, de subaditividade:

Lema 13.2. Sejam X e S como acima. Seja G := (Gx)\cp, onde G\ C [n]
para todo A € A e A é um conjunto finito. Suponha que

degg(i) :={ €A i€ G} >k=>1 (13.37)
para todo i € [n]. Entdo
1
< - : .
H(X) < o AEEAH(X(GA)) (13.38)

Demonstracdo. A prova é por inducao em k.

Para a base, suponha que k = 1. Podemos transformar G em uma particao
G’ de [n] substituindo cada G por um G\ C G, adequado. Utilizando (13.7)
e (13.22), obtemos

Y H(X(Gy) =Y H(X(GY)) > H(X). (13.39)
AEA AEA
Suponha agora k > 2 e que a assercao é verdadeira para valores menores
de k. Suponha primeiro que [n] = G, para algum Ay € A. Entao nao é dificil
ver que G' 1= (G) cpr» onde A’ := A\ {Ao}, satisfaz degg, (i) > k — 1 para todo
i € [n]. Pela hipétese de indugéo, temos

STH(X(GY) = H(X)+ Y H(X(G)))
AEA e (13.40)

>HX)+ (k—1)H(X)=kH(X),
e o resultado segue.

Suponha entdo que G # [n] para todo A € A. Se todos os G sdo iguais,
entao temos necessariamente G\ = [n] para todo A € A, ja que degg(i) > 1 para
todo i € [n]. Logo, existem A\, A € A com Gy # G).

Por (13.9), temos

H(X(Gy \ Gx)[X(Gr N Gx), X(Gx \ G))

< H(X(G,\ \Gx)

X(Gyn GX)) (13.41)
O lado esquerdo de (13.41) é
H(X(G)\ \Gx), X(GAxNGx), X (G \G)\))

- H(X(GA NGy, X (G \ GQ), (13.42)
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que € igual a
H(X(G,\ U GX)) - H(X(GN)). (13.43)

O lado direito de (13.41) é
H(X(GA \ Gy), X(Gy N G,\/)> - H(X(GA N GX)), (13.44)
que € igual a
H(X(G,\)> - H(X(GA N G,\/)). (13.45)

Logo,

H(X(G,\ U GX)> - H(X(GX)) < H(X(GA)) - H(X(GA n GX))7 (13.46)
ou seja,

H(X(G,\ U GA,)) n H(X(GA N G,\/)) < H(X(GQ) n H(X(GN)), (13.47)

isto é, vale a submodularidade.
Seja G’ = (G’/\)AEA o sistema de conjuntos que obtemos ao substituir o par

Gy, Gy por Gy UGy, Gy NGy E evidente que degg/ (i) = degg(i) > k para
todo i € [n]. Ademais, por (13.47), temos

Y H(X(GY) < H(X(GY). (13.48)

AEA AEA

Repetimos esse processo de substitui¢ao até obtermos um G’ contendo [n], o que
eventualmente deve acontecer, ji que degg(i) > 1 para todo i € [n]. O resultado
segue do caso ja tratado anteriormente. O

Observe que este lema de fato generaliza (13.22): basta tomar A := [n] e
Gy = {\} para todo A € A.

Corolario 13.2.1. Sejam S e G como no lema 13.2. Em particular, suponha
que degg (i) > k > 1 para todo i € [n]. Seja F C S. Para cada A € A, defina

Fy = {z\m = (©)icq, (T € ]-'} (13.49)
como a projecao de F nas coordenadas de Gy. Entao
F1* < I] 1Bl (13.50)

AEA

Demonstra¢do. Escolha uniformemente um elemento X em F. Pelo lema (13.2),
temos

1
H(X) < EAEZAH(X(GA)). (13.51)
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Como X tem distribui¢do uniforme, é ficil ver que H(X) = 1g|F|. Ademais,
por (13.6), temos
H(X(G)) <lg|Fy, (13.52)

pois X (G,) é uma varidvel aleatéria tomando valores em F). Logo,

klg|F| <)Y lg|Fl, (13.53)
AEA
de onde o resultado segue imediatamente. O

Esse resultado é equivalente ao seguinte, que vamos provar informalmente.

Coroldrio 13.2.2 (Loomis e Whitney [12]). Defina corpo como um compacto
que € igual ao fecho de seu interior. Seja B C R™ um corpo com volume n-
dimensional vol,,(B). Seja B; a projecdo de B no hiperplano gerado pelos veto-
res {e1,...,€j—_1,€j41,...,€n}, onde ey, ..., e, sGo os vetores candnicos de R™.
Seja vol,,_1(B;) o volume (n — 1)-dimensional de Bj. Entao

(vol,(B))" " < T volu-1(B;). (13.54)

1<j<n

Demonstragao. Tome G := (G;),;,, com G; := [n] \ {j} para todo j € [n].
Entdo degg(j) =n — 1 para todo j € [n].

A prova segue observando que podemos aproximar volumes de corpos por
volumes da uniao de caixas, onde uma caiza é um conjunto da forma

[x1 — /2,21 +€/2] X -+ X 2y, — /2,25 + /2],
com os x; em Z. O

Coroléario 13.2.3 (Chung, Frankl, Graham e Shearer [1]).
Seja F C P([n]). Seja G = (Gi)ycp como no lema 13.2. Em particular,
degg (i) > k > 1 para todo i € [n|. Para cada A € A, ponha

Fr:=Tr(F,Gy) ={FNGy\: FeF} (13.55)
Entao
IF1* < T 17al- (13.56)
AEA

Demonstragao. Seja S := S; x --- x S, com S; := {0,1} para todo i. Seja
F' C S. Entao cada elemento de F’ é um vetor de n bits e existe uma relacao
biunivoca entre estes e subconjuntos de [n]. Assim, podemos considerar F como
um subconjunto de S e aplicar o corolario 13.2.1, de onde este resultado segue
imediatamente. O
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Suponha que Fi, ..., Fy sao grafos sobre [t] tais que F; N F; contém um
tridngulo para quaisquer 7, 7. Uma construgao ingénua é a seguinte: fixamos um
triangulo, que todos os grafos terao, e variamos todo o restante do conjunto de

t t
arestas. Obtemos assim uma construgao com M = 9(2)-3 = 2(2)/8. O seguinte
corolario mostra uma cota superior para M.

Coroléario 13.2.4 (Chung, Frankl, Graham e Shearer [1]).
Seja F C 7)(([;])) tal que, se F,F' € F, entao F N F' contém um triangulo.
Entao
Lo(8)
IFl < 72 (13.57)

Demonstracdo. Seja S := (Lt[;]QJ)' Para cada S € S, tome

Go = <§> U (MZ\ S), (13.58)

isto é, Gg é o conjunto de todas as arestas em ([é]), exceto as que tém uma
ponta em S e a outra fora de S. Note que

semtost= (1) 4 (1) a9

t
m:=|S| (Lt/2J> (13.60)

Afirmamos que cada aresta zy € ([;]) pertence a exatamente k := ms/ (;)
dos G’%. Vamos usar contagem dupla. Considere um grafo bipartido H com
as seguintes classes de cores: uma delas é G := (Gg)gcg, isto é, o conjunto
dos Gg’s, e a outra é ([5]), isto é, o conjunto das arestas. Dado um Gg € G e
uma aresta xy € ([;]), ligamos estes dois vértices em H se zy € Gg. Queremos
mostrar entdo que dy(zy) = k.

E facil ver que dp(e) = dy(f) para quaisquer arestas e, f € ([;]), pois
nenhuma aresta é “privilegiada” em relagdo as demais. Seja d o valor comum
de todos os dg(e), com e € ([;]). J4 notamos acima que dgy(Gg) = s para todo
Ggs € G. Como H é bipartido, temos

(;)d: > dule)= > du(Gs) =ms. (13.61)

ee([;]) Gseg

Segue que d = ms/ (;) = k, como queriamos.

Temos assim degg(xy) > k para todo xy € ([;]), ou seja, podemos aplicar o
corolario 13.2.3.

Fixe S € S e considere

Te(F,Gs) = Fs = {FNGg: F € F}. (13.62)
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Afirmamos que Fg ¢é intersectante. De fato, sejam F,F’ € F. Por hipdtese,
FNF’ contém um tridngulo. Seja T o conjunto de vértices de um tal triangulo.
SeT C SouT C[t]\S, entao é claro que (FNGg)N(F'NGg) contém o mesmo
triangulo que F'NF’, de modo que FNGg e F'NGg tém intersecgdo nao-vazia.
Suponha entdao que exatamente um dos vértices de T estd em S, e os outros dois
em [t] \ S. Neste caso, a aresta do triangulo que liga os dois vértices em [t] \ S
estd tanto em F N G quanto em F' N Gg, ou seja, a interseccao destes dois
conjuntos é nao-vazia. O caso em que T tem exatamente dois vértices em S é
andlogo. Segue que Fg ¢é intersectante. Como Fg C P(Gg), entao

|Fg| < 21Gs1=1 = 951, (13.63)
Aplicando finalmente o corolario 13.2.3, obtemos
7)< (2971 (13.64)

Portanto,
7] < (2ms—myE)/me — o(3)-1(), (13.65)

E facil verificar que

1 (t) t(t—1)
- = > 2. (13.66)
s\2 1t/2) ([t/2] — 1) + [t/2]([t/2] — 1)
Basta separar os casos t par e t impar. Assim,
7] < 2()-1() < 2()-2 = 32(9, (13.67)
como queriamos. O

Exercicio 19. Seja F C P(([Q)) tal que, para quaisquer F,F' € F, ndao hd

vértice isolado em F N F'. Mostre que
17| < 2(2)-t/2, (13.68)

Prove que a cota (13.68) € justa para todo t par.

[Dica: Para todo j € [t], considere G; := {jl:1€ [t]\ {j}}, a estrela de j
em Kt]

13.2 Entropia e programacao linear

14 Conjuntos livres de somas
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