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LISTA 3

. Seja K um corpo e seja L um corpo que € uma extensio de K. Mostre que se V é um K-espaco vetorial

com base {x; : A € A}, entdo L ®k V é um L-espaco vetorial com base {1 ®@x : A € A}.

Seja R um anel, sejam M, M’ R-médulos a direita e sejam N, N’ R-médulos a esquerda. Sejam f: M —
M' e g: N — N’ homomorfismos de médulos. Mostre que existe um tnico homomorfismo de grupos
fRg: MRrN — M @rN tal que (fRg)(x®y) = f(x) ®g(y), paratodosx E M ey € N.

. Sejam Mg, My, gN,gN' e sejam fi, f>, f € Homg(M,M') e g1,82,8 € Homg(N,N’). Demonstre as

identidades abaixo:
@ (fi+f)0g=(fi®g)+(~®8g),
(b) f®@(81+82) = (f®g1)+(f®g2)
() fRO=0®g=0,
(d) 1y ®@1n = Tyepn-
Sejam Mg, My, My, gN,gN',gN" ¢ sejam f € Homg(M,M"), f' € Homg(M',M"), g € Homg(N,N'),
g € Homg(N',N"). Mostre que (f'®&')(f @ ¢) = (f'f) @ (g'g)-
(a) Sejam R e S algebras sobre um anel comutativo K. Mostre que
(i) R®k S é uma K-dlgebra com produto satisfazendo (r ® s)(r' ® s") = rr/ ® ss’, para todos
rn €Res,s' €8,
(i1) as funcdes Yp: r—r®1 e ¥%: s — 1 ®s sdo homomorfismos de K-algebras de R e S,
respectivamente, em R ®k S satisfazendo yz(r)vs(s) = ¥s(s)¥&(r), paratodos r € Re s € S.
(b) Sejam R, S e T élgebras sobre um anel comutativo K. Sejam f: R— T e g: S — T homomorfis-
mos de K-dlgebras tais que f(r)g(s) = g(s)f(r), paratodos r € R e s € S. Mostre que existe um
unico homomorfismo de K-algebras h: R®g S — T tal que hyr = f e hys = g. (Note que essas
duas condigdes sobre 4 sdo equivalentes a h(r ®s) = f(r)g(s), paratodos r € Re s € S.)

Sejam R e S dlgebras sobre um anel comutativo K. Mostre que se M é um (R, S)-bimédulo, entdo M
tem uma estrutura de R ®g S°°-mddulo a esquerda e uma estrutura de R°? @ S-modulo a direita tais
que (r®s)-m=rms e m-(r®s) =rms, paratodos r € R,s € S,m € M.

. Seja K um corpo e sejam m, n inteiros ndo negativos. Mostre que as K-dlgebras M,,(K) ®x M, (K) e

M,n (K) sdo isomorfas.

Seja R um anel e seja P um R-mddulo a esquerda projetivo e finitamente gerado. Mostre que o
R-médulo a direita P* = Homg (P, R) é projetivo e finitamente gerado.

Mostre que ndo existe nenhum funtor F: Grp — Ab tal que FG = Z(G), onde Z(G) denota o centro

do grupo G. (Sugestdo: Considere homomorfismos convenientes S, — S3 € S3 — S5.)

Mostre que os funtores Homg (R, —) e o funtor esquecimento de mod-R em mod-Z sdo naturalmente
isomorfos.

Seja € uma categoria e seja F': € — € um funtor. Mostre que se F' é naturalmente isomorfo ao funtor

identidade 1¢, entdo F € fiel e pleno.

Sejam R e S anéis, seja F : mod-R — mod-S um funtor covariante aditivo e seja G: mod-R — mod-S

um funtor contravariante aditivo. Mostre que se 0 — L i> M2 N—06éuma sequéncia exata que
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cinde em mod-R, entio 0 — FL “Y% par 2 mn 0 e 0= 6N 2% 6m EY% 6L 0 sdo

sequéncias exatas que cindem em mod-S.

Seja R um anel. Mostre que existem isomorfismo naturais entre os funtores abaixo:

(2) 1g.moa € Homg(R,—) de R-mod em R-mod.

() 1g-mod € (R®g —) de R-mod em R-mod.
Seja R um anel, seja M um R-médulo a direita e seja {N) : A € A} uma familia de R-médulos a
direita. Mostre que existem isomorfismos de Z-mddulos

Homg <M, HN,1> = [ [ Homg(M,N;) e HomR<@N;L,M> = [ [ Homg (N, M).
AEA AEA AEA AEA

Seja R um anel, seja M um R-médulo a direita finitamente gerado e seja {N; : A € A} uma familia
de R-modulos a direita. Mostre que Homg(M,@; o N;,) = @) cp Homg(M, Ny, ), como Z-mddulos.

Seja R um anel e seja 0 — L — M — N — 0 uma sequéncia exata em mod-R. Mostre que se L e N
forem planos, entdo M € plano.

Sejam R e § anéis e seja F': mod-R — mod-S um funtor covariante e aditivo. Dizemos que F é

exato se para toda sequéncia exata curta 0 — L i> M 25 N = 0 de mod-R, a sequéncia de mod-S
F(f) F(g)

obtida aplicando F, qual seja, 0 - FL —= FM —= FN — 0, for exata. Mostre que F & exato se, e

F F
somente se, para toda sequéncia exata L i> M %5 N de mod-R, a sequéncia FL ﬂ> FM ﬁ> FN for

exata em mod-S. Conclua que se F € exato entdo F' manda sequéncias exatas arbitrarias de mod-R
em sequéncias exatas de mod-S.

Mostre que um anel R é semi-simples se, e somente se, para todo anel S, qualquer funtor covariante
e aditivo F': mod-R — mod-S for exato.

Seja R um anel e seja S C Z(R) um subconjunto multiplicativamente fechado. Seja M um R-médulo

a direita finitamente gerado. Mostre que S~'M = 0 se, e somente se, existir s € S tal que Ms = 0.

Seja R um anel e seja S C Z(R) um subconjunto multiplicativamente fechado. SejaA: R — S™'R o
homomorfismo natural definido por A (a) = a/1, para todo a € R. Seja R = R/kerA, sejaw: R — R
o homomorfismo canénico e seja S = 7(S). Mostre que S C Z(R), que S é um subconjunto multipli-
cativamente fechado de R e que os anéis S~'R e S~!R sido isomorfos.

Seja R um anel e sejam S, 7 C Z(R) dois subconjuntos multiplicativamente fechados tais que S C T'.
Mostre que existe um homomorfismo de anéis ¢ : S~'R — TR que satisfaz, para todo a/s € S~!R,
¢(a/s) = a/s, visto como um elemento de T~'R. Além disso, mostre que as seguintes afirmagdes
sdo equivalentes:

(i) ¢ é um isomorfismo.

(ii) Paracadat € T,t/1 é inversivel em S™'R.
(iii) Paracadat € T, existe a € R tal que ar € S.

Seja R um anel e seja Q um R-mddulo a direita injetivo. Mostre que todo somando direto de Q é
injetivo.
Mostre que um anel R € semi-simples se, e somente se, todo ideal a direita de R for um R-médulo

injetivo.



