MAT5797 - Tépicos de algebra lo.sem/2011

LISTA 2

1. Sejam R um anel e sejam e, f € R elementos idempotentes. Mostre que Re + Rf = Re ® R(f — fe).

11.

12.

13.
14.

Seja R um anel e sejam /,J ideais a esquerda de R. Mostre que as condi¢des abaixo sdo equivalentes.
(a) RR =14J.
(b) Existem idempotentes e, f € Rtaisque 1 = e+ f, ef = fe=0e taisque I = Re,J = Rf.

. Seja I um ideal a esquerda de um anel R. Mostre que se / for um somando direto de R, entdo /> = I.

(Aqui I? denota o ideal & esquerda de R gerado por {xy: x,y € I}.)

Seja R um anel. Dada uma seqiiéncia exata de R-mddulos a direita de comprimento finito,
O—-M —-My—---— M, —0,

mostre que Y, (—1)'c(M;) = 0.

. Seja R um anel e sejam M um R-mddulo a direita ndo trivial. Mostre que as condi¢des abaixo sdo

equivalentes.

(a) M ¢é simples.

(b) M =mR, paratodom € M, m # 0.

(c) M = Rg/J, para algum ideal a direita maximal J de R.

Mostre que as seguintes condi¢des sobre um anel R sdo equivalentes:
(a) R é local;

(b) Para todo a € R, se a nao for inversivel, entdo 1 — a sera inversivel,;
(¢) R tem um unico ideal a direita maximal,

(d) R tem um tnico ideal a esquerda maximal.

. Quais sdo os Z-moddulos semi-simples?

. Seja R um anel noetheriano a esquerda e seja n um inteiro positivo. Mostre que M,,(R) é um anel

noetheriano a esquerda.

. Seja R um dominio. Mostre que se R for artiniano a direita, entdo R serd um anel com divisdo.
10.

Seja R um anel e sejam M um R-mddulo a direita semi-simples. Mostre que as condicdes abaixo sdo
equivalentes.

(a) M ¢ finitamente gerado.

(b) M é noetheriano.

(c) M é artiniano.

(d) M é uma soma direta finita de submdédulos simples.

Seja R um anel e seja F' um R-mddulo a direita. Mostre que as condi¢des abaixo sobre F' sdo equiva-
lentes.
(a) F élivre.
(b) Existe um conjunto / tal que F = Rg).
(c) Existe um conjunto / e uma fungdo ¢: I — F tais que dados qualquer R-mddulo a direita M e
qualquer funcdo y: I — M existe um Unico homomorfismo f: F — M tal que f¢ = y.
(Observe que nas implicagdes (b)=-(a) e (c)=-(a) obtemos uma base para F' equipotente com /.)

Seja R um anel e seja {P) : A € A} uma familia de R-mdédulos a direita. Mostre que @, 5 Py €
projetivo se, e somente se, P for projetivo, para todo A € A.

Mostre que Q ndo € um Z-mddulo projetivo.

Seja R um anel e seja e € R um idempotente. Mostre que o ideal a direita eR de R é um R-mddulo a
direita projetivo.
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15.

16.
17.

Seja R um anel e seja P um R-moédulo a direita. Dado um conjunto de indices /, dizemos que um par
ordenado de familias ({x,-},-el, {f,-},-e,), onde x; € P e f; € Homg(P,Rg), para todo i € I, é uma base
dual para P se para todo x € P as duas condi¢des abaixo estiverem satisfeitas:

(i) Sup(x) ={i eI fi(x) # 0} for finito e

(i) x= ziESup(x) ﬁ(x)xi'
Mostre que P € projetivo se, e somente se, P tiver uma base dual. (Este resultado € conhecido na
literatura como Lema da Base Dual.)

Mostre que o centro de um anel semi-simples é um produto direto finito de corpos.

Seja R um dominio e seja n um inteiro positivo. Mostre que se M, (R) for semi-simples, entdo R é um
anel com divisdo. (Sugestdo: Mostre que R € artiniano a esquerda e use o exercicio 12 da lista 1.)



