Relacoes Fuzzy e implicacoes

Em primeiro lugar vamos considerar como a implicacao da légica classica gera uma
relagao.

Consideremos dois subconjuntos U e V' que serao usados como conjuntos universos de
um determinado contexto. Fixemos dois subconjuntos A C U e B C V e consideremos
as proposicoes:

p = z€A (1)
¢ = yeB (2)

Vamos interpretar a frase: se x estd em A entao y estd em B como a implicacao
material: © € A — y € B. Note que para cada par (z,y) € U x V o valor do operador
implicacao assume o valor zero ou um. De outra forma: para cada (z,y) € U x V
podemos calcular y4(z) — xg(y) € {0,1}. Esta fun¢ao determina um subconjunto de
U x V (O subconjunto onde a implicagao é verdadeira, isto é assume o valor 1 ). Este
subconjunto é facil de calcular: (A° x V) U (A x B). Veja a figura 1.

Figura 1: Relagao de implicacao.

Note que este conjunto pode ser escrito também nas seguintes formas:
o (AxV)*U (U x B)
o (AXV)UAXxVNU x B)
e \/{DCUXxV:DN(AxV)CUx B}
Vamos agora analisar o caso fuzzy. Consideremos uma implicacao fuzzy.

—:[0,1] x [0,1] — [0, 1] (3)



fixada de uma vez por todas. Consideremos ainda os mesmos conjuntos universos U e
V' como acima e dois subconjuntos fuzzy A € F(U) e B € F(V). Como acima podemos
interpretar a frase:

se r é A entao y é B como uma fungao

R(z,y) = A(z) — B(y) (4)

Que é uma funcao de U x V' em [0, 1], e portanto uma relagao fuzzy em U x V.

Note que se os subconjuntos fuzzy A e B forem na verdade conjuntos normais (crisp
sets) entao esta nova relagdo dard exatamente o conjunto anterior, ndo importa qual
seja a implicagao escolhida.

Resumo: Dada uma implicagao fuzzy e uma regra fuzzy do tipo: se v é A entao y é B
Construimos uma relagao fuzzy R(x,y) em U x V| que vai representar esta regra.
Obs:. A regra do tipo se z é A entao y é B senao y ¢ C no caso classico pode ser
associada ao subconjunto A x B U A° x C'. Este subconjunto também pode ser escrito
como ((A°x V)U (A x B))N ((AxV)U(A® x C)). A primeira componente antes
da interseccao é a relacao correspondente a regra: se r é A entao y é B. E esta
regra, como vimos, é traduzida pela implicacdo xa(z) — xp(y). Da mesma forma, a
componete depois da interseccao corresponde a regra: se x é A° entao y é C'. Ou seja,
é a relacao (1 — xa(x)) — xc(y). Em suma, pelo menos no caso cléssico, a regra da
forma: se z é A entao y senao y é C' pode ser representada pela relagao:

R(z,y) = (xalz) = x8(y) A (1 = xal)) = xc(y)) ()

Embora estas expressoes com senao possam ser questionadas na légica fuzzy, uma vez
que nao vale o principio do terceiro excluido, podemos interpretar estas regras como
intersecgao de regras normais. Ou seja, num contexto onde temos fixado um sistema de
De Morgan ([0,1],A,V,n) e definido uma implicagdo material — podemos interpretar
a regra fuzzy: se © é A entao y ¢ B senao y é C' como a relagao fuzzy em U x V:

R(z,y) = (A(z) — B(y))A(n(A(z)) — C(y)) (6)

Exemplos:

Relagoes Fuzzy:

Uma relacao bindria fuzzy nos conjuntos U e V' ¢é simplesmente um subconjunto fuzzy
de U x V. Esta definicao concorda com a definicao classica de relagoes.

Se R € F(U x U) é uma relagao bindria no produto cartesiano de um mesmo conjunto,
entao diremos que a relagao fuzzy é:

e Reflexiva: Quando R(z,z) = 1,Vz € U.
e Simétrica: Quando R(z,y) = R(y,x),V(z,y) € U x U.
e Antisimétrica: R(z,y).R(y,z) #0 = xz =y

o A-transitiva: Se R(z,z) >V, o R(x,y)AR(y, 2)



Exemplos:
Seja R € F(U x V) uma relagao fuzzy. Se A € F(U) é um subconjunto fuzzy de U
definimos a imagem de A pela relacao R como o subconjunto fuzzy B de V' da seguinte
forma:

R(A)(y) = \/ R(z,y) A A(x) (7)

zelU

Note que se A e a relagdo R forem normais (nao fuzzy) esta definigdo coincide com a
definigdo de imagem de um subconjunto por uma relacdo, ou seja, R(A) = {y € V :
Jdx € A tal que (x,y) € R}.
Lembremos também da definigdo de imagem inversa de uma relagao. Se B é um sub-
conjunto de V' o conjunto dos pontos x de U tal que existe pelo menos um y € B tal
que (z,y) € R é chamado de imagem inversa de B pela relagdo R (uma funcao é um
tipo particular de relacao).
A generalizacao fuzzy deste conceito: Se B € F(V) e R é uma relagdo fuzzy entao
definimos a imagem inversa de B pela relacao fuzzy como:

R\ (B)(z) = \/ R(z,y) A B(y) (8)

yeVv

Tanto na definigao da imagem como na definicao da imagem inversa pode ser conveniente
trocar a operacao de minimo por uma t-norma.
Composigao de relagoes:



