O fGOReMa_ oe. Otal (mokga-h—ShaEeh...)

M Conéau}o do tem(ema_ :

Sejw (ﬁ’) uma Sequencia de Ka}:usu\(:mgo?s aisc&cﬁms/l'hJctivns Yo G em ISOM(/HB):

eanZo Uma das dvas /Do.ssiéil,)a)u Jej vintes vai a.conte_c_en}aefoi_( de tomar Uma SULJa7umcia_ :
4—) e,, gf’” (Poae Ser Da_roil Qe Uma ConJUJa.j‘a'o) /
ov e'L> F yma ”RePRue"é“SZ" QZG‘—‘>'T“S°M (TJ “onde T uma "IR-arvore”

éw[ 7ua \\Qn—eell.

No caso L : ”O Q.S}Jﬂ-fo //‘)'3 aeﬂeneﬁou em Uma. aRViRe ” (7?)

Toeia - em W (ov 1), 3 constants niversal § tal que

B
|H ~N Yol Vizinhanga de o arestas de um triangvlo qeodesico T
= espaso & &- h;PmLal.'co
(ho Sentide de C;KOMo\/)

u ~ "
Ago&a: Qegznenagaa 59— 0 « O-hiperbolico = "R - arvore ”

. V4
Contem a terceira aresta



QUa.hbo e Como a gen(:e. Vai Uéiliza.n eJ(:a (’_eozema.z,
Lembra : Olo\jefivo ultimo = congstruir e: G —>Tsom C[H3)/onbe C;;(G,,/t>/
tal que ﬁKf"‘: (F(X) VKéCZ' Ao[ui/ obter e 64—>l5°“" lHBé, OK.

C 0 Lter : p: < t>—>Tsom 39
Loeia 3@7— : 18 == (H )¢

O vai criar: Seqiencia

OO Fhoeoﬂ-i—?;?m?

Dem. por con [ZK aafszo

O o) a 5znfﬂ— vai mostrar
O @)

7ue, a Seoluzncfa. Nnao Fo)e,

aeﬂenz&q&

e aef:ois ?

@A hno.sﬁ&q,p( quc 4 hamwmanﬁsmo Ww 17vaJecanFonmc tal ’]UC‘
Veel ),V ye G,, Y (6 (¥)) = poo (@) (La(2)
@mostka.m Vo2 M8bivs e M (Wa)=0 ( teorema e SuL(,iVa,h).



JR- arvores < (Somelrias Jelas

Def. 4 -

Uma K-akwme e um espago metrico T tal que :
Vx,yel,a intersecio de Lodss os conjuntos conexos que contem x e (Bemém)a [x,%)

¢ isometrica a o intervalo [0, d(x¥)].

ESFaﬁos metricos (X/J,):

Um arco entre x e N z o /'rnajem o(_(['a,/b]) de Um Segmenfo [a..IL]/c,R/ or Uma a./pLLCaLgZ:
oL:L'a;b]——>X olt/e Z um homeOMUKF['SMO e C"/)"j atl 0(,([:0—,53)- (ufa e:xX e me&quno EaFo/o\gico)
Um Jegmznéa ﬂeoaesico de x ,,J:Zy 2 a ima.Jcm OL(CQILJ) onhde oLz Um MCKSUU‘\O éaf:.

que & iSometrico, e Lambem ol(a)=x = ou(b)=y.
Def. oL:

(X/ d) 2 uma [R- arvore &>,y € X existe um unico are de x atey

e ¢ste arco [xy]e um Segmenfo 5eoéuico.




(.So eJcaMe& um comr&im:.nto

Exem plos de. |R- arvores:
Pa—&a_ cada amuta)

2 gRaFo Conexo Sem circulas:

% a Me,(',&l'CaL“SNC_F g %

-)K VVla,lS COM}DZI'Ca_z)o:
‘ R* | com dxy)-

X:(X”Xz)
@ IXZ'Y,_I (J& X,7 ha mesma Vud'(co.l)

Y= (%)

‘ ‘ @ lx?—l"’[ﬁ“?’n[*h’;l (.Se, hxo)-

Tsometrias: Y: T——T tal que d (F(x), F(‘l))z oL(X/V) Vx/\/ em T.
\ aqui o Segmento vermelho 2 [2, Y]

\]":‘ leif‘gr
- [ Obs .. a reta Inonizo/nﬁai e Y- invariante ,
| . b . z isometrica a /R/

i e a Resﬁkig?fo de Y hesfa Reba
E, Uma t&om.sla. )

/ _'l’_, ,,",f': DCF K BQ,\S-&, t,Po 2 C,L\a.h'\a-ba.
—~ prartloa[_L'Ca__.

4‘ eix oY ll

w




Claj.fh(ica_g% das iSomelrial de akVoRes:

Teorema de classificagao:
5&\]0{. T uma [R- ARVIRE , & K:T%T uma iSomebria .

Entdo: @Y Lem um }Donﬁﬂ fixo
ov @ ¥ tem um eixo,, hecessariamenle UNiCO, feito de tsdos os Pantos
XeT {ais que cl_(x/b’(x)) ¢ Minimal .

Dem.
Se\']a x T : entao [x, ye)e [y, 52 ()] bem o mesmo comFRimenéo:L.
Caso 4: L:O/ entzo temos um ponts Fixo/ X.
Caso L>0,e0 Segrnenfo [x,5x7) & isometrico & [0,L]
Caso @: [x,yt0) n [yt ¥ * ()= f v 3

b

entss U Y™ (Cx,y(:]) & um eixo. ([sfa g, iSomelrico & /R/e @ /(esfm'?&'o)
nez de Y hesseeixo & uma Eranslagdd

Caso ©: [x,y00)a [yt Y x))= Segments de compriments s, com 0< S<L.

—
CaLJO@.' @ .:(S—.—SI-—. £ Fac-‘[ VeR oIUL o Seam;nfo
T 2 X [ / X{X’ [L—S, $) e invariante

l = 0 centro L @ F{)&o.



Caso ©): [x,y(x)) n[ytx), §*(x/) = Segmento de comprimento S, 0L SSL.

7
Caso(D: s
x @ &ﬁ'./\’ ¥(x)

i dy(x)
L m)/mv—i
ema.

T [l )= Sy )

D - 9o ZZ_MaL:
- Se nao fem um ouktro ponto 2:‘6(‘:)6[((‘/}/ XL(V)}GB’,KW}) )

com & e (6,5 (W) (porqre y18) € Ty o) e Lyt ()

mas t nao /909& Ser a4 direita de Y, e nao Iov)e- Jer a eso)um)a..

Conseq: Do lema: U "Ly qta)) £ om eivo.
el

h

7

DQM. da prop. © eixo ¢ Unico (/'.
Yo Yy ¥ Yy SZJOL A’If Um e,i)(o/ zeT :se 2 éfro,/ aL(E/ K(H}:L.
\1 l; ll Se_ hZa/Se:ch we la(d Com Cl,w] minimal .

R B = Y A e
AT A 2dlylr)tr Ll >l




Cakadf'akiZa.gZ/a ae, C/u'.sw@[[ )a: /R— ARVORES

Def. T- atm/ana : (T‘ Um ﬁnu])o):

& uma [R- arvore com uma acas de grupo IxT—T pos isomelrias |
Def . ﬂMgZo {-/ -}:rx >R Jde Gromov:
(e Seja xeT um }oanfa Easico/\/amu definir:
\ norkma [-|: MR por [g[: d (3 ¥
[ e depois: | {y = & (Il )= 155" 121

V4 )
. o maior Qislancio comum P“"“[X/XAK"JJ e [x,h’z_(x)] ,//

Def. Emg?z:a de. Chiswell :
Uma Uﬁmg&’o [[:TsR tal que: @ lid]= 0
@ lyl=ly|
@ se {yy<{ry"fentie {yug'i={s 1"

E,-)Sf— MOJ’é&aJ( que I ﬂ}: o (X/ K(XJ) e Uma ﬁmga':) de Chiswell -
@di; o Seguinfzt. apjv&tjegi'o de y'(p) Sobre E</h’(x)] ¢ mais F&oxirna. de p .
efn%ﬁxﬁmgwqw de 511()(} Sobre D(/ WK)]-CO"SCOI e a_’:mcj. de b//(x) = P&?J.t)g h//(x/



.:y&‘d[x) 7,
X o] (x)

_LLeoRe.ma. de Chiswell -

Tambem

Ca.aa. f’tlngi"o Qe— Chisweu af in Baai)k Po& Uma T- arvore com Panéo basico )3

/

entdo a arvore mMinimal de T’ que contem a orbita 9,;10/2 i.SOMO&Fa. £ (T/ P)

, . .
se T &uma ovbea arvore Com f)onfo basico P/e. a mesma 6“5;0 de Chiswell,

Dem.
A~~~

Consﬁku ZO Qa. arvoRrRe :

A lomar %J [O/IKD e colax C@/b’d]t [O/l(z[-_]

ao [ongo de [0, {b’,,h’a_zj.
=> espago [ZaPoLOSEco que 2 Uma arvore .
@ Por a melrica:

Seje x e[olpl),y € (o [12l]
@ Se x wye g {Kq,hf/ dbyy)=[x-vy| j

Ponf.o basico

Xy

® Se h%/ dlxy):=x+y-1 {b'«/XJ.f'

@ Definir a agao de T s <
1yl
> Os J. sesmc.nf,o! Sao I'Som;f,ga'cosl
. o ° Yefinin a o_f':o a._b/ Como Lsomelria. heste Jeﬁmu‘ﬁo [0, [xl}



Voltando no teorema ]D&inci}o-»[ ; Se\'Ja. G nao elomentar e com um numero finito de geradores :

Seja. (e.) vma Jequancia. de Kerme.sahﬁa.géve.s aisc&cfﬂ.s/in\je.[;;m; e G em I,SOM(/H3);

ehlLZo Uma das Juas ])o.ssié}/iaa.)c.s Jej vintes vai a-cchf,e(_e&}aefoix Jde. tomar uma ‘SULJg?(/mcia_ .
4-) En gﬁw (Poae SeK. Jepois de Uma conJUJaSZo) ;

~ “ - "m _ 7
ouv .,'L) vma ”RePr(e.senﬁagao QrG—>I~SD"\ (TJ onde T& uma "[R-arvore

éa,[ 7(/1 \‘Qn——>€”_

ioabemo: f&ec,i,(an . Pqnt, 2):
2" 3 vma a_gécvo nao ba}w'al/minimd, de G Sobre yma. R- arvore T, & Font“ basicas pe !Hsje pe T,
e Uma Sc7uwcia £, —0O tais que:

se |- ]Qi:_—_d(P;/Q;fﬁ)(r;))/enéa a.n(ungb‘is £. [-l(,;——>H (”ﬂnéi’; r;l[fa—d?;!;c(«;gw a(T, F)'J-

PRimel'Ra. e.'éq,faa‘. “escolher os Po'\(:ﬂs basicos }D,-"

Lema: Se_j"h p: G—> Lsom (IH?) uma Repkcuné«:o discrela irU'céEVu de G =<9,y 9,> hdo elementar y

entao 3 x e i Lal que  mex (db, e(9;)(x)) 2 minimal .




PRimefr{a. e-éq,f:a: “escolher os Fan(:os basicos ]D,-”

LeMa: Se_J',L e: G-;,I.Sam ([H’-*} Uma Kefkuc_hfa{:o éiund;.L i'U.cé"Va 36. (7=<51I"73K> hao zln-manfa_g ;
ehfi/o dxe [H3 tal que 'E“"x ("L [x/ f(ﬂj) (x)) 2 minimal .

Dem.

£
Vi, x |—i>J~[x/ Q(Q-J)(xj) e lal que - Zun F-(XJ:-roo .

X#FX(F)
Ago&a/ G nao e.&.mméa.& — ;A XeBIH3 éal o[Ue, X z Ponll,o F:M de éa)a.s as ﬂ—f)[l-f*%ozs 9ur 9k

=> Max oL(x,f(aJ){XI) —> oo
x> 3
:>e55a (unga.o tom um minimum em [H-.

?aDews JuFo& }e{:)ois de Uma. CahJUJ“-S% ave VQ. o P°'\£° X 00 Lama 2 a-o&fglm OE,[H-" (Mo)elo oa Bola.)-
De\c S&Ja- E; =

A
Py o (0,0:(95)(9)
Caso 4: o bl que A <5 . [L.q::;},d(@ P: (%) (o)) <M

Neste. caso: Vé/ajequehcia, 0i(9;) fica dentro de um (omraoto K.
Delnoi.( de Uma exﬁga,ga'o a[a.sona_ﬁ Po)emar SUPoR. : Q,- o Poo-



Caso oL : I Svbseguencia de ;) gue tem um fimte = O-
Se\ja I'IQ‘ a (ung{o 9eG > ]5]{);:= d (0, 0:(9)(9)-

Lema: /Do)e.rek depois de tomar uma Suqul/wc"a/ mas a Sequencia. Ei']'le:
fem um Oimibte [ha, Convergencia F&aca_) g|g| que z Uma (ungzo de. Chiswell .

lembra . Emg}},'a oe Chiswell -
Uma uﬁmsg./o ]-I:T—'__;/'R tal q(/g_:@ [id]= 0O
@ lyl=)y™)
@ se {y.y1< fr " entae fuy'f={al0"f-

Den. 9o letva:
Ja sabemos - Ci lﬂdlq S4 Vﬂ\)eiﬁw /5k¥
9 of n= n( )6&Mzn{,05

Agom_/ Cada 3&6 Pobe ser escrito como 9=9%, %,
Fara cado. £, temas: d(0, ei(a(o)) < 4 (0, i (9 5b [o))+ d (i (gL4 - 9ie)(0),0:(9:,-3 RIC)
= |9l < d (o699 ) [o))+ A(0,:(9:,) (o))

(indugio) —s [al; & R(g).- max lﬂdle. —> &9l < RO) —> Vﬂ/ AR



AgoraL : vamos mostrar que |-|:6— R 2 uma ﬁmg&'o de Chiswell:

Aema_ de. 5eome-é&ia, L)i/xrbo[[ca. 4 .

Sejm O<x <. Existe () Lal gue:
Vs>0,3 L(g) tal que todos fkianﬂulos geodesicos ABC com Be [x1] e BCL
vio Saltisfazer - B

A | #B+BC-AC|S () ; =
C
) C<e f
Dem. 9o lema :
/[\m cosh B = coshAB cosh BC — cos(B). sinh (4B)sinh BC 0@ 2 G
— &~ Cos A
C0nJe7vencm, @ coshAiC & HBTEC Py e,ABfBC

Lambem -
® cosh AC— cos(B). sinh (AB)sinh BC

A AB 4| BC
2-53 .-Z—z
entdo, se BT , cosh #C >
<

Se %6[& :]Com X
CdShAC?qa,B —cost 1 o

Resultado: Cﬁfd)eﬁmms Cosl'\@C)sC_LW-e%wC




;L—/Tm Ja_ demo thcha“o:

Seja- (e) uma Sequencio de Ke_F&esenbLg;U 9|'Jc&e£¢s/thctivas Yo G em IJOM(/HB‘):
ehtzo uma das dvas /Do.ssiéi/iaa.)c.s Seq vintes vai a.amﬁe(_emjéefoi! Je tomar uma 5ULJ&¢7”‘"Ciﬂ-‘

4_) e" ili;ew (Pcu)e Sex De.faois de Uma. conJUJuszo) /

2) 3 uma agdo nio beivial,minimal de G Sobre yma R-arvore T, < Fonéos bases pre He peT ,

e Uma Sc7lmm(_[a. g,—0O éa_l'S que:

se | Je:::d(P‘/??(G)[f?))/e”éa ““(”"33:5 £.]-lo—>/ (”fuhgai horma. associada aCF/P)”J.
o> lal= d(p,alp)

E.SLaU)aL de c":;, :@ in.ftu\a'a. de g.:= 1 p,/ no caso J—) Pa)emas .SuFon 2;_,0.
" mand(0,;(3;)00)

® 5;~|8[p;-§—>13] para. cada. geb.

Propeiedades dessa aga0 GxT —5 T

T eorema.: essa aszo Zz minimal o tem P67U£MS e stabili zadores de a_[(@5éa_5 .

De’{; Uma af& de G sobee T s iSometrias & minimal Se ﬁ Svb-arrore @£ T'eT jnrakiank.

Def: yma agip Lom ”P“7”"'” esbabily2adoRes de arestas” Se Cada Juéaufo de G gue Oeixa ihvarianle
Um J‘&"’”’"“’ e T & elementar .



TeoRema Jde Skora :

Se_\ja. Tx T—> T yma agao nao (Rivial , minimal, com peguenas eslabilzakores de arestas Je ym grupo
Fochsiaro Tem T que Jalisfaz :
¥ Y Faméa/:'a: en], a oisbancia. Je &am[af&') de yem T & zeeo.

Ehfafa a a-géfb Z:‘jeom etrica”.

7

])ef-: "a.'gaa 0eamefkfa«_ g
@ ”/a.m/aafi"a 3:03&&{(@.” X e /H’l/r_, & Uma uniao Ode 3eo)uica.s cornf(zﬁu:

@ cRiar X := 7 (A) em H*. g
©) Pan-é«'\gi'o de [HZ:
. connts Eecheds g s conpens 32 HE3 SeA D
cw
FoUm Je, ’X’



Minimalidade : (LeMLkw que : Iﬂ]’= 4 (f/ ﬁ(l’)) :

~

agao ¢ minimal &= 3 356 tal que ]3‘[;1[3}4&0.

—

l/a.mu escrever (G = L9y 9n > [@eg adores Je G ").

ZZMLM que nos escolhemos uma aUUju§Zo tal que OélH3 vl minimizaR m}a—X d(x/(’;(q;)w)

?a)emw Re-eScRever 341"'/3k as &LLanléoI 70& REa_[l'Zam o Minimo.
/oémm«: \7’3 A sk, Epod(00:09,)(0)= 4 '/ ot lﬁjle;—> oo.)
LY,

l/ama_r Jupor: O;f Eixo (35) [Je_ ni’o/a afis & min{md)
ﬁgnm/ Je (;;?J-U\J 2L (in)ep. e i) g \/\

2 L (90: (1)) nds & limibidn. [ lamen s g tq | j[#0) B: 3 (e)
= 19}, =2l | < Cla) [OepoiaxE ], podemas oblen |i]= 21351

5‘1‘2_'0/ JUfonAamﬂJ @_9 (o)

R angloem Qo))




5““(‘/3‘" }—5[’()?:0{ {X/jf’\)) ¢ constant

-+ S hessas Retas.
| Z IR

[z-uo: exisﬁ J’ammé Um &[E_hznéo 94 7(4 vai Kea_liba.k 0 Minimo [imPossiw_[:
— / ¥ x eixe(s)

Caso: 339, 9, (o0 maf!):7¢/c Realizam o min.

Lema.: 3,,9\1"/ 5.'-)— fa.:'.r que VFSJ‘ e VFﬂ.}L E)Kma.m Um ahﬂula >/Tr,5_
2 S,

Z_ZMa. : lﬂJz.J:/-'O
DCJ’YIU.’ .

o Algsiom

=> d( eixo(g)) >
Nzo E"la'dnn..’




’I‘I:hllt)_‘:, ol PRO) EJ(OU"’* Z"é’&}’ Il_4 ,_/ -L f)a.&a oblr é&fa.nau/a Com anJv/a 2m
| | 0] que ch }JM exemph.

£x. caso [0 9,00 9 [ojj
d (0/54(0)) + 0{[0/ 5_;(0)} —_ O( (_9‘(0)/ iLA[O)) : ZI‘M;‘Z&JA o
0

A -1
d o, 9, 9, (2)
"
pilh;")(0)7 o :j>l 5), 54 ] £0 d {9),9410}/ 0)
= Mgué: 2m 0; (5;:@;)@ Pi (3 (9) —>O-
Con Sequencia:
-4 T
P 9y (o) Observar : amjulo 0 9,0 5L31(0)
e Linz0 = ﬂm 27
0 — Cim=00 C; (8,94) -
= 2im=0 = j;(o)/gLLo)/ 9 RO -%r

. 5.;?”/'( Pi 9,00 frgora oL{g;'(a)/ g,0)= ol (9,00}, 9,%% (2))

= [4(5'0) 9290)-24 50,0 [ << (%)

2 9,9,%,(0) = l(8,2)%=219,2.]# 0.



Aq,&'o tem ”Pequznas esbabilizadoges de arcos

Pr canfkaéis_go: Vamos fupor. que darco  com vm grvpo estabilizadorn He G H nao elementar..

ASOK& : H nao c[cmmfak = H><9,h> Civee .

Pademas Reduzir (i.e_ car&fa.&) o arce 1 invarianle e Sopor Ac [_r/ F(r)] .
(LemLka: ConJé/aUJcEZb de T

t=t'=0

Pa)emo: Re)uam mai§ e SUfOR€I. ComPacL‘o
.l c I mvarianle

9(p) oy Lema: I'c [x,y]-
AN 7 Dem: 1'n (L"P,F(p] a 3([]’/ F(r)])) =[x )
\]lLl-—"I—J4\/ . i/"‘ :
/I // : bl \ ! - . ~ 3
/,,.// f{ :'| \II\\ Qva,l e a J’léua.sa.o em /H 2




L JH3:

/\/a, Ve&)a.)e/ Xn:: Panfo {)aJe- =0
ents o JeSenho Jevewria Ser :

Lema..’ \Se_\ja_m a,(a./<lo/<b/€ E>0 .
Tara i grande e a. d(ofiENo)<t ¢ b ol ofitro)

fcmas ¢1ue .

Naéa.ga;.}: geadesicn d (gitao &), i (t+ d(0,9:(F)@) - cl (0,0 (9F o)) < £
— g < +—+
°  td,g 69 P (FIC) :
?i(.ﬂ) Dem. széka que:
. [9,90:=2(lokls]-13"g'1) (2ef)

?£(93(°J ' eal(gfjm :
e éﬂhée/m = é’r: g d (O/ -n°(j/)) (a@m&)

Ohde Trifj'):: Ponfa de [O/ e,;(j)(o)J mas
proximo de 0:(7) (o)



entdo. Ei- d (o, Tt (9F\J/)/JRU de Q;(g(—'}{o} 2m [O/(Jl-_(f}(a)].

E’L .d (O/f;(ﬂ(o))

{foff .
":,:j [/F[ = Fau{am.én.o A_p_)'/ 2 b.

isto2: dim 2O GO
A(0, . (€](0))

[ﬂhJejv:hcfaL :
a /o&a\:)ega'o ¢ (9f ) z Sempre & distancia

a(f(p))/
-{'I/'I' y
ﬁi"—ﬂ,\/ }“”
P / Tk N (p
! / [E : \’\\l
)I-I,I/']/ | : :| N\ . .
[ ' ' \ o h(f(p)
o/ N \!‘_l B’;[L \l "

do ‘rohéa de r)u.&a.maﬁka b em [O/F‘;(F/(D}]/ macor. Jo 0,1/2 lb_b’] A_(O/(’,'_(E}(Ol)—> o -

/L]jou.-, Sabemos que oL(O/lTi /gF})._;oo
kd (090

Lerna.: A

o h
W ) ~—r i
0 Y tCIS

— d#8) —= O

ﬁmo. ha )ol'-ox. fqaina..

Va—M” {G_-E‘ZK 0 mesmd Com fE;MJulo [0,(;(3}("]/ (,[30(0}]

(ome U(o“;p\ é'/?
/
queremas : d (5 9f(0)- t= d(o,C) - £
= £/ = £+ d(o,fl0)- (9 9




CJM 0 meSmo [Ch‘ld:

€ €
d (¢ 0, (0) < £

4(5 (€], pical 5,(£+.,L(o,f (F)()- o (0,p: (9 ) (0))) S &5

d (50t + L) < ¢
ov: ol [Q.[g]’«) (&.F(H) yF(eel))ss e ‘e £- proxine. de Uma- beamolugo de dist. L

meJ’ma a.gjdmcnllo /’)a.na. }1 j’) e 9-
Cﬂnjeqw_ncm. [j h)= 51'15 Wt vai agir omo w_\'l‘/ (1‘ 45_) nos Fa,,foJ do ancd nvarianli .

ik
}'V)artjuuj 5
{ fe.7,;/§no 0 JU[&&U’)O He G dus @{g_mfmj Eais que ,,L( a(x/) <5 & e&mcnzza./c

In&o < Ca,h], [9,4'])> & elementar (im,aoﬁfl/c[.}-



Demo. s boma - Ve éfo/b']/ OL(KF[H,A'JF@))-% o

j;_ Sa_éemo.r gue 'TTL [e;(o F)[a/) ha Nala (O/f;(F)(G)} z ll)efai.rl/ao PantLa
Com /Damm«f&a £=b. oL(O/({,(F}(O)}-

51&5: a/'m.ﬁ f?i/gFj/oj tem que Ser. dontro do Semi-akads D
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