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Programa resumido

Objetivo

Uma continuagdo de MAT 111 (Cdlculo I), com um aprofundamento da teoria
de Integral de Riemann. Depois trataremos do cdlculo diferencial de fungdes
f:R — R?ef: R — R3 (isto é, curvas), e mais importante: fungdes reais
de vdrias varidveis: ¢ : R? — R.

o Integral definida e Aplicagdes. Integrais impréprias.

o Curvas no R? e R®. Representagio paramétrica. Comprimento de
curva

o Conjuntos abertos, fechados, conexos por poligonais em R? e R?

e Fungoes de duas ou mais variaveis; limites, continuidade,
diferenciabilidade. Gradiente.

o Regra da cadeia. Teorema do valor médio.

o Derivadas de ordem superior. Teorema de Schwarz.

e Férmula de Taylor. Maximos e minimos

Observacao 1: < 1850 do ponto de vista da matemadtica... mas as
aplicagdes sdo bem mais recentes... 3



Bibliografia

o J. Stewart. CALCULO, volume Le vol. IL.
@ Guidorizzi, Um curso de Célculo, vol.l e II, 5a. ed., LTC, 2002.

e G.E Simmons, CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA, vol.
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e Qualquer livro que parece ajudar,

o Notas do web,
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@ Minhas notas de aulas, no meu site...

o Um site que pode ajudar: http://symbolab.com/solver


http://symbolab.com/solver
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Exemplos de uso de integrais

Modelos: descrever uma situagdo complexa com uma fungdo
matematica (util para fazer previsdes por exemplo).

© Tsunami: depois de um terremoto, a velocidade de um tsunami é
dada por v = 11.24, /p (em quilémetros por hora), onde p é a
profundidade do mar. No Pacifico, onde a profundidade media é
de 4500 metros, qual é a velocidade de um tsunami? (754 km/h)

Pergunta: quanto tempo antes da chegada do tsunami?

¥ 1
Resposta:t = /0 mdu



Mais um exemplo:

Lei de Poiseuille : para o fluxo de um liquido viscoso através de um
tubo de cilindrico de raio R (examplo: fluxo do sangue numa veia).
Velocidade: r 4 a distdncia até o centro da veia, R é o raio da veia, V a
velocidade, e p, L, v sdo constantes aqui:
P (p2_ 2

V= 1o (R —17)
Utilizacdo de uma integral para calcular o fluxo total: (isto, é, qual é a
quantidade de sangue que vai atraversar a veia, por segunda):

R
Fluxo total = /0 2n£(R2 —)rdr
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Principio geral: muitas vezes, uma lei pode ter uma forma diferencial
e uma forma integral.

e Exemplo 1: mx” = —kx (Lei de Newton, movimento de uma
mola) = Jmv? + 1kx* = constante
o Lei de Gauss, forma diferencial:

0

Forma diferencial:V.E = -
0

o Lei de Gauss, forma integral:

//E.dA:%



Introducao: Integrais e subdivisoes

2> Eridngulos
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SubdivisGes: ressonancia magnética
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Ideia: como calcular a drea da regido S que estd sob a curvay = f(x)?
(”dividir e aproximar”)

(.1)

S,

Aproximar com retingulos: obter uma estimativa superior da drea:
aqui area(S) = S1 4+ Sz + S3 + Sa < Ry + Ry + R3 + Ry4. Os retangulos
tém a mesma base = 1/4 e alturas (1/4)?,(2/4)%,(3/4)%, (4/4)%.
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Aproximar com retingulos: obter uma estimativa inferior da area:
aquiarea(S) = S1 + Sy + S3 + S4 > L1 + Ly + L3 + L4. Os retangulos
tém a mesma base = 1/4 e alturas 0, (1/4)?, (2/4)?, (3/4).

¥4
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Aproximando com oito retangulos

Aproximar com 8 retingulos: estimativa inferior e superior da area:
usando extremos esquerdos e direitos dos intervalos

L1 7 (1.1
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Aproximando com # retangulos

Tomando o limite: vamos dividir [0, 1] em # intervalos iguais,

construir retdngulos usando os extremos direitos, calcular a soma das
areas dos n retangulos e fazer n — co.

. Ri=—\(—=] +=(=) +—={=) +- - +—(—
y=x n n n n n n

1 1

y

(P +2°+3°+ .- +0n%)
Pe
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=—(PP+22+3+ - +n)
n
Somas uteis:

2j:ljzﬂ(n+1)

2
= nln+ 1)2n+ 1 ndzwz
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Prova das 3 formulas

Formula 1: escrever
2S=(142+...4+n)+(n+n—-1)+...42+1)

=(1+n)+Q2+n-1)+...4+((n-1)+2)+(n+1)=n(n+1)
Formula 2: induc&o!
Formula 3: prova geometrica:

16



Integral definida: a integral de Riemann

Definicao

Seja f uma fungdo continua em [a, b]. Podemos dividir [a,b] em n
subintervalos [xo,x1), . . . [xn_1,Xn] de comprimentos iguais Ax = 2. Em
cada [x;_q,x;] vamos escolher um ponto amostral x}. Entdo a integral definida
de fdeapara b é:

[ Fwd s = fim 3537

[
A,

Teorema

Se f é continua em [a, b] ou tem um nitmero finito de descontinuidades, entdo
a integral de f de a para b existe.

Vocabulario: f(x)=integrando, a,b sdo os limites de integracdo
(inferior e superior).

Definicao

A soma Y, f(xF)Ax é chamada uma “soma de Riemann” 7



Exemplos

Exercicio

Sef(x) = /x—2,1 < x <6, escreve a soma de Riemann comn = 5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exercicio

Expresse o limite como uma integral definida no intervalo dado:

n ex,-
Ax, [1,5]
=1+ x;

lim
n—oo

Exercicio

| 2<
.

Sef(x) = v/x—2,1 < x <6, escreve a soma de Riemann com n =5,
tomando como pontos amostrais os pontos médios.

Exercicio
Calcule flz x3dx

| N\




Propriedades da integral

Interpretacdo da integral: drea liquida (=diferenca das &reas)

Teorema

@ Sef(x) > 0paraa < x < bentdo fabf(x)dx >0
Q Sef(x) > g(x) paraa < x < b entio fabf(x)dx > fubg(x)dx
Q Sem < f(x) < Mparaa < x < bentio

m(b—a) < ["f(x)dx < M.(b—a)




Exemplos

Exercicio

O grifico de g consiste em duas retas e um semicircuo. Use-o para calcular
cada integral.

(a) J: g(x) dx (b) J.: g(x) dx (c) ‘0_ g(x) dx
¥
-4
-, Y=g
0 4 7 A




Mais exemplos

Exercicio

Use as propriedades das integrais para verificar a desigualdade sem calcular
as integrais:

J04(x2—4x+4)dx20
J:\/] + x? dxijul\/l + x dx

2sj11,f1 T di=2y2

2 [* 3
%s ' :Mcosxdxs \/_ﬂ-

Jas 24




Mais propriedades da integral

[7 0 dx= =" ) ax ["r9 dx =0

1. J.b cdx= db— a). onde c é constante

2 f[f(x) + g(0] dr = _fj flx) dr + L* g(x) dx

3. F cflx)dy=c fb f(x) dr., onde c € constante
4 "1 = gWldx = |7 ) dx — [ gl
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Teorema fundamental do calculo

V4

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 1)

Se f for continua em |a, b] entdo a fungdo g definida por

g(x)z/axf(t)dt, a<x<b

é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) e g'(x) = f(x).




Teorema fundamental do calculo

glx+ B) — g(x) = L”"f(r) de — [" f(e) de

= ( j " f(0) de + L”" (1) dr) - j £(0) dt
- L"”‘f(r) dt

g(x + 1'3'})il —g(x) _ %J‘x+h b de

X

Agora o ultimo termo é quase como h.f(x) entdo F'(x) = f(x).
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Teorema fundamental do célculo, parte 2

Teorema (Teorema fundamental do célculo, parte 2)

Se f for continua em [a, b] entdo

[ fwa = Fe) - Fla)

onde F é qualquer antiderivada de f, isto é, uma fungio tal que F' = f.

v

Prova: com g(x) = [ f(t)dt, sabemos que g(b f f(t)dt. Mas
também sabemos que duas antiderivadas de f dlferem por uma
constante

F(x) =g(x )+C
entdo F(b) — F(a) = ((b) + C) — (g(a) +C) = [ £(t)



Praticar: calcule as derivadas

X 1 X 2
1. g(x) = J; e dt 8. g(x) = L e tdt
9. g(s) = LS (t— *)*dr 10. g(r) = L"\/Xz + 4 dx

1. F(x) = Iﬂ\/I + sec ( dt

26



Praticar: calcule as derivadas

12. G(x) = jl cos+/t dt

-2

13. Alx) = _flex In ¢dt 14. h(x) = J‘lﬁﬁ dz

15, y— 'f Jt dt 16. y='f: cos’8 df

o= 18 y=( Vit
- 1-3x 1 + u - .Lm.r

56. g(x) = _fmxrsintdt
1-2x

57. F(x) = jf e dt 58. [(x) = jh arctan ¢ dr
x Vx

59. y = s In(1 + 2v) dv .



