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| S~ao Paulo, Dezembro de 2002 |



iiAlgoritmos paralelos de granularidade grossapara problemas de alinhamento de adeias
Este exemplar orresponde �a reda�~ao �nalda tese devidamente orrigida e defendidapor Carlos Eduardo Rodrigues Alves eaprovada pela omiss~ao julgadora.

S~ao Paulo, 6 de Dezembro de 2002.

Bana Examinadora:� Prof. Dr. Valmir Carneiro Barbosa� Prof. Dr. Nei Yoshihiro Soma� Prof. Dr. Jos�e Augusto Ramos Soares� Prof. Dr. Edson Norberto C�aeres� Prof. Dr. Siang Wun Song



iii

�a minha fam��lia



ivAgradeimentos
Ao meu orientador, Prof. Dr. Siang Wun Song, pela dedia�~ao e on�an�a em mim depositadas.Ao Prof. Dr. Edson Norberto C�aeres, que juntamente om o prof. Song olaborou omonselhos, brainstorms e paientes sugest~oes de texto.Ao Dr. Frank Dehne, que om o Prof. C�aeres e o Prof. Song deu in��io a muito do que �eapresentado neste trabalho.Aos professores do Instituto de Matem�atia e Estat��stia da USP, pelas dias, motiva�~ao e\puxadas de orelha" ministradas em aula e pausas para o af�e. N~ao itarei nomes para n~ao serinjusto om nenhum por esqueimento.Ao Prof. Dr. Nei Yoshihiro Soma, do Instituto Tenol�ogio de Aeron�autia, que me reenami-nhou para onde minha voa�~ao deveria me levar, e ao Prof. Venânio Barbieri, que me enorajoua prosseguir nesta rota.Aos meus olegas professores da Universidade S~ao Judas Tadeu, em espeial ao Prof. Dr. AngeloSebasti~ao Zanini e ao Prof. Ulisses Ribeiro da Silva Neto, pelo apoio e ompreens~ao quandopreisei me dediar a este trabalho.Aos membros da bana de avalia�~ao desta tese que ainda n~ao foram itados, pelas diversasorre�~oes sugeridas: Prof. Dr. Jos�e Augusto Ramos Soares (meu professor em nada menosdo que três disiplinas), Prof. Dr. Valmir C. Barbosa e Prof. Dr. Nalvo F. de Almeida Jr.(suplente).�A Sandra, que me aompanhou ao longo da etapa �nal deste trabalho, sem d�uvida a mais intensa.A paiênia �e uma de suas virtudes...



vResumoProblemas de alinhamento de adeias s~ao fundamentais em aplia�~oes diversas, das quais sedestaam as relaionadas �a Biologia Moleular. O alinhamento de duas adeias A e B indiaqu~ao semelhantes elas s~ao ou quais opera�~oes s~ao neess�arias para transformar uma em outra.Uma varia�~ao do problema de alinhamento de adeias envolve omparar a adeia A om todas assubadeias de B. Para este problema, s~ao onheidos algoritmos seq�ueniais que o resolvem emtempo O(jAjjBj log(jAj + jBj)), um dos quais �e apresentado nesta tese. �E tamb�em apresentadoum algoritmo seq�uenial de tempo O(jAjjBj) para um aso espeial de alinhamento de todas assubadeias, que envolve a busa pela maior subseq�uênia omum a duas adeias.Propomos novos algoritmos paralelos para estes problemas, utilizando um modelo pr�oprio param�aquinas de mem�oria distribu��da, o CGM (Coarse Grained Multiomputers). Um dos objetivosfundamentais no desenvolvimento de algoritmos CGM �e a redu�~ao do n�umero de rodadas deomunia�~ao, se poss��vel tornando-o dependente apenas do n�umero de proessadores (p). Osalgoritmos aqui propostos apresentam aelera�~ao (speed-up) linear e apenas O(log p) etapas deomunia�~ao. N~ao h�a algoritmos do nosso onheimento om tais arater��stias na literatura.AbstratString alignment problems are essential to several appliations, partiularly to some related tomoleular biology. The alignment between two strings A and B indiates how similar they areor what operations are neessary to transform one into the other.A variation of the string alignment problem involves the omparison of a string A with all thesubstrings of B. For this problem, algorithms are known that have time omplexity O(jAjjBjlog(jAj + jBj)), one of whih is presented in this thesis. We also present an algorithm that hastime omplexity O(jAjjBj) for a speial ase of alignment problem, that involves the searh forthe longest ommon subsequene of two strings.For these problems, we propose new parallel algorithms, under a model suitable to distributedmemory systems, the CGM (Coarse Grained Multiomputers). One of the goals in the develop-ment of algorithms under the CGM model is to attain a small number of ommuniation rounds,if possible one that depends only on p, the number of proessors. The proposed algorithms pre-sent linear speed-ups and only O(log p) omuniation rounds. To the best of our knowledge,there is no algorithm for these problems with the suggested properties in the literature.



Sum�ario
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SUM�ARIO viii4.5.2 Elimina�~ao de Redundânias entre Subproblemas . . . . . . . . . . . . . . 814.5.3 Determina�~ao dos M��nimos das Colunas dos Bloos Comuns . . . . . . . . 834.5.4 Representa�~ao das Matrizes ContMD [i℄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 834.5.5 Determina�~ao das linhas i0 a i0 + r de DU . . . . . . . . . . . . . . . . . . 844.5.6 An�alise Completa do Proesso de Uni~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 854.6 An�alise do Algoritmo CGM para o Problema ALCS . . . . . . . . . . . . . . . . 864.7 Obten�~ao da Maior Subseq�uênia Comum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 884.7.1 Proedimento B�asio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 884.7.2 Determina�~ao dos V�erties Intermedi�arios . . . . . . . . . . . . . . . . . . 894.7.3 An�alise do Proesso de Obten�~ao da Maior Subseq�uênia Comum . . . . . 925 Conlus~oes 94A C�alulos de Complexidade 96
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Conven�~oes de Nota�~aoToda nota�~ao empregada �e expliada ao longo do pr�oprio texto. Esta se�~ao explia parte daonven�~ao utilizada, servindo omo referênia durante a leitura.Cadeias e SubadeiasAs adeias de arateres (strings) s~ao denotadas por letras mai�usulas, omo A e B. Itens re-laionados a determinada adeia (omprimento, arateres isolados et.) envolvem o nome dapr�opria adeia. Carateres isolados de uma adeia s~ao denotados pela letra min�usula orres-pondente, om ��ndies subsritos que variam de 1 ao omprimento da adeia. O omprimentoda adeia A �e denotado por na ou jAj, assim temos:A = a1a2a3 : : : ana�1anaUma subadeia (substring) �e indiada pela letra mai�usula orrespondente �a adeia original e��ndies que indiam a posi�~ao iniial (subsrito) e �nal (sobresrito) da subadeia. Por exemploA63 = a3a4a5a6Matrizes e SubmatrizesMatrizes (ou vetores) ser~ao identi�adas por nomes iniiados por letras mai�usulas. Subsritoss~ao utilizados para difereniar matrizes de uma mesma \lasse". Quando uma seq�uênia dematrizes de mesmo nome �e usada, ada matriz �e identi�ada por um ��ndie entre olhetes.Matrizes de qualquer dimens~ao ter~ao seus omponentes espei�ados atrav�es de ��ndies entreparênteses. Para simpli�ar explia�~oes ao longo do texto, os valores iniiais destes ��ndies(relativos ao primeiro omponente, ou ao omponente do anto superior esquerdo) podem ser 0ou 1, onforme o aso. Assim, um vetor unidimensional V de tamanho n pode ser indexado porvalores entre 0 e n� 1 ou entre 1 e n. Quando uma matriz �e de�nida, os valores iniiais dos seus��ndies s~ao espei�ados. xii



LISTA DE TABELAS xiiiQuando for neess�ario espei�ar uma submatriz de uma matriz, ser�a dado o nome da matrizusada omo base, ��ndies para as linhas e olunas e as propriedades a serem satisfeitas por estes��ndies para que uma linha ou oluna esteja na submatriz. As propriedades ser~ao dadas entreolhetes. Por exemplo, a submatriz de uma matriz n�m M ontendo apenas as linhas parese a segunda metade das olunas �e assim denotada:M(2i; j)[1 � i � n=2; bm=2 � j � m℄Uma �unia linha de ��ndie i de uma matriz M pode ser indiada omo um vetor atrav�es douso de um ��ndie sobresrito (M i). Elementos individuais desta linha podem ser indiados porum ��ndie adiional (M i(j) =M(i; j)).Nota�~ao de IversonA nota�~ao de Iverson [21℄ �e usada em alguns momentos do texto, sempre preedida por um o-ment�ario expliativo. Nesta nota�~ao, uma a�rma�~ao (verdadeira ou falsa) esrita entre olhetes�e onsiderada uma express~ao num�eria. Se a a�rma�~ao for verdadeira, o valor da express~ao �e 1,aso ontr�ario �e 0. Por exemplo, [n > 0℄ vale 1 aso n seja positivo, 0 aso ontr�ario.Esta nota�~ao �e bastante �util na manipula�~ao de somat�orias. Sempre que ela �e apliada isto�e laramente apontado no texto.



Cap��tulo 1Introdu�~ao e De�ni�~oes PreliminaresO reente interesse no mapeamento de genomas e as aplia�~oes que deorrem da disponibili-dade de grandes bases de dados de biologia moleular evideniaram a neessidade de algoritmose�ientes para manipula�~ao de adeias de s��mbolos. A�nal, o genoma de qualquer esp�eie �eformado por adeias onstru��das a partir de quatro s��mbolos b�asios: A, C, G e T (ou U), re-presentando as 4 bases nitrogenadas que formam o �Aido Desoxirribonuleio (DNA) ou �AidoRibonuleio (RNA). H�a tamb�em muito interesse no mapeamento de prote��nas, formadas poradeias de amino�aidos (20 tipos diferentes).Em partiular, problemas de ompara�~ao de adeias de s��mbolos s~ao importantes para iden-ti�a�~ao de similaridades entre genes de diferentes esp�eies, identi�a�~ao de novos genes oumuta�~oes, et.Uma forma de aumentar a veloidade destas ompara�~oes �e apliar proessamento paralelo.Em partiular, �e interessante prourar solu�~oes que possam ser apliadas em sistemas largamentedispon��veis, omo lusters de omputadores om mem�oria distribu��da.Neste trabalho ser~ao abordados alguns problemas envolvendo ompara�~oes de adeias des��mbolos. Estes problemas surgem em diversas aplia�~oes al�em da ompara�~ao de adeias deDNA ou prote��nas. Tamb�em surgem em outras aplia�~oes, omo orre�~ao e ompara�~ao detextos.A seguir de�nimos alguns oneitos fundamentais sobre adeias, expliando a nota�~ao usadaneste trabalho. Nas se�~oes seguintes de�nimos alguns problemas b�asios envolvendo ompara�~oesde adeias, enfatizando os que s~ao abordados nos pr�oximos ap��tulos. Tamb�em ser�a apresentadoo modelo CGM de omputa�~ao paralela (Coarse Grained Multiomputer), utilizado ao longodeste trabalho.
1



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 21.1 Cadeias, Subadeias e Subseq�uêniasUma adeia de s��mbolos (ou string) �e uma seq�uênia �nita de s��mbolos tomados de um deter-minado alfabeto �nito. O alfabeto �e dependente da aplia�~ao e o seu tamanho pode inuir naomplexidade dos algoritmos. Exemplos t��pios de alfabetos para aplia�~ao em biologia ompu-taional s~ao o onjunto das 4 bases nitrogenadas do �Aido Desoxirribonuleio (A, C, T e G) eo onjunto de 20 amino�aidos envolvidos na onstru�~ao de prote��nas.As adeias ser~ao denotadas por letras mai�usulas, omo A e B. O omprimento da adeiaA ser�a denotado por na ou jAj. Carateres isolados de uma adeia ser~ao denotados pela letramin�usula orrespondente, om ��ndies subsritos que variam de 1 ao omprimento da adeia.Assim temos: A = a1a2a3 : : : ana�1anaA onatena�~ao de duas adeias A e B, denotada AB, �e a adeia de omprimento na + nbformada pelos s��mbolos de A seguidos pelos s��mbolos de B, ou sejaAB = a1a2 : : : anab1b2 : : : bnbSendo A, B e C três adeias tais que C = AB, dizemos que A �e um pre�xo de C e B �e umsu�xo de C.Uma subadeia (ou substring) de uma adeia A �e um pre�xo de algum su�xo de A (ou su�xode algum pre�xo de A). Pode-se dizer que uma subadeia de A �e uma adeia equivalente a um\treho" de s��mbolos ont��guos de A.Uma subadeia ser�a indiada pela letra mai�usula orrespondente �a adeia original e ��ndiesque indiam a posi�~ao iniial (subsrito) e �nal (sobresrito) da subadeia. Por exemploA63 = a3a4a5a6Usando os ��ndies 1 e na podemos indiar pre�xos e su�xos de A por esta mesma nota�~ao.Uma subseq�uênia de uma adeia A �e uma adeia de s��mbolos seleionados de A que preservaa ordem em que estes estavam em A. Alternativamente, uma subseq�uênia de A �e obtidapela remo�~ao de 0 ou mais s��mbolos de A, mantendo os demais na ordem original. Note queos s��mbolos presentes numa subseq�uênia n~ao preisam estar ont��guos na adeia original, aoontr�ario do que oorre na de�ni�~ao de subadeias.1.2 Problemas de Compara�~ao de CadeiasH�a v�arias maneiras de lassi�ar problemas de ompara�~ao de adeias. Um rit�erio importantenesta lassi�a�~ao �e o n�umero de adeias envolvidas, que pode ser t~ao baixo quanto 2 (ou mesmo



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 31, omo em [40℄, quando se proura similaridades entre trehos distintos de uma mesma adeia)e t~ao alto quanto se queira. Neste trabalho, iremos abordar ompara�~oes entre duas adeias.De maneira geral, na ompara�~ao entre duas adeias tentamos veri�ar o qu~ao similares elass~ao, enontrando oinidênias entre trehos ou veri�ando quais s~ao as modi�a�~oes neess�ariasem uma das adeias para que possamos obter a outra. Esta �ultima forma de ompara�~ao �egeneriamente denominada edi�~ao de adeia (String Editing), sendo amplamente utilizada epodendo ser adaptada para diversas irunstânias.1.2.1 Edi�~ao de CadeiasNos problemas de edi�~ao de adeias, v�arias opera�~oes de edi�~ao podem ser onsideradas, adaqual om um usto assoiado. O problema de ompara�~ao entre A e B passa ser a busa poruma seq�uênia de opera�~oes de edi�~ao que transforme A em B e apresente usto total m��nimo.Este usto total �e denominado distânia de edi�~ao.V�arias opera�~oes s~ao onsideradas na literatura, dentre as quais podemos itar� Inser�~oes e remo�~oes de s��mbolos. Usualmente as penaliza�~oes para inser�~ao e remo�~ao s~aoiguais. Inser�~oes ou remo�~oes envolvendo v�arios s��mbolos ont��guos (toda uma subadeia)podem ter um penaliza�~ao diferente do total para inser�~ao/remo�~ao dos s��mbolos isolados,dependendo da aplia�~ao.� Substitui�~ao de s��mbolos. A substitui�~ao pode ter uma penaliza�~ao uniforme para todosos pares de s��mbolos diferentes ou pode ser diferente para ada par de s��mbolos. Um valorpositivo ou nulo pode ser dado para a \substitui�~ao" de um s��mbolo por ele mesmo.� Remo�~ao de pre�xo e/ou su�xo. Em alguns asos busa-se o melhor asamento entre umaadeia A e qualquer subadeia de B, aso em que a remo�~ao de pre�xo ou su�xo de B tempenaliza�~ao nula.� Invers~ao, repeti�~ao ou transloa�~ao de subadeia. Por invers~ao entende-se a remo�~ao detodos os s��mbolos de uma subadeia e sua reinser�~ao na mesma posi�~ao, mas om oss��mbolos na ordem inversa. Por repeti�~ao entende-se a inser�~ao de uma subadeia de Aem A, de forma que a nova adeia passa a onter duas �opias da mesma subadeia. Atransloa�~ao �e a remo�~ao de uma subadeia e sua reinser�~ao em outro ponto da adeiaoriginal.Destas opera�~oes, as �ultimas (invers~ao, repeti�~ao e transloa�~ao) n~ao ser~ao abordadas nestetrabalho. Embora elas sejam inomuns em muitas aplia�~oes, elas têm seu lugar na biologiamoleular, na explia�~ao de ertas muta�~oes romossômias [22, ap��tulo 8℄. As demais opera�~oess~ao de uso mais omum.A esolha das opera�~oes de edi�~ao que ser~ao onsideradas, assim omo dos ustos assoi-ados a ada uma delas, depende da aplia�~ao, da origem das adeias e o que se entende por\similaridade" entre elas. Por exemplo, onsideremos uma aplia�~ao em que se deseja veri�ar



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 4a ompetênia de um digitador, omparando um texto fonte om o resultado de sua digita�~ao.Inser�~oes ou remo�~oes de s��mbolos isolados s~ao omuns durante a digita�~ao, assim omo subs-titui�~oes. A penaliza�~ao de substitui�~oes pode ser dependente da proximidade das letras notelado. Remo�~oes/inser�~oes de palavras ompletas podem ter um usto espe���o, assim omoinvers~oes de dois s��mbolos onseutivos.Certas medidas de distânia de edi�~ao s~ao l�assias. Por exemplo, se estamos interessadosapenas nas opera�~oes de substitui�~ao (usto 1 para s��mbolos diferentes, 0 para s��mbolos iguais) adistânia de edi�~ao �e denominada distânia de Hamming. Inluindo neste esquema as opera�~oesde inser�~ao e remo�~ao, ambas de usto 1, temos a hamada distânia de Levenshtein [30℄. Comoexemplo, tomemos as adeias ACTTCAT e ATTCACG: a distânia de Hamming �e 5, devido �asdiferen�as entre os s��mbolos nas posi�~oes 2, 4, 5, 6 e 7. Por outro lado, a distânia de Levenshtein�e 3, pois pode-se obter a segunda adeia a partir da primeira, removendo-se o segundo s��mbolo(C), substituindo-se o �ultimo T por C e inserindo um G no �nal.O aso em que apenas opera�~oes de remo�~ao e inser�~ao s~ao permitidas tamb�em �e l�assio,sendo omentado na Se�~ao 1.2.3.1.2.2 Alinhamento de CadeiasNeste trabalho, onsideraremos opera�~oes de substitui�~ao, remo�~ao e inser�~ao de s��mbolos iso-lados, om ustos gen�erios. Com tais opera�~oes, os problemas de ompara�~ao podem ser visu-alizados omo problemas de alinhamento de adeias. Um alinhamento entre as adeias A e B�e um arranjo de duas linhas, sendo a primeira preenhida om s��mbolos de A e a segunda oms��mbolos de B. Os s��mbolos s~ao oloados no arranjo preservando-se a ordem na adeia original,om eventuais espa�os (aqui representados pelo s��mbolo \ { ") oloados entre eles, de formaque a remo�~ao dos espa�os em uma linha leva �a adeia original. Os espa�os s~ao inseridos de talforma que n~ao exista uma oluna om dois espa�os no arranjo. Cada espa�o na primeira linharepresenta uma opera�~ao de inser�~ao, e ada espa�o na segunda linha representa uma remo�~ao.A ada oluna do alinhamento �e atribu��do um valor, om base nos s��mbolos presentes e emum erto esquema de atribui�~ao de valores (o equivalente �a atribui�~ao de ustos �as opera�~oesde edi�~ao). Este esquema pode ser de�nido por uma fun�~ao �: sendo x e y dois s��mbolos doalfabeto em uso, inluindo \ { " neste alfabeto, o valor de uma oluna que ont�em x e y �e �(x; y).O valor de um alinhamento �e dado pela soma dos valores de suas olunas.Os esquemas de atribui�~ao de valores que ser~ao aqui onsiderados d~ao valores maiores paraolunas om s��mbolos iguais e valores menores para as olunas om s��mbolos diferentes, ouque representem opera�~oes de inser�~ao ou remo�~ao. Prourando o alinhamento de valor m�aximoteremos uma medida do quanto as adeias s~ao similares. Isto �e an�alogo a prourar uma seq�uêniade opera�~oes de edi�~ao que apresente usto m��nimo.A seguir temos uma representa�~ao de dois alinhamentos poss��veis para as adeias ACTTCATe ATTCACG (Figura 1.1). No esquema de atribui�~ao de valores usado neste exemplo, olunasom s��mbolos oinidentes têm valor 1, outras olunas têm valor 0.Podemos ent~ao de�nir o problema do Alinhamento de Cadeias:



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 5A A C T T C A { T A A C T T C A { TB A T T C { A C G B A { T T C A C Gvalor 1 0 1 0 0 1 0 0 3 valor 1 0 1 1 1 1 0 0 5Figura 1.1: Exemplos de alinhamento.De�ni�~ao 1.1 (Problema do Alinhamento de Cadeias) Dadas as adeias A e B, enon-trar o alinhamento entre elas que apresente valor m�aximo.O valor do alinhamento m�aximo �e hamado tamb�em de similaridade entre as duas adeias.Em muitas situa�~oes, n~ao estamos interessados no alinhamento em si, mas apenas na simila-ridade. Algoritmos baseados em programa�~ao dinâmia, apresentados no Cap��tulo 2, podemdeterminar esta similaridade em tempo O(nanb) e espa�o O(minfna; nbg). A obten�~ao do ali-nhamento propriamente dito pode envolver maiores requisitos de tempo e espa�o, mas a omple-xidade assint�otia se mant�em quadr�atia para o tempo e linear para o espa�o, omo ser�a vistono Cap��tulo 2.Os oneitos de similaridade e distânia de edi�~ao s~ao muito semelhantes quando se onsideraapenas substitui�~oes, remo�~oes e inser�~oes de s��mbolos isolados. De fato, uma vez onheidosos ustos de opera�~ao de edi�~ao, os valores de alinhamentos de s��mbolos e os omprimentos dasadeias, pode-se obter a distânia de edi�~ao a partir da similaridade e vie-versa. Em [41℄ �eapresentada uma ompara�~ao detalhada entre estes dois oneitos.Neste trabalho, ser~ao usados os oneitos de alinhamento de adeias e similaridade.1.2.3 Maior Subseq�uênia ComumUm aso partiular do Problema de Alinhamento de Cadeias �e o Problema da Maior Subseq�uêniaComum, ou LCS (do inglês Longest Common Subsequene):De�ni�~ao 1.2 (Problema da Maior Subseq�uênia Comum { LCS) Dadas as adeias Ae B, enontrar a maior adeia C que �e subseq�uênia de A e B.O problema LCS �e um problema de Alinhamento de Cadeias em que apenas opera�~oesde inser�~ao e remo�~ao s~ao admitidas, ou seja, n~ao s~ao permitidas olunas om s��mbolos n~aooinidentes a menos que um dos s��mbolos seja um espa�o. Colunas om espa�os têm valor 0 eolunas om s��mbolos oinidentes têm valor 1. Na Figura 1.2 temos a representa�~ao da solu�~aodo problema LCS para as adeias j�a usadas nos exemplos anteriores.A A C T T C A { { TB A { T T C A C G {valor 1 0 1 1 1 1 0 0 0 5Figura 1.2: Exemplo de solu�~ao para o problema da Maior Subseq�uênia Comum. No aso, asubseq�uênia seria ATTCA.



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 6Novamente, em muitas situa�~oes n~ao h�a interesse em enontrar a maior subseq�uênia omum,apenas o seu omprimento, por ser uma medida de similaridade entre as adeias.O fato de substitui�~oes n~ao serem admitidas no problema LCS permite que t�enias diferen-iadas sejam usadas neste problema, obtendo-se algoritmos de omplexidade mais baixa do queno aso de alinhamentos gerais [39℄. No entanto, na an�alise de pior aso destes algoritmos aindatemos omplexidade de tempo quadr�atia.H�a tamb�em algoritmos que, numa an�alise assint�otia de pior aso, apresentam omplexidadesubquadr�atia [34, 35℄. No entanto, estes algoritmos s�o superam os de uso geral quando asadeias s~ao muito grandes, maiores do que as que oorrem em aplia�~oes reais [23℄.1.3 Alinhamento de Todas as SubadeiasUma extens~ao do Problema do Alinhamento entre Cadeias �e o do Alinhamento de Todas asSubadeias, assim de�nido:De�ni�~ao 1.3 (Problema do Alinhamento de Todas as Subadeias - ATS) Dadas A eB, duas adeias de omprimentos na e nb respetivamente, enontrar o alinhamento entre A etodas as poss��veis subadeias Bji de B, 1 � i � j � nb.Como h�a O(n2b) subadeias de B, pode-se esperar uma maior omplexidade de tempo e espa�ona sua solu�~ao do que no aso do alinhamento simples entre A e B. Por�em, para algumas vers~oesrestritas do problema ATS existem algoritmos mais e�ientes, omo ser�a visto nesta tese.H�a uma s�erie de varia�~oes poss��veis para o que se onsidera uma solu�~ao para o problemaATS. De maneira geral, espera-se enontrar uma estrutura de dados que permita onsultassobre o valor do alinhamento de A om uma determinada subadeia Bji em tempo reduzido, seposs��vel O(1). A determina�~ao do alinhamento propriamente dito leva tempo 
(maxfna; j� ig),devido ao pr�oprio omprimento do alinhamento. Dependendo da aplia�~ao, pode-se tolerar umaumento nestes tempos de onsulta desde que o tempo ou o espa�o requeridos para onstru�~aoda estrutura sejam reduzidos.1.3.1 Aplia�~oes do Problema ATSO problema ATS, om poss��veis varia�~oes, surge omo parte de problemas maiores. Algunsdestes problemas s~ao itados a seguir.Alinhamento de uma adeia om v�arias outras que possuem subadeia omumEm ertas situa�~oes, das quais a busa em bases de dados biol�ogios �e um dos exemplos maisevidentes, uma adeia-alvo A deve ser omparada om v�arias outras adeias-fonte F1; F2; : : : ; Fn,sendo que ada uma destas adeias-fonte possui uma subadeia omum C, ou seja, Fk = PkCSk,
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1 i j na
1 nfkPk C Skavaliadoa avaliar a avaliarAFkFigura 1.3: Alinhamento entre A e Fk, quando as similaridades entre C e todas as subadeiasde A s~ao onheidas.1 � k � n. Considera-se que as adeias F1; F2; : : : ; Fn apresentam semelhan�as por terem uma\origem" omum (por exemplo, podem ser adeias de DNA om um anestral omum) e forampr�e-proessadas para determina�~ao da adeia omum C.Em [29℄, �e apresentada uma forma de evitar usar a subadeia omum C em todos os alinha-mentos entre A e as adeias-fonte. Para isto, determina-se primeiramente a similaridade entre Ce todas as subadeias de A. As similaridades entre A e uma erta adeia-fonte Fk podem ent~aoser determinadas mais rapidamente, analisando-se as similaridades entre Pk e v�arios pre�xos deA e entre Sk e v�arios su�xos de A (ver Figura 1.3). Os detalhes s~ao apresentados em [29℄.Alinhamento CirularO Problema do Alinhamento Cirular [33, 40℄ onsiste em determinar o melhor alinhamentoentre uma adeia A e qualquer desloamento ��lio de uma adeia B, ou seja, determinar ovalor de i que forne�a o melhor alinhamento entre A e bibi+1 : : : bnbb1b2 : : : bi�1.Este problema pode ser apliado em ompara�~oes que envolvam adeias irulares de �aidosnulêios, omo plasm��deos e romossomos baterianos ou de organelas (omo mitoôndrias eloroplastos) [22℄.Este problema pode ser resolvido busando-se os alinhamentos entre A e todas as subadeiasde BB (ou seja, a adeia B onatenada onsigo mesma) que tiverem omprimento igual a nb.Determina�~ao de Repeti�~oes Aproximadas ConatenadasA determina�~ao de repeti�~oes onatenadas em uma adeia A envolve busar alinhamentos entresubadeias onatenadas Aki e Ajk+1. Este problema �e abordado em [40℄ e resolvido atrav�es deuma varia�~ao do problema ATS: alinhamento de todos os su�xos de uma adeia A om todosos pre�xos de uma adeia B. As t�enias envolvidas na solu�~ao deste problema e do ATS s~aoan�alogas. De fato, a t�enia de solu�~ao para o ATS apresentada no Cap��tulo 3 desta tese resolveambos os problemas simultaneamente.



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 81.3.2 Compara�~ao Entre o Problema ATS e o de AlinhamentoComo j�a omentado, o problema ATS envolve resultados mais abrangentes, o que pode levar auma maior omplexidade de tempo e espa�o na sua resolu�~ao. De fato, os algoritmos onheidospara o alinhamento simples e para o ATS diferem nas omplexidades de tempo por um fatorlogar��tmio (ver Tabela 1.1).No entanto, quando onsideramos o problema LCS, a sua extens~ao para um problema queenvolva todas as subadeias (que hamaremos ALCS, de All-substrings Longest Common Subse-quene) pode ser resolvida om a mesma omplexidade de tempo que o LCS b�asio. O ProblemaALCS �e de�nido a seguir.De�ni�~ao 1.4 (Maior Subseq�uênia Comum-Todas as Subadeias (ALCS)) Dadas asadeias A e B, enontrar a maior subseq�uênia omum entre A e todas as poss��veis subadeiasBji de B, 1 � i � j � nb.A Tabela 1.1 sumariza os resultados onheidos at�e o momento para os problemas de Ali-nhamento e LCS e suas extens~oes para problemas que envolvem todas as subadeias. Estesresultados ser~ao expliados ao longo desta tese. Deve-se notar que esta tabela apresenta a om-plexidade de tempo dos algoritmos de uso pr�atio onheidos no momento. Como j�a menionado,para o problema LCS h�a algoritmos assintotiamente melhores, mas utiliz�aveis apenas quandoas adeias envolvidas s~ao exepionalmente grandes [23, 34, 35℄.A�B A� Subadeias de BAlinhamento: O(nanb) ATS: O(nanbminfna; nbg)LCS: O(nanb) ALCS: O(nanb)Tabela 1.1: Compara�~ao entre os tempos de pior aso neess�arios para resolver problemas deAlinhamento e LCS seq�uenialmente. Os algoritmos onsiderados s~ao os de maior uso na pr�atia.H�a tamb�em algoritmos que apresentam melhor omplexidade de aso m�edio, quando aplia-dos em situa�~oes partiulares. Por exemplo, Wu et al. [44℄ apresentam um algoritmo adequadopara quando se espera que a maior subseq�uênia omum seja longa, enquanto Apostolio eGuerra [8℄ apresentam um algoritmo apropriado para o aso oposto. Em [39℄ �e apresentadoum algoritmo adequado para ambas as situa�~oes, mas este algoritmo, assim omo os anteriores,ainda apresenta uma omplexidade essenialmente quadr�atia no pior aso.Temos ent~ao que a resolu�~ao do problema ALCS d�a, em tempo adequado, uma solu�~aotamb�em para o problema LCS. O aumento de omplexidade se restringe a uma (pequena) ons-tante multipliativa.Al�em das aplia�~oes omentadas para o problema ATS, h�a uma outra vantagem em pesquisareste tipo de problema. A maior quantidade de informa�~oes forneidas na resposta permiteparaleliza�~oes do tipo divis~ao-e-onquista, omo veremos ao longo desta tese. A uni~ao de solu�~oesde subproblemas para formar a solu�~ao de um problema maior �e poss��vel gra�as �as informa�~oesadiionais. No aso do problema LCS, a abordagem do problema ALCS torna poss��vel a ria�~aode um algoritmo paralelo adequado tamb�em para o LCS.



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 91.4 Modelos de Computa�~ao Paralela de Granularidade GrossaO estudo dos algoritmos paralelos apresenta uma di�uldade que em geral n~ao aomete o estudodos algoritmos seq�ueniais: a grande variedade de arquiteturas paralelas torna dif��il a de�ni�~aode um modelo de omputa�~ao que seja universalmente aeit�avel. Algoritmos desenvolvidos paraum erto modelo podem n~ao ser diretamente mape�aveis em ertas arquiteturas, pelo menos n~aosem uma grande perda de desempenho.Um exemplo t��pio deste problema envolve o modelo PRAM (Parallel Random-Aess Ma-hine), talvez o mais popular dos modelos paralelos, que se baseia na existênia de v�arios proes-sadores ligados a uma �unia mem�oria ompartilhada. Algoritmos desenvolvidos para este modelopodem ser dif��eis de apliar em m�aquinas que apresentam mem�oria distribu��da e dependem deenvio expl��ito de mensagens entre os proessadores, atrav�es de uma rede de omunia�~ao. Poroutro lado, a de�ni�~ao de um modelo espe���o para m�aquinas de mem�oria distribu��da eventual-mente teria que levar em onsidera�~ao a topologia da rede de omunia�~ao, a taxa de transferêniade dados, ustos de roteamento pela rede, et. Algoritmos desenvolvidos tendo em vista umaarquitetura muito espe���a podem ser dif��eis de adequar para outras arquiteturas.Uma das fun�~oes de um modelo de omputa�~ao �e apresentar um padr~ao para o desenvolvi-mento uni�ado de solu�~oes de problemas, para que estas solu�~oes possam ser eventualmenteadaptadas para arquiteturas reais om m��nimo esfor�o e m�aximo desempenho. Ao observarmosboa parte das arquiteturas paralelas atualmente existentes, vemos que o usto de omunia�~aoentre proessadores tende a se tornar um gargalo para o desempenho (ver, por exemplo, [13℄), oque justi�a o desenvolvimento de algoritmos que visem minimizar estas omunia�~oes, baseando-se prinipalmente em omputa�~oes loais realizadas por proessadores que possuem, ada um,uma mem�oria loal de tamanho razo�avel. Isto justi�a o uso de modelos de omputa�~ao paralelade granularidade grossa, ou seja, modelos que levam em onsidera�~ao os ustos de transferêniade dados entre proessadores.Modelos omo o CGM (Coarse Grained Multiomputer), que ser~ao expliados a seguir, apre-sentam a vantagem de permitir que algoritmos paralelos sejam desenvolvidos sem levar emonsidera�~ao os detalhes de redes de omunia�~ao. Basiamente, tenta-se apenas minimizar on�umero de omunia�~oes realizadas. O sarif��io que se faz ao ignorar detalhes das arquitetu-ras de omputa�~ao, perdendo-se oportunidades de ganho de desempenho numa \sintonia �na"pr�evia entre algoritmo e arquitetura, �e ompensado pela maior generalidade e pela possibilidadede adequa�~ao posterior do algoritmo a ada arquitetura. Al�em disso, modelos simples omo oCGM tamb�em permitem estudos te�orios importantes, omo a determina�~ao de limites inferiorespara tempos de exeu�~ao e omunia�~oes.Cada modelo apresenta os seus pr�oprios preeitos de desenvolvimento de algoritmos, no quediz respeito ao desempenho a ser obtido. Quando se usa o modelo PRAM, um objetivo freq�uente�e obter algoritmos que levem tempo polilogar��tmio (O(logk n), onde n �e o tamanho da entradae k uma onstante positiva qualquer) usando um n�umero polinomial de proessadores (O(nt),onde t �e uma onstante positiva qualquer). Para aplia�~oes pr�atias, normalmente se espera queo n�umero de proessadores p seja bem menor do que o tamanho da entrada n, e que o tempototal de exeu�~ao paralela seja O(S(n)=p), onde S(n) �e o tempo do melhor algoritmo seq�uenial



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 10para o problema, om entrada de tamanho n. Este rit�erio de desempenho (aelera�~ao, ou SpeedUp, linear) representa o bom aproveitamento de ada proessador na solu�~ao do problema, pelomenos quando p �e \muito menor" do que n (segundo algum rit�erio bem de�nido).O uso de modelos paralelos de granularidade grossa tem ganho grande aten�~ao no meioaadêmio, por aliarem simpliidade no desenvolvimento de algoritmos e failidade de adequa�~aodestes a arquiteturas reais, om resultados pr�oximos aos previstos em teoria [12, 15, 36℄.A seguir, veremos alguns dos modelos de granularidade grossa mais utilizados: BSP, LogP eCGM.1.4.1 Modelo BSP (Bulk Synhronous Parallel)O modelo BSP foi introduzido por Valiant [42, 18℄. Um omputador BSP �e formado por trêsomponentes:� Um onjunto de m�odulos formados por proessadores e mem�orias loais.� Uma rede de omunia�~ao que envie mensagens ponto a ponto entre os m�odulos.� Um sinronizador que possibilite opera�~oes de barreira.Uma omputa�~ao BSP �e dividida em superpassos separados por sinroniza�~oes em barreira.Em ada superpasso, um proessador pode realizar omputa�~ao loal e reeber/enviar dadosde/para outros proessadores. Os dados enviados em um superpasso s�o podem ser usados poroutros proessadores no superpasso seguinte.Os seguintes parâmetros s~ao usados para avaliar o desempenho de um omputador BSP:� n - tamanho da instânia do problema a ser resolvido.� p - n�umero de proessadores. Cada proessador �e indexado por um n�umero entre 1 e p.� L - n�umero m��nimo de ilos entre ada sinroniza�~ao em barreira (de�nindo a dura�~aom��nima de um superpasso).� g - raz~ao entre a apaidade de proessamento (n�umero de opera�~oes internas de om-puta�~ao por unidade de tempo, onsiderando todos os proessadores) e apaidade deomunia�~ao (n�umero de mensagens de tamanho unit�ario que podem ser entregues pelarede, por unidade de tempo).Atrav�es destes parâmetros �e poss��vel estimar, para um determinado algoritmo, qual o tempototal de exeu�~ao, dividido em tempo de proessamento e tempo de omunia�~ao.Na de�ni�~ao b�asia do modelo BSP [42℄, tamb�em denominado EREW BSP (ou XPRAM [43℄,ou ainda EREW-phase PRAM [19℄), numa etapa de omunia�~ao as mensagens n~ao podem ser



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 11dupliadas, ombinadas ou sofrer qualquer tipo de broadast. Uma varia�~ao para esse modelo �eo denominado CREW BSP (ou CREW-phase PRAM [19℄), em que uma mesma mensagem podegerar um broadast para proessadores arbitr�arios.Varia�~oes mais so�stiadas (permitindo ombina�~oes de mensagens, et.) n~ao ser~ao onside-radas aqui, por serem menos realistas.1.4.2 Modelo LogPO modelo LogP [13℄ �e semelhante ao BSP, mas n~ao requer sinroniza�~oes em barreira. Istopermite melhor sintonia entre algoritmo e m�aquina, sobrepondo etapas de omunia�~ao e pro-essamento interno em diferentes proessadores. Os parâmetros do modelo LogP (que, por sinal,d~ao o nome ao modelo) s~ao:� L - um limite superior para a latênia de omunia�~ao entre dois proessadores (o tempoentre o envio de uma mensagem urta e o seu reebimento).� o - a penaliza�~ao (\overhead") de um proessador pelo envio de uma mensagem, orres-pondendo ao tempo de inatividade de um proessador que est�a enviando uma mensagemurta.� g - o intervalo (\gap") entre o envio ou reep�~ao de dois dados. O inverso desta medidafornee a apaidade de transmiss~ao da rede por proessador (quantidade de dados enviadosem um erto intervalo de tempo).� P - o n�umero de proessadores.Este modelo �e provavelmente o modelo mais real��stio dentre os três aqui apresentados,tendo sido proposto justamente para obrir alguns pontos falhos do modelo BSP (de formageral assoiados �a sinroniza�~ao em barreira). Ele segue na dire�~ao oposta �a do modelo CGM,apresentado a seguir, busando uma melhor representa�~ao das m�aquinas reais. No entanto, estemodelo n~ao paree adequado ao desenvolvimento de algoritmos gerais, uma vez que a otimiza�~aode um erto proedimento pode estar fortemente assoiada aos valores espe���os dos parâmetrosonsiderados.1.4.3 Modelo CGM (Coarse Grained Multiomputer)O modelo CGM foi proposto por Dehne et al. [14℄, servindo omo uma simpli�a�~ao do modeloBSP. Este modelo apresenta menos parâmetros do que o BSP, o que o torna um pouo maisdif��il de ajustar a m�aquinas reais mas mais atraente para estudo de algoritmos gerais.Para avaliar o desempenho de um omputador CGM, os parâmetros s~ao apenas n (tamanhoda instânia a ser resolvida) e p (n�umero de proessadores). Os parâmetros relativos �a veloidadeda rede e dura�~ao m��nima de um superpasso foram desartados, em fun�~ao de uma mudan�a deobjetivos e a imposi�~ao de algumas restri�~oes adiionais: ada proessador deve ter apaidade



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 12de mem�oria O(n=p) e em ada etapa de omunia�~ao os proessadores devem reeber/enviarno m�aximo h = O(n=p) mensagens de tamanho unit�ario de/para outros proessadores. Oproessamento �e dividido em rodadas de omputa�~ao loal e rodadas de omunia�~ao, que sealternam.O objetivo do desenvolvimento de algoritmos e�ientes deixa de ser a simples proura porum tempo total de exeu�~ao m��nimo para inluir uma nova meta: reduzir o n�umero de rodadasde omunia�~ao, se poss��vel tornando este n�umero onstante ou dependente apenas de p.Em geral, sup~oe-se que n �e muito maior do que p, sendo n > p2 uma restri�~ao omum [14℄.Apesar destas restri�~oes, o modelo CGM paree ser o mais adequado para o desenvolvimentopreliminar de algoritmos paralelos de granularidade grossa, para posterior avalia�~ao e sintonia�na om modelos mais real��stios omo os BSP e o LogP. Na verdade, o modelo CGM temse mostrado bastante adequado para o desenvolvimento de algoritmos paralelos esal�aveis, queapresentam desempenho pr�oximo ao previsto. Estas arater��stias têm atra��do a aten�~ao deum n�umero resente de pesquisadores [15℄.1.4.4 Coment�ariosO objetivo deste trabalho �e apresentar alguns algoritmos paralelos para alinhamento de adeias,que possam ser adequados failmente para arquiteturas paralelas distribu��das. Temos ent~ao aquest~ao de esolher qual dos modelos �e mais adequado para esta tarefa.Apesar de sua menor preis~ao, o modelo esolhido foi o CGM. Os parâmetros dos demaismodelos s~ao adequados para situa�~oes em que uma determinada m�aquina ser�a usada e seusparâmetros j�a s~ao onheidos. Quando os parâmetros s~ao desonheidos, uma s�erie de deis~oesonitantes podem surgir. Por exemplo, se a latênia de omunia�~ao (ou o tamanho do su-perpasso) for muito grande e a apaidade da rede de omunia�~ao tamb�em, favoree-se o usode pouas mensagens entre os proessadores, que re�unam todos os dados neess�arios para a in-tera�~ao. No aso inverso (rede de baixa latênia e baixa apaidade), mensagens fragmentadaspodem ser mais vantajosas se permitirem, atrav�es da omunia�~ao de resultados pariais entreos proessadores, uma redu�~ao do total de dados a serem omuniados.Os objetivos do desenvolvimento de um algoritmo CGM s~ao laros. Contudo, quest~oes omoa itada anteriormente podem afetar a adapta�~ao de um algoritmo a uma m�aquina espe���a.Al�em disso, alguns rit�erios do modelo CGM pareem ser desneessariamente restritivos. Assimsendo, no uso do modelo CGM teremos em mente os seguintes rit�erios:� A limita�~ao do tamanho da mem�oria loal a O(n=p), onde n �e o tamanho da instânia doproblema a ser resolvido e p o n�umero de proessadores, �e restritiva demais. Este rit�erio fazom que os problemas que requerem espa�o maior do que O(n) n~ao possam ser resolvidosmesmo quando p = 1 (seq�uenial). Areditamos que seja mais adequado ao \esp��rito" domodelo que o tamanho da mem�oria loal seja O(M=p), onde M �e o espa�o requerido paraa solu�~ao seq�uenial do problema. Esta restri�~ao imp~oe que a solu�~ao paralela n~ao envolvaum aumento no espa�o total requerido pela solu�~ao seq�uenial.



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E DEFINIC� ~OES PRELIMINARES 13� Em alguns asos, a restri�~ao anterior ser�a ignorada. Um algoritmo CGM om uso demem�oria aima dos limites usuais pode ser onsiderado de qualidade inferior, mas a suaexposi�~ao pode ser �util. Assim, o tamanho da mem�oria loal ser�a onsiderado um fator dequalidade mais do que um fator restritivo.� Seguindo a altera�~ao da restri�~ao de mem�oria, ada rodada de omunia�~ao poder�a envolvero envio/reebimento de O(M=p) dados por rodada, mais exatamente o equivalente aotamanho da mem�oria loal. Esta restri�~ao ser�a mantida. Quando �e neess�ario o envio demensagens maiores (por exemplo, se um proessador tiver que realizar um broadast detoda a sua mem�oria), isto pode ser realizado em v�arias rodadas de omunia�~ao.� O foo do desenvolvimento se manter�a na obten�~ao de aelera�~ao linear e baixo n�umerode rodadas de omunia�~ao, mas os tamanhos das rodadas e das mem�orias loais ser~aotamb�em, na medida do poss��vel, reduzidos.1.5 Desri�~ao do TrabalhoEsta tese prop~oe algoritmos paralelos CGM para o problema ATS e para o aso espeial ALCS,ambos om aelera�~ao linear no n�umero de proessadores p e O(log p) rodadas de omunia�~ao.Em ambos os asos, o foo se onentra na obten�~ao das similaridades, ou seja, dos valores dosalinhamentos.Como j�a omentado, a solu�~ao do problema ALCS �e adequada tamb�em para o problemaLCS. Para o aso espe���o em que uma solu�~ao para o LCS �e prourada, o algoritmo propostopara o ALCS enontra tamb�em a subseq�uênia omum mais longa (n~ao s�o o seu omprimento).N~ao h�a algoritmos om tais arater��stias na literatura, al�em de [2℄, publiado omo parte dodesenvolvimento deste trabalho, que resume os resultados para o problema ATS. No momentoem que esta tese est�a sendo esrita, os resultados para o problema ALCS se enontram emavalia�~ao para publia�~ao.O Cap��tulo 2 apresenta resultados j�a presentes na literatura que ser~ao �uteis no restante dotexto. Primeiramente s~ao apresentados alguns algoritmos b�asios para resolu�~ao de problemasde alinhamento (simples) entre duas adeias. Estes algoritmos empregam programa�~ao dinâmiae a exposi�~ao deles ir�a failitar a ompreens~ao dos algoritmos aqui propostos. A paraleliza�~aodos algoritmos de programa�~ao dinâmia tamb�em ser�a apresentada, para �ns de ompara�~ao.Estes algoritmos paralelos apresentam O(p) rodadas de omunia�~ao.Ainda no Cap��tulo 2 ser�a apresentado o oneito de matrizes monotônias e totalmentemonotônias [1℄, muito importantes para os ap��tulos seguintes.O Cap��tulo 3 apresenta o algoritmo CGM para o problema ATS e o Cap��tulo 4 apresenta oalgoritmo para o ALCS. Embora o segundo problema seja uma restri�~ao do primeiro, as t�eniasempregadas s~ao ompletamente distintas. Parte da an�alise do algoritmo para o problema ATSfoi oloada no Apêndie A para failitar a leitura desta tese.O Cap��tulo 5 apresenta onlus~oes e oment�arios sobre o trabalho.



Cap��tulo 2Algoritmos FundamentaisNeste ap��tulo, alguns resultados pr�evios relevantes a esta tese s~ao apresentados. Iniialmenteser�a visto omo o problema de Alinhamento de Cadeias �e resolvido atrav�es de programa�~aodinâmia. A paraleliza�~ao destes algoritmos �e apresentada a seguir. A �ultima se�~ao desteap��tulo �e dediada �as matrizes monotônias e totalmente monotônias.Quase todos os resultados deste ap��tulo j�a s~ao onheidos. A presen�a destes resultadosaqui torna esta tese auto-ontida e failita a exposi�~ao dos seus resultados. Alguns detalhesapresentados s~ao in�editos e preisam ser destaados pela importânia que têm no restante dotrabalho.2.1 Programa�~ao Dinâmia para Problemas de Alinhamento deCadeiasUma forma bem onheida de resolver problemas de alinhamento de adeias �e o uso de pro-grama�~ao dinâmia [23, 37, 41℄. Na verdade, o proesso foi desenvolvido simultaneamente e deforma independente por diversos autores. Um problema de alinhamento �e resolvido atrav�es deuma suess~ao de subproblemas, ada um relaionado a um pre�xo de A e um pre�xo de B.Atrav�es dos valores dos alinhamentos de ertos pre�xos �e poss��vel alular rapidamente o valordo alinhamento para pre�xos maiores.2.1.1 Proedimento B�asioVamos onsiderar que o valor do alinhamento dos s��mbolos x e y �e dado por �(x; y), lembrandoque a fun�~ao � pode ter \{" omo argumento. A fun�~ao � �e tal que �(x; y) = �(y; x), �(x; y) � 0se x 6= y e �(x; y) � 0 se x = y. No aso do problema LCS, por exemplo, ter��amos �(x; y) = 1para x = y, 0 aso ontr�ario. Colunas ontendo dois s��mbolos \{" n~ao ser~ao permitidas, umavez que estendem desneessariamente o alinhamento.Consideremos o alinhamento dos pre�xos Ai1 e Bj1, ujo valor ser�a denominado val(i; j)14



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 15(val(0; 0) = 0). Construindo o arranjo do alinhamento para estes pre�xos, o valor deste ali-nhamento ser�a igual �a soma dos valores de todas as olunas (ver Figura 1.1) at�e a pen�ultima,somado ao valor da �ultima oluna, que deve onter uma das seguintes possibilidades:� ai e bj, aso em que val(i; j) = val(i � 1; j � 1) + �(ai; bj).� ai e \{", aso em que bj oorre em uma oluna anterior e val(i; j) = val(i�1; j)+�(ai; {).� \{" e bj, aso em que val(i; j) = val(i; j � 1) + �({; bj), por raz~oes semelhantes �as do itemanterior.Este proedimento pode ser visualizado por um Grafo Direionado A��lio do tipo Grade,ou GDAG, em que os v�erties est~ao dispostos em um arranjo (na + 1) � (nb + 1). Numerandolinhas e olunas a partir de 0, o v�ertie da linha i e oluna j, G(i; j), representa val(i; j). Osaros s~ao assim de�nidos:� (aros diagonais) para 1 � i � na e 1 � j � nb h�a um aro de G(i� 1; j � 1) para G(i; j),de peso �(ai; bj).� (aros vertiais) para 0 � i � na e 1 � j � nb h�a um aro de G(i; j � 1) para G(i; j), depeso �(ai; {).� (aros horizontais) para 1 � i � na e 0 � j � nb h�a um aro de G(i� 1; j) para G(i; j), depeso �({; bj).Este GDAG �e representado na Figura 2.1. Para enontrar o melhor alinhamento entre A e B �epreiso determinar o aminho de maior valor (maior soma dos pesos dos aros perorridos) entreG(0; 0) e G(na; nb). Esta determina�~ao pode ser feita failmente atrav�es do seguinte algoritmo:Algoritmo 2.1: Alinhamento de Duas Cadeias por Programa�~ao Dinâmia.Entrada: Cadeias A e B.Sa��da: Valor do Melhor Alinhamento entre A e B.1 Para i 0 at�e na fa�a1.1 val(i; 0) i � �(ai; {)2 Para j  1 at�e nb fa�a2.1 val(0; j)  j � �({; bj)2.2 Para i 1 at�e na fa�a2.2.1 val(i; j)  max8<: val(i; j � 1) + �({; bj)val(i� 1; j � 1) + �(ai; bj)val(i� 1; j) + �(ai; {)�m do algoritmo.
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Figura 2.1: GDAG para o Problema de Alinhamento entre A = yxxyzyzx e B = yxxyzxyzxy.O Algoritmo 2.1 alula apenas o valor do melhor alinhamento, mas pode ser failmentemodi�ado para alular tamb�em o alinhamento propriamente dito, bastando usar os valoresarmazenados de val(i; j). Naturalmente, G(na; nb) pertene ao aminho no GDAG que de�ne omelhor alinhamento. A partir deste v�ertie determina-se, na ordem inversa, todos os v�erties quepartiipam deste aminho. Para ada G(i; j), determina-se qual dos v�erties vizinhos (G(i; j�1),G(i�1; j�1) ou G(i�1; j)) foi usado no �alulo de val(i; j). Isto pode ser feito observando-se osvalores assoiados a ada v�ertie, mas �e mais simples registrar esta informa�~ao em \ponteiros"assoiados a ada v�ertie, j�a durante o proedimento de �alulo.2.1.2 Obten�~ao do Alinhamento Usando Espa�o Linear�E f�ail notar que o Algoritmo 2.1 requer tempo �(nanb). A determina�~ao do valor do alinha-mento poderia ser feita mantendo-se apenas a �ultima oluna de valores val(i; j) determinadose desprezando os que j�a foram usados, mas a determina�~ao do aminho no GDAG requer amanuten�~ao de todos os valores (ou dos \ponteiros"), o que leva a espa�o �(nanb).No entanto, gra�as a uma t�enia desrita por Hirshberg [26℄, �e poss��vel determinar esteaminho usando apenas espa�o linear, mantendo o tempo O(nanb). Trata-se de uma abordagemde divis~ao-e-onquista: primeiramente determina-se um ponto do aminho na oluna entral doGDAG, o que �e feito por duas aplia�~oes do Algoritmo 2.1:� Determinam-se os omprimentos dos melhores aminhos de G(0; 0) a todo G(i; bnb=2),0 � i � na. Estes omprimentos equivalem aos valores val(i; bnb=2). A determina�~ao earmazenamento destes valores usa espa�o O(na).� Revertendo os aros do GDAG, determinam-se os omprimentos dos melhores aminhos
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Figura 2.2: Divis~ao-e-Conquista para determina�~ao do melhor alinhamento entre A e B. As�areas laras no GDAG da direita ser~ao exploradas reursivamente.de G(na; nb) a todo G(i; bnb=2), 0 � i � na. Vamos hamar estes omprimentos devalr(i; bnb=2).Estas duas aplia�~oes \pariais" do Algoritmo 2.1 utilizam, juntas, tempo O(nanb). Na ver-dade, o tempo total �e muito pr�oximo do tempo que seria gasto numa �unia exeu�~ao \ompleta"do algoritmo (que determinasse val(nanb)).Determina-se ent~ao max0�i�nafval(i; bn=2)+valr(i; bn=2)g. Seja k o valor de i que orres-ponde a este m�aximo. Temos ent~ao que G(k; bn=2) pertene ao melhor aminho entre G(0; 0)e G(na; nb). Os demais v�erties podem ser determinados apliando-se o mesmo proesso reur-sivamente para determinar o melhor aminho entre G(0; 0) e G(k; bn=2) e o melhor aminhoentre G(k; bn=2) e G(na; nb). A Figura 2.2 ilustra o proesso.Pela Figura 2.2 nota-se que a quantidade de valores a serem alulados nas aplia�~oes re-ursivas �e aproximadamente a metade da quantidade envolvida na determina�~ao de k. Pode-seprovar ent~ao que T (n;m) = O(nm). De fato, T (n;m) �e aproximadamente o dobro do tempogasto na determina�~ao de k.O espa�o requerido, al�em do neess�ario para armazenamento das pr�oprias adeias, �e O(na+log nb). O termo log nb se refere �a manuten�~ao da pilha de reurs~ao.Com estes resultados, demonstramos o seguinte teorema:Teorema 2.1 Dadas duas adeias A e B de omprimentos na e nb, respetivamente, pode-sedeterminar o melhor alinhamento entre A e B em tempo O(nanb) e espa�o O(na + lognb).Este resultado serve tamb�em, naturalmente, para o problema LCS.



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 182.1.3 Algoritmo Ingênuo para o Problema ATSA partir dos resultados anteriores, deduz-se que �e poss��vel resolver o problema ATS (quandoapenas as similaridades s~ao desejadas) em tempo O(nan2b), atrav�es de nb aplia�~oes do Algo-ritmo 2.1. Deve-se notar que, al�em da similaridade entre A e B, este algoritmo tamb�em determinaas similaridades entre A e todos os pre�xos de B: para A e Bj1, este valor �e val(na; j).Assim, para enontrar os alinhamentos envolvendo todas as subadeias de B, basta lembrarque uma subadeia de B �e um pre�xo de algum su�xo de B. Usando-se o Algoritmo 2.1 nbvezes, uma para ada su�xo de B, temos todos os alinhamentos desejados.Este proedimento de \for�a bruta" n~ao utiliza diversas propriedades interessantes do pro-blema ATS, que ser~ao exploradas no Cap��tulo 3. Note que a abordagem aqui expliada envolveprourar, para todos os v�erties na linha superior do GDAG, o melhor aminho para ada umdos v�erties na linha inferior. Isto �e feito tomando um v�ertie da linha superior por vez.2.2 Algoritmo Paralelo B�asio para Alinhamento de CadeiasA seguir desrevemos uma solu�~ao paralela para o problema do alinhamento de adeias, ujaid�eia b�asia apareeu publiada em diversas formas para diversos modelos e m�aquinas distintos[4, 3, 16, 27℄.Apesar de simples, esta abordagem apresenta desempenho satisfat�orio em muitas situa�~oespr�atias. A simpliidade das rodadas de omunia�~ao permite uma avalia�~ao mais detalhadado desempenho esperado nos modelos BSP e CGM. Alguns parâmetros do algoritmo podem serajustados para garantir um melhor desempenho.A id�eia b�asia �e estender o Algoritmo 2.1 fazendo om que ada proessador seja respons�avelpor uma faixa de olunas ont��guas no GDAG. Dados p proessadores numerados de 1 a p,o proessador Pt alula val(i; j) para 0 � i � na e bnb(t � 1)=p � j � bnbt=p + 1. Porsimpliidade, vamos supor que todos os proessadores �am inumbidos de um mesmo n�umero de olunas.Para evitar que o proessador Pt+1 �que oioso enquanto o proessador Pt opera, Pt enviaresultados pariais para Pt+1 em v�arias rodadas de omunia�~ao. Para isto, o GDAG �e tamb�emdividido em faixas horizontais de l linhas ont��guas, sendo que l �e um parâmetro ajust�avel.Assim sendo, o GDAG �e dividido em bloos l�, que representam as tarefas b�asias do algoritmoparalelo.Seja b = dna=le. O GDAG �a ent~ao dividido em b�p bloos, que identi�aremos por B(s; t),1 � s � b, 1 � t � p.A omputa�~ao do bloo B(s; t) �e feita pelo proessador Pt. A omputa�~ao se desenvolve emuma \frente de onda", que ome�a no bloo de dados do anto superior esquerdo do GDAG ese propaga para baixo e para a direita. A Figura 2.3 ilustra este proesso.A omputa�~ao do bloo B(s; t) envolve três opera�~oes por parte do proessador Pt:
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(na; nb)Figura 2.3: Proessamento dos bloos de um GDAG durante o alinhamento paralelo de adeias.O n�umero no interior de ada bloo india o superpasso em que a omputa�~ao do bloo �erealizada.� Se t > 1, esperar pelos dados da �ultima oluna do bloo B(s; t� 1). S~ao l dados a seremenviados pelo proessador Pt�1.� Computar os dados de B(s; t), usando os dados de B(s; t� 1) e B(s� 1; t). Estes �ultimosforam alulados pelo pr�oprio proessador Pt.� Se t < p, enviar os l dados da �ultima oluna de B(s; t) para o proessador Pt+1.O n�umero de superpassos neess�arios �e p + b � 1. O parâmetro l (que de�ne b) pode seraumentado para reduzir o n�umero de superpassos, mas este aumento faz om que haja maisoiosidade entre os proessadores durante os primeiros e os �ultimos superpassos. Por outro lado,um valor muito pequeno de l faz om que o n�umero de rodadas de omunia�~ao se torne muitogrande. A latênia da rede de omunia�~ao ome�a a se tornar signi�ativa e anula o benef��ioda redu�~ao da oiosidade.Estudos emp��rios para o melhor valor de l s~ao �uteis no ajuste desta t�enia a uma aplia�~aoreal [3, 16℄.Para o modelo CGM, o aso l = d�na=pe, onde � � 1 �e uma onstante, fornee um algo-ritmo que exeuta em tempo O(nanb=p) e requer O(p) rodadas de omunia�~ao, em que adaproessador transfere O(na=p) dados [4℄.Esta t�enia pode ser modi�ada para permitir a determina�~ao do alinhamento em si (e n~aoapenas do seu valor) om espa�o linear, usando uma varia�~ao do algoritmo de Hirshberg [16, 27℄.Temos ent~ao o seguinte resultado:Teorema 2.2 O alinhamento de duas adeias A e B, respetivamente de omprimentos na e nb



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 20(na � nb), pode ser determinado no modelo CGM om p � nb proessadores em tempo O(nanb=p)e espa�o loal O(na+nb), usando O(p) rodadas de omunia�~ao em que ada proessador transfereO(na=p) dados.Como j�a omentado, este resultado �e su�iente em muitas aplia�~oes em que apenas o ali-nhamento entre duas adeias �e requerido. Este algoritmo pode, naturalmente, ser usado para oLCS, omo um aso espeial de alinhamento.A t�enia utilizada pode ser apliada tamb�em em modelos de granularidade �na. Na verdade,a t�enia aqui apresentada �e um aso partiular de paraleliza�~ao de proedimento de programa�~aodinâmia [17℄. Os subproblemas (no aso, alinhamentos de pre�xos de A om pre�xos de B)apresentam dependênias entre si, estabeleendo uma ordem parial (representada pelo GDAG).Uma ordena�~ao topol�ogia utilizando esta ordem parial india em que etapa ada subproblemapode ser resolvido. No aso, os valores dos alinhamentos de pre�xos Ai1 e Bj1 tais que i+ j = kpodem ser resolvidos na etapa k � 1.H�a muitas outras abordagens poss��veis para a paraleliza�~ao de problemas de alinhamento.Quando modelos de granularidade �na s~ao empregados, abordagens de divis~ao-e-onquista s~aoomuns na obten�~ao de algoritmos de tempo polilogar��tmio, ou seja, que exeutam em tempoO(logk(na + nb)) para algum k. Nestas abordagens, o GDAG �e dividido em bloos que s~aoproessados em paralelo, gerando resultados que s~ao ent~ao unidos. O proessamento de adabloo envolve a divis~ao deste em bloos menores, reursivamente. Exemplos desta abordagempodem ser enontrados em [6, 38℄.Em geral, esta abordagem apresenta um problema s�erio: os algoritmos paralelos obtidosn~ao s~ao �otimos quando omparados ao algoritmo seq�uenial (o produto entre o n�umero deproessadores e o tempo de exeu�~ao paralelo n~ao �e O(nanb)). Ainda assim, o algoritmo deApostolio et al. [6℄ exp~oe t�enias importantes para a resolu�~ao do problema ATS, omo ser�avisto no Cap��tulo 3.Outra forma de explorar paralelismo em problemas de ompara�~ao de adeias �e realizarsimultaneamente a ompara�~ao entre uma adeia alvo e v�arias outras, provenientes de uma basede dados, para enontrar as de maior similaridade. Este �e um problema de grande importâniapr�atia, mas que foge ao esopo desta tese. Os desa�os neste tipo de problema se onentrammais no balaneamento de arga do que na forma de olabora�~ao entre os proessadores [45℄.Nos ap��tulos 3 e 4 ser~ao mostrados algoritmos CGM que determinam os valores dos alinha-mentos de A e todas as subadeias de B (problema ATS), usando apenas O(log p) rodadas deomunia�~ao. No Cap��tulo 3, em que n~ao se onsidera nenhuma restri�~ao para os pesos nos aros,o tempo de omputa�~ao �e maior do que o neess�ario para o Problema do Alinhamento (simples)por um fator logar��tmio. Mas no Cap��tulo 4, em que o problema ALCS �e abordado, o tempo deomputa�~ao �e (assintotiamente) o mesmo que o neess�ario para o problema LCS. Disto resultaum algoritmo melhor para o problema LCS, om apenas O(log p) rodadas de omunia�~ao.



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 212.3 Matrizes Monotônias e Totalmente MonotôniasNesta se�~ao ser~ao apresentados dois tipos de matrizes de grande importânia no restante destetexto: as matrizes monotônias e as matrizes totalmente monotônias.Estas matrizes surgem em v�arios tipos de aplia�~oes. Um exemplo geom�etrio �e o de de-terminar para ada v�ertie de um pol��gono onvexo qual �e o v�ertie mais distante dele. Esteexemplo �e apresentado por Aggarwal et al. em [1℄, que �e a base para a apresenta�~ao que sesegue. As de�ni�~oes e algoritmos foram adaptados aqui, ontendo alguns detalhes, an�alises eonsidera�~oes que n~ao onstavam no artigo original. Algumas destas onsidera�~oes s~ao bastanteimportantes para a an�alise de resultados desta tese.As propriedades arater��stias das matrizes monotônias e totalmente monotônias dizemrespeito �a loaliza�~ao dos elementos m��nimos em ada oluna (em algumas aplia�~oes, o interessepode estar nos elementos m�aximos, ou nas linhas). Antes da apresenta�~ao destas propriedades,alguns termos devem ser de�nidos:De�ni�~ao 2.1 [Imin[M ℄ e Cmin[M ℄℄ Dada uma matriz n �m M de n�umeros reais, o vetorImin[M ℄ �e tal que para todo j, 1 � j � m, Imin[M ℄(j) �e o menor valor de i tal que M(i; j) �e om��nimo da oluna j de M . O vetor Cmin[M ℄ ont�em os valores m��nimos das olunas de M , ouseja, Cmin[M ℄(j) =M(Imin [M ℄(j); j).Assim, Imin[M ℄ ont�em as loaliza�~oes dos m��nimos das olunas, enquanto Cmin [M ℄ ont�emos valores m��nimos propriamente ditos. Passamos ent~ao �as de�ni�~oes prinipais desta se�~ao:De�ni�~ao 2.2 (Matriz Monotônia) Seja M uma matriz n�m de n�umeros reais. M �e umamatriz monotônia se, para 1 � j1 < j2 � m, Imin[M ℄(j1) � Imin [M ℄(j2).De�ni�~ao 2.3 (Matriz Totalmente Monotônia) Seja M uma matriz n � m de n�umerosreais. M �e uma matriz totalmente monotônia se toda submatriz 2� 2 de M for monotônia.Lema 2.3 Toda matriz totalmente monotônia �e tamb�em monotônia.Prova. Se M n~ao �e uma matriz monotônia existem j1 e j2 tais que j1 < j2 e Imin[M ℄(j1) >Imin[M ℄(j2). A matriz 2 � 2 formada por M(i1; j1), M(i1; j2), M(i2; j1) e M(i2; j2) n~ao �emonotônia, logo M n~ao pode ser totalmente monotônia. 2Em muitas aplia�~oes h�a interesse em determinar os elementos m��nimos de todas as olunasde uma matriz monotônia ou totalmente monotônia. O problema de determina�~ao dos m��nimosdas olunas de uma matriz �e de�nido a seguir. O restante desta se�~ao �e dediado �a resolu�~aodeste problema utilizando as propriedades j�a omentadas.De�ni�~ao 2.4 (Problema dos M��nimos das Colunas) Dada uma matriz n�m de n�umerosreais M , determinar o vetor Imin[M ℄.O problema �e de�nido em termos de loalizar os m��nimos. A obten�~ao de Cmin[M ℄ a partirde Imin [M ℄ �e feita de aordo om a de�ni�~ao.



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 221
imin(dm=2e)n

1 dm=2e m

Figura 2.4: Determina�~ao dos m��nimos de olunas em matrizes monotônias. O m��nimo daoluna entral foi determinado, as �areas esuras podem ser ignoradas. Nas �areas laras o proe-dimento ser�a repetido reursivamente.2.3.1 Problema dos M��nimos das Colunas de uma Matriz MonotôniaPara matrizes monotônias, o algoritmo (reursivo) de determina�~ao dos m��nimos nas olunas �edado a seguir. O algoritmo �e de�nido em termos de submatrizes devido �a reurs~ao.Algoritmo 2.2: Determina�~ao dos m��nimos das olunas de uma matriz mo-notônia.Entrada: Submatriz M(i; j)[i1 � i � i2; j1 � j � j2℄.Sa��da: Imin[M ℄(j), j1 � j � j2.1 aux i12 meio b(j1 + j2)=23 Para i i1 + 1 at�e i2 fa�a3.1 Se M(i;meio) < M(aux;meio) ent~ao3.1.1 aux i4 Imin[M ℄(meio) aux5 Se meio > j1 resolva o problema para a submatriz M(i; j)[i1 � i � aux; j1 � j <meio℄.6 Se meio < j2 resolva o problema para a submatrizM(i; j)[aux � i � i2;meio < j �j2℄.�m do algoritmo.A Figura 2.4 ilustra a opera�~ao do Algoritmo 2.2.



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 23Teorema 2.4 Os m��nimos de todas as olunas de uma matriz monotônia M (n �m) podemser enontrados em tempo O(n logm+m) e espa�o O(m) (su�iente para a resposta).Prova. A prova �e baseada no Algoritmo 2.2. Os passos 1 e 3 determinam o m��nimo da olunaentral da submatriz enquanto os passos 5 e 6 uidam das olunas �a esquerda e �a direita daentral, respetivamente. Reursivamente, todas as olunas s~ao tratadas. Deve-se observar queos passos 5 e 6 trabalham om submatrizes das quais foram eliminadas algumas linhas. Pelamonotoniidade de M , estas linhas n~ao podem onter o m��nimo das olunas a serem tratadas, oque garante que o algoritmo funiona orretamente.Vamos avaliar o tempo do algoritmo atrav�es do n�umero de aessos a M que ele deve fazer.Considerando uma submatriz n�m, podemos provar que, sendo t(n;m) o maior n�umero poss��velde aessos realizado pelo algoritmo, temos t(n;m) � f(n;m) = (blogm+1)(n�1)+2m�1. Defato, testando para pequenos valores de m temos f(n; 1) = n, f(n; 2) = 2n+1, f(n; 3) = 2n+3e f(n; 4) = 3n+ 4.Fazemos ent~ao uma indu�~ao em m. Para uma matriz n � m, temos n aessos devidosaos passos 1 e 3, mais os aessos devidos �as hamadas reursivas dos passos 5 e 6. Sejax = imin(dm=2e). Como ada hamada reursiva envolver�a no m�aximo bm=2 olunas e omoblogbm=2 = blogm � 1, segundo a hip�otese de indu�~ao devemos tert(n;m) � n+ f(x; bm=2)| {z }passo 5 + f(n� x+ 1; bm=2)| {z }passo 6 =n+ blogbm=2 + 1(x� 1) + 2bm=2 � 1| {z }passo 5 + blogbm=2 + 1(n� x) + 2bm=2 � 1| {z }passo 6 �n+ blogm(x� 1) + blogm(n� x) + 2m� 2 = n+ blogm(n� 1) + 2m� 2 =(blogm+ 1)(n� 1) + 1 + 2m� 2 = f(n;m):Isto prova o limite superior. Como f(n;m) = O(n logm +m), onlu��mos a demonstra�~ao.Observe que o valor de x, que depende da posi�~ao do m��nimo da oluna entral, n~ao tem inuêniana determina�~ao do limite superior. 2O termo m no tempo de exeu�~ao se deve, de fato, �a neessidade de proessar todas asolunas, mesmo quando as elimina�~oes poss��veis gra�as �a monotoniidade da matriz fazem omque ertas olunas tenham apenas um andidato a m��nimo restante. Relaxando este requisito, otempo de exeu�~ao pode ser reduzido para O(n logm), o que �e vantajoso para matrizes \largas"(m� n). No entanto, os m��nimos das olunas n~ao podem ser expliitados. Em [1℄ �e demonstradoque o limite inferior para o tempo de solu�~ao do problema dos m��nimos das olunas �e de fato
(n logm) no aso de matrizes monotônias, mas �e indiado que o limite superior �e tamb�emO(n logm), desonsiderando o problema de n~ao tornar expl��itos os m��nimos.O Algoritmo 2.2 pode ser adaptado para exeutar em tempo O(n logm) quando m � n,gerando informa�~oes sobre os m��nimos. Infelizmente, estas informa�~oes n~ao permitem a deter-mina�~ao destes m��nimos em tempo onstante. As informa�~oes s~ao guardadas em um vetor Jde tamanho n + 1 (��ndies iniiando em 1), de tal modo que Imin [M ℄(j) = i1 para todo j,



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 24J(i1) � j < J(i1 + 1). Desta forma, dado um erto j, para se determinar Imin [M ℄(j) �e preisofazer uma busa bin�aria no vetor J , o que toma tempo O(log n). Deve-se notar que J(1) = 1 ede�niremos J(n+1) = m+1. Podemos hamar estes J(i) de pontos de in��io, pois eles indiama oluna em que os m��nimos ome�am a apareer na linha i (e deixam de apareer na linha i�1).A seguir temos a adapta�~ao do Algoritmo 2.2 que determina os pontos de in��io.Algoritmo 2.3: Determina�~ao dos m��nimos das olunas de uma matriz mo-notônia \larga".Entrada: Submatriz M(i; j)[i1 � i � i2; j1 � j � j2℄.Sa��da: J(i), i1 + 1 � i � i2.1 Se j1 � j2 ent~ao1.1 aux i11.2 meio b(j1 + j2)=21.3 Para i i1 + 1 at�e i2 fa�a1.3.1 Se M(i;meio) < M(aux;meio) ent~ao1.3.1.1 aux i1.4 Se aux > i1 resolva o problema para a matriz M(i; j)[j1 � j < meio; i1 � i �aux℄.1.5 Se aux < i2 resolva o problema para a matriz M(i; j)[meio < j � j2; aux �i � i2℄.2 Sen~ao2.1 Para i i1 + 1 at�e i2 fa�a2.1.1 J(i) j1�m do algoritmo.Teorema 2.5 Para uma matriz monotônia M (n�m) om n < m pode-se montar uma estru-tura em tempo O(n logm) e espa�o O(n+ logm) que permite onsultas ao elemento m��nimo dequalquer oluna em tempo O(log n).Prova. A demonstra�~ao �e feita om base no Algoritmo 2.3. Ao inv�es de determinar o m��nimoda oluna entral, este algoritmo apenas usa a posi�~ao deste m��nimo para dividir o problema emproblemas menores, om o objetivo de determinar os pontos de in��io.Para demonstrar que o algoritmo opera orretamente, estabeleemos, apenas para �ns dedemonstra�~ao, que Imin [M ℄(0) = 1 e Imin[M ℄(m + 1) = n. Supomos tamb�em que a hamadainiial ao Algoritmo 2.3 �e feita om a matriz M ompleta omo argumento (ou seja, i1 = j1 = 1,i2 = n e j2 = m) e que n > 1. No aso de n � 1, a exeu�~ao do algoritmo �e desneess�aria.Temos os seguintes invariantes no in��io de todas as hamadas:1. Imin [M ℄(j1 � 1) = i1.



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 252. Imin [M ℄(j2 + 1) = i2.3. i1 < i2�E f�ail pereber que as hamadas reursivas nas linhas 1.4 e 1.5 onservam estes invariantes.Cada hamada estabelee o valor de J(i) para i1 < i � i2. Isto pode ser demonstrado porindu�~ao no n�umero de olunas da submatriz. Quando este n�umero �e 0 (j1 > j2, o que no asoimplia j1 = j2+1), o ponto de in��io para todas as linhas de i1+1 a i2 �e j1 e o la�o da linha 2.1estabelee os valores de J(i). Quando h�a pelo menos uma oluna, a linha 1.4 estabelee J(i)para i1 < i � aux e a linha 1.5 estabelee J(i) para aux < i � i2.Assim, o algoritmo estabelee J(i) orretamente para 1 < i � m. Para �nalizar, �e preisofazer J(1) = 1 e J(m+ 1) = n+ 1.O espa�o usado �e apenas O(n+logm), neess�ario para o armazenamento dos pontos de in��ioe para a pilha de reurs~ao. Para an�alise do tempo vamos onsiderar o n��vel de ada hamadado algoritmo omo sendo 0 para a hamada que envolve a matriz ompleta e l + 1 para adahamada realizada reursivamente por uma hamada de n��vel l. Cada hamada envolve umerto onjunto de linhas ont��guas da matriz, om pelo menos duas linhas. �E f�ail demonstrarque duas hamadas de um mesmo n��vel podem envolver, no m�aximo, uma mesma linha omum.Assim, h�a no m�aximo n hamadas em um erto n��vel.Considerando todas as hamadas de um erto n��vel, a soma de todos os aessos feitos nola�o da linha 1.3 �e O(n). Como o n�umero de olunas das submatrizes �e reduzido pela metade aada n��vel, o n�umero de n��veis �e O(logm). Com isto, onlu��mos que o tempo de exeu�~ao doAlgoritmo 2.3 �e O(n logm).Finalmente, omo j�a omentado, para determinar Imin[M ℄(j) para um erto valor de j �epreiso realizar um busa bin�aria nos valores de J(i) �a proura de um i que satisfa�a J(i) � j <J(i+ 1). 22.3.2 Problema dos M��nimos das Colunas de uma Matriz Totalmente Mo-notôniaPara matrizes totalmente monotônias, o proesso de determina�~ao dos m��nimos nas olunaspode ser realizado em tempo linear no n�umero de linhas, se a matriz for \estreita" (n > m).Gra�as �a monotoniidade total da matriz, �e poss��vel realizar uma etapa iniial de elimina�~ao delinhas em tempo O(n), resultando em uma matriz quadrada. Esta etapa �e denominada redu�~ao.Vamos primeiro estudar o proesso de redu�~ao e depois ver omo o problema dos m��nimos �eresolvido.O proesso de redu�~ao �e baseado na ompara�~ao de dois elementos em uma mesma oluna.Com base no resultado desta ompara�~ao, pode-se determinar que ertos elementos da matrizest~ao mortos, ou seja, n~ao podem ser os m��nimos de suas respetivas olunas. Mais exatamente,temos o seguinte lema:



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 26Lema 2.6 Seja M uma matriz (n � m) totalmente monotônia. Para 1 � i1 < i2 � m e1 � j � m temos que1. Se M(i1; j) �M(i2; j) ent~ao todos os elementos M(i2; j0) om 1 � j0 � j est~ao mortos e2. Se M(i1; j) > M(i2; j) ent~ao todos os elementos M(i1; j0) om j � j0 � m est~ao mortos.Prova. A demonstra�~ao �e baseada na monotoniidade total de ertas submatrizes 2 � 2 deM , mais exatamente as formadas pelos elementos M(i1; j), M(i2; j), M(i1; j0) e M(i2; j0). SeM(i1; j) � M(i2; j) e 1 � j0 � j ent~ao M(i1; j0) � M(i2; j0) e isto prova a a�rma�~ao 1. SeM(i1; j) > M(i2; j) e j � j0 � m ent~ao M(i1; j0) > M(i2; j0) e �a provada a a�rma�~ao 2. 2O Algoritmo 2.4 realiza a redu�~ao usando o Lema 2.6. Este algoritmo determina linhasompletas que est~ao mortas e as elimina de M . O resultado �e a matriz R, iniialmente iguala M . A ada passo, um ��ndie k � 1 ser�a usado para indiar que os elementos M(i; j) om1 < i � k e 1 � j < i s~ao onsiderados mortos. Se k = 1 n~ao h�a elementos mortos em R. AFigura 2.5 ilustra este proesso.Algoritmo 2.4: Redu�~ao matriz totalmente monotônia.Entrada: Matriz M (n�m).Sa��da: Matriz R (m�m) que ont�em os m��nimos de todas as olunas de M .1 R M2 k  13 Enquanto R tiver mais do que m linhas fa�a3.1 Se R(k; k) � R(k + 1; k) ent~ao3.1.1 Se k < m ent~ao3.1.1.1 k  k + 13.1.2 Sen~ao3.1.2.1 Elimine a linha k + 1 de R3.2 Sen~ao3.2.1 Elimine a linha k de R3.2.2 Se k > 1 ent~ao3.2.2.1 k  k � 1�m do algoritmo.Lema 2.7 Dada uma matriz n�m M (n > m), o Algoritmo 2.4 gera, em tempo O(n) e usandoespa�o adiional O(n), uma matriz m � m R tal que os elementos m��nimos de ada olunaequivalem aos elementos m��nimos das olunas orrespondentes de M . A solu�~ao do Problemados M��nimos das Colunas de M �e dada a partir da solu�~ao do mesmo problema para R em tempoO(m).
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kk + 1
n

1 k m
ab

a
b Elementos mortos se a > b.A linha k �e eliminada.Elementos mortos se a � b.Se k < m ent~ao k �e inrementado,sen~ao a linha k + 1 �e eliminada.Elementos j�a onsiderados mortos.

Figura 2.5: Opera�~ao de redu�~ao de matriz.Prova. No in��io de ada itera�~ao do la�o da linha 3, a a�rma�~ao de que os elementos R(i; j)om 1 < i � k e 1 � j < i est~ao mortos �e invariante. De fato, om k = 1 nenhum elemento �eonsiderado morto, omo j�a foi dito, e se a a�rma�~ao �e v�alida no in��io de uma itera�~ao ela oser�a no �nal, pois� se R(k; k) � R(k+1; k) ent~ao pelo Lema 2.6(1) todos os elementos R(k+1; j) om 1 � j � kest~ao mortos. k pode ser inrementado, mantendo o invariante, desde que isto n~ao fa�ak > m (aso em que toda a linha k + 1 estaria morta, podendo ser eliminada).� se R(k; k) > R(k + 1; k) ent~ao pelo Lema 2.6(2) os elementos R(k; j) om k � j � mest~ao mortos. Isto faz om que todos os elementos da linha k estejam mortos. A linha �eeliminada e k �e derementado, a menos que isto fa�a k < 1.A manuten�~ao deste invariante e o fato de que as �unias linhas eliminadas s~ao aquelas omelementos mortos pode ser failmente perebida na Figura 2.5.Um fato n~ao expliitado no Algoritmo 2.4 �e que a matriz R pode ser de�nida a partir deM om o uso de uma lista enadeada de ��ndies de linhas, que oupa apenas espa�o O(n). Aatribui�~ao da linha 1 india a iniializa�~ao da lista enadeada em tempo O(n). Cada elimina�~aode linha pode ser feita em tempo onstante, portanto s�o �e neess�ario provar que o la�o da linha 3�e exeutado O(n) vezes.Sendo a, b e  o n�umero de vezes que as linhas 3.1.1.1, 3.1.2.1 e 3.2.1 s~ao exeutadas,respetivamente, temos que b+ = n�m pois este �e o n�umero total de linhas eliminadas. Comok �e iniiado om 1 e pode reser at�e no m�aximo m, a� � m�1. Assim, o n�umero de itera�~oesdo la�o da linha 3 �e a+ b+  � a+ 2b+  = a� + 2(b+ ) � 2n�m� 1 = O(n).



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 28Finalmente, a lista enadeada que de�ne quais linhas de M est~ao em R pode ser opiada emum vetor, em tempo O(m). Os elementos de R podem ent~ao ser aessados em tempo O(1). OProblema dos M��nimos das Colunas para M pode ser resolvido om base em R. 2O Algoritmo 2.5 resolve o Problema dos M��nimos das Colunas para matrizes totalmentemonotônias utilizando o proedimento de redu�~ao j�a mostrado.Algoritmo 2.5: Determina�~ao dos m��nimos das olunas de uma matriz total-mente monotônia.Entrada: Matriz M (n�m).Sa��da: Imin[M ℄(j), 1 � j � m.1 Aplique o Algoritmo 2.4 a M , gerando uma matriz reduzida R (m�m).2 Se m = 1 ent~ao2.1 Determine o m��nimo da (�unia) oluna de M a partir de R e enerre.3 Sen~ao3.1 M2  R(i; 2j)[1 � i � m; 1 � 2j � m℄ (M2 tem as olunas pares de R).3.2 Resolva reursivamente o Problema dos M��nimos das Colunas para M2. Estasolu�~ao d�a a solu�~ao para as olunas pares de R, registrada em Imin[R℄(2j)para 1 � 2j � m.3.3 Determine Imin[R℄(2j + 1) para 1 � 2j + 1 � m utilizando os resultados dopasso anterior.3.4 Determine Imin [M ℄(j) a partir de Imin [R℄(j), para 1 � j �m.�m do algoritmo.Teorema 2.8 O Problema dos M��nimos das Colunas pode ser resolvido para uma matriz n�mtotalmente monotônia em tempo O(n+m+ n log(m=n)) e espa�o O(n+m logm).Prova. Vamos onsiderar iniialmente a opera�~ao do Algoritmo 2.5 para o aso em que n � m,depois estenderemos para o aso geral. Quando n � m, o teorema a�rma que o tempo deexeu�~ao �e apenas O(n).Pelo Lema 2.7 o passo 1 reduz a matriz M usando tempo e espa�o O(n). Ap�os a exeu�~aodeste passo os resultados obtidos oupam espa�o O(m), o su�iente para estabeleer a rela�~aoentre as linhas de M e R.O passo 3.1 india a ria�~ao de uma matriz em que apenas as olunas pares de R s~aoonsideradas. Este passo pode ser implementado riando-se um parâmetro para o algoritmo queindia a distânia entre as olunas a serem usadas, a ser dobrado a ada hamada reursiva nopasso 3.2. O tempo neess�ario �e, portanto, onstante.O passo 3.3 pode ser resolvido failmente em tempo O(m). Os resultados para as olunaspares dividem as m linhas de R em dm=2e intervalos, um para ada m��nimo a ser enontrado emuma oluna��mpar de R. A soma dos omprimentos dos intervalos �e no m�aximom+d(m�1)=2e =



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 29O(m). O espa�o adiional neess�ario para esta etapa �e onstante.O passo 3.4 usa o resultado da redu�~ao no passo 1, armazenado em espa�o O(m), paraadaptar os m��nimos obtidos �a matriz M .Em resumo, O algoritmo utiliza, desontando-se a hamada reursiva no passo 3.2, tempoO(n +m) e espa�o O(n +m). O espa�o requerido para uma determinada hamada reursivaantes da pr�oxima hamada �e de apenas O(m), logo o algoritmo aumula espa�o O(m logm),resultando num espa�o total O(n+m logm).O tempo gasto pelo algoritmo sem onsiderar as hamadas reursivas �e O(n +m) = O(n).Na primeira hamada reursiva o tamanho da matriz �e m�m=2 e o tempo gasto (sem onsideraras hamadas seguintes) �e O(m). A ada nova hamada as dimens~oes das matrizes s~ao reduzidaspela metade, o que india que o tempo total para todas as hamadas �e O(m). Como n � m, otempo total gasto �e O(n).O aso em que n < m pode ser tratado normalmente pelo Algoritmo 2.5. Para a an�alisedo tempo gasto, �e mais simples onsiderar a seguinte varia�~ao: iniialmente, o Problema dosM��nimos das Colunas �e resolvido para a submatrizM(i; dmj=ne)[1 � i � n; 1 � j � n℄, formadapor n olunas igualmente espa�adas deM . Usando o Algoritmo 2.5, esta etapa leva tempo O(n)e requer espa�o O(n log n) = O(m logm).Com a determina�~ao dos m��nimos nas n olunas seleionadas, os m��nimos das demais o-lunas �am restritos a n submatrizes. Cada submatriz est�a ompreendida entre duas olunasseleionadas e entre as duas linhas em que est~ao os m��nimos destas olunas. A aplia�~ao doAlgoritmo 2.2 a todas estas submatrizes determina os m��nimos restantes da matriz em tempoO(n log(m=n) + m). O algoritmo ompleto leva tempo O(n log(m=n) + m) e requer espa�oO(n+m logm). 2No Teorema 2.8, da mesma forma que no Teorema 2.4, o termo m no tempo de exeu�~aose deve �a neessidade de expliitar os m��nimos, o que leva �a exeu�~ao da busa pelos m��nimosat�e em submatrizes de uma �unia linha. Se este termo for desprezado, o tempo resultante�e O(n log(m=n)). Em [1℄ �e demonstrado que o limite inferior para o tempo neess�ario paraenontrar os m��nimos em todas as olunas de uma matriz n�m �e tamb�em �(n log(m=n)).Para matrizes \largas" (m � n) �e interessante onsiderar uma nova varia�~ao do algoritmo.Utilizando o Algoritmo 2.3 no lugar do Algoritmo 2.2 (ver �nal da demonstra�~ao do Teorema 2.8),pode-se onstruir um vetor J(i)(1 � i � n + 1), omo omentado na Se�~ao 2.3.1, que permiteonsultas ao m��nimo de qualquer oluna em tempo O(log n). Isto nos leva ao seguinte resultado.Corol�ario 2.9 Para uma matriz n�m totalmente monotônia M om n < m, pode-se montaruma estrutura em tempo O(n log(m=n)) e espa�o O(m logm) que permite onsulta ao elementom��nimo de qualquer oluna em tempo O(logn).2.3.3 Contra�~ao de Linhas em Matrizes Totalmente MonotôniasA opera�~ao de ontra�~ao de linhas foi utilizada em [32℄, impliitamente, para resolu�~ao para-lela do problema LCS no modelo CREW-PRAM. Para tornar a exposi�~ao dos resultados do



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 30Cap��tulo 4 mais laras, daremos uma de�ni�~ao expl��ita para esta opera�~ao e demonstra�~oes dealguns resultados.De�ni�~ao 2.5 [Contra�~ao de Linhas Cont��guas de uma Matriz Totalmente Monotônia℄ SendoM uma matriz totalmente monotônia, uma ontra�~ao de linhas apliada a um onjunto delinhas ont��guas de M �e a substitui�~ao em M de todas estas linhas por uma �unia nova linha.O elemento da oluna i desta nova linha �e o m��nimo dos elementos presentes na oluna i daslinhas originais substitu��das.Assim, se S = fl1; l1+1; l1+2; : : : ; l2g, denotaremos por ContS(M) a ontra�~ao de uma matrizM apliada �as linhas entre l1 e l2, inlusive. Seja M uma matriz n�m, ent~ao N = ContS(M)�e uma matriz (n� l2 + l1)�m tal que N l1 = Cmin[M(i; j)[l1 � i � l2℄℄, N i =M i para i < l1 eN i =M i+l2�l1 para i > l1.Teorema 2.10 Se M �e uma matriz totalmente monotônia e S um onjunto de ��ndies onse-utivos de linhas de M , ContS(M) �e tamb�em uma matriz totalmente monotônia e Cmin[M ℄ =Cmin[ContS(M)℄.Prova. Cmin [M ℄ = Cmin[ContS(M)℄ deorre diretamente da De�ni�~ao 2.5. �E preiso provarapenas a monotoniidade total de ContS(M).Seja ContS(M) uma ontra�~ao qualquer de linhas ont��guas de uma matriz M totalmentemonotônia. Seja uma submatriz 2 � 2 qualquer de ContS(M), om elementos das olunas j1e j2 (j1 < j2). Teremos apenas duas possibilidades: nenhuma das duas linhas �e o resultado daontra�~ao ou uma delas o �e.No primeiro aso a submatriz �e laramente monotônia, pois �e uma submatriz tamb�em deM . No segundo aso teremos mais dois subasos: os dois elementos da linha \ontra��da" estar~aonuma mesma linha em M ou n~ao.Novamente, no primeiro aso a submatriz ser�a submatriz tamb�em de M . No segundo, oselementos da linha ontra��da vir~ao das linhas i1 e i2, podendo ser esritos omo M(i1; j1) eM(i2; j2). A monotoniidade total de M garante que i1 < i2.Os dois outros elementos da submatriz de ContS(M) podem ser esritos omo M(i0; j1) eM(i0; j2). Vamos supor que i0 < i1. O aso em que i0 > i2 pode ser tratado de forma an�aloga.Para provar que esta submatriz �e monotônia, �e preiso provar que se M(i1; j1) < M(i0; j1)ent~ao M(i2; j2) < M(i0; j2). A monotoniidade total de M garante que se M(i1; j1) < M(i0; j1)ent~ao M(i1; j2) < M(i0; j2). Como M(i2; j2) < M(i1; j2) (pois M(i1; j2) �e o elemento m��nimoda oluna j2 dentro do onjunto ontra��do S) temos que M(i2; j2) < M(i0; j2), omo esperado.2 Pode-se provar tamb�em que seM �e uma matriz monotônia (mas n~ao totalmente monotônia)ContS(M) �e tamb�em monotônia.



CAP�ITULO 2. ALGORITMOS FUNDAMENTAIS 312.4 Coment�ariosNeste ap��tulo foram apresentados alguns resultados j�a onheidos, para failitar o entendimentodos pr�oximos ap��tulos e tornar este trabalho auto-ontido.Os algoritmos para alinhamento apresentados aqui s~ao muito diferentes dos que ser~ao apre-sentados nos pr�oximos ap��tulos, mas os oneitos fundamentais, omo a representa�~ao viaGDAGs, s~ao semelhantes.As matrizes totalmente monotônias ser~ao usadas prinipalmente no Cap��tulo 4. A exposi�~aodos resultados originalmente publiados em [1℄ aqui serviu a dois prop�ositos. O primeiro �e, omoj�a menionado, tornar esta tese auto-ontida. O segundo �e tornar expl��itos ertos detalhes quen~ao onstavam no artigo original, em partiular a an�alise do espa�o requerido pelos algoritmos,detalhes da representa�~ao das matrizes e, prinipalmente, uma an�alise mais apurada do aso emque as matrizes s~ao \largas".Para as aplia�~oes originalmente propostas para as matrizes totalmente monotônias, o asodas matrizes \largas" era pouo relevante. Para as aplia�~oes do Cap��tulo 4, este n~ao �e o aso.O Corol�ario 2.9 ser�a apliado e o fator logar��tmio no tempo de aesso ter�a que ser levado emonsidera�~ao.



Cap��tulo 3Problema do Alinhamento de Todasas SubadeiasNeste ap��tulo, abordaremos o problema do Alinhamento de Todas as Subadeias (De�ni�~ao 1.3).Parte dos resultados aqui presentes foram apresentados no 14th Annual ACM Symposium onParallel Algorithms and Arhitetures [2℄.O problema �e abordado sem que qualquer restri�~ao seja feita om rela�~ao aos pesos dasopera�~oes de edi�~ao, que se reetem nos pesos dos aros do GDAG assoiado. Tudo que serequer �e que estes pesos possam ser determinados em tempo O(1).Como solu�~ao para o problema ATS, espera-se enontrar uma estrutura de dados que permitaonsultas sobre o valor do alinhamento (similaridade) de A om uma determinada subadeia Bjiem tempo O(1).A determina�~ao do alinhamento propriamente dito n~ao ser�a onsiderada, porque as aplia�~oesdo problema ATS normalmente n~ao envolvem a determina�~ao de todos os alinhamentos: em geral,os valores dos alinhamentos s~ao usados em um problema maior e, em algumas irunstânias,um �unio alinhamento deve ser obtido (o mais adequado, segundo algum rit�erio dependenteda aplia�~ao). Manter estruturas de dados que permitam onsultas a todos os alinhamentos �eustoso e pouo �util.Uma forma de lidar om este problema, n~ao muito elegante, mas adequada na pr�atia, �e usar oalgoritmo aqui apresentado para determinar os valores dos alinhamentos e, depois de determinarqual �e o alinhamento desejado, usar o proedimento itado no Cap��tulo 2 para enontrar este�unio alinhamento. O tempo de exeu�~ao do algoritmo ompleto ainda �e determinado pelaresolu�~ao do ATS. Desta forma, vamos nos onentrar uniamente na determina�~ao dos valoresdos alinhamentos.Considerando-se o GDAG do problema do alinhamento, busamos os melhores aminhos (ouseja, os que apresentam maior soma dos pesos dos aros perorridos) para todos os pares dev�erties em que o primeiro est�a na linha superior do grafo e o segundo na linha inferior.32



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 33Uma solu�~ao seq�uenial �obvia para este problema, j�a omentada no Cap��tulo 2, �e exeutarnb+1 proedimentos de programa�~ao dinâmia omo de�nido na Se�~ao 2.1, ada um usando umv�ertie diferente da linha superior do grafo omo origem e determinando os melhores aminhospara todos os v�erties na linha inferior. Isto leva a um algoritmo de omplexidade O(nan2b).Utilizando propriedades do GDAG, �e poss��vel resolver o problema em tempo O(n2 log n)quando na = nb = n. Um exemplo de algoritmo para o ATS om tal omplexidade �e o propostopor J. Shmidt [40℄, onde o problema reebe o nome de Todos os Melhores Caminhos em GrafosGrade Rotulados. O algoritmo apresentado onstr�oi uma estrutura de dados a partir da qualo valor do melhor aminho entre um v�ertie na borda da grade e qualquer outro v�ertie (n~aoneessariamente numa borda da grade) pode ser determinado em tempo O(log(na + nb)). Estaestrutura permite diversos tipos de onsulta, inluindo a onstru�~ao em tempo O(nanb) de umamatriz que permite onsulta sobre qualquer aminho de borda para borda na grade em tempoO(1).Em um trabalho de Apostolio et al. [6℄ s~ao estudadas solu�~oes paralelas para o Problemade Alinhamento de Cadeias (n~ao ATS), usando o modelo PRAM. O problema ATS �e abordadoomo parte de uma estrat�egia de divis~ao-e-onquista, resultando em um algoritmo paralelo emque o n�umero total de opera�~oes �e O(n2 log n). Este resultado ser�a usado omo base para osresultados deste ap��tulo.Uma tereira abordagem poss��vel envolve uma divis~ao do problema semelhante �a de [6℄, masusa t�enias da Se�~ao 2.3.2 (matrizes totalmente monotônias) para exeutar algumas etapas doproedimento. Esta abordagem �e in�edita (pelo nosso onheimento) e �e rapidamente omentadano �nal da se�~ao 3.2.1. No entanto, ela n~ao apresenta vantagens sobre as anteriores e n~ao �eessenial para os resultados apresentados neste ap��tulo.A seguir, onsideraremos o problema ATS na sua forma de enontrar aminhos no GDAG. Naverdade, abordaremos uma extens~ao do problema. Ao inv�es de determinar apenas os melhoresaminhos entre os v�erties do topo e os v�erties do fundo do GDAG, iremos determinar o melhoraminho de ada v�ertie na linha superior ou na oluna mais �a esquerda para ada v�ertie nalinha inferior ou oluna mais �a direita. Os aminhos da linha superior para a linha inferior d~aoalinhamentos entre A e todas as subadeias de B. Envolvendo a oluna mais �a esquerda e aoluna mais �a direita, enontramos tamb�em os valores dos alinhamentos de subadeias de A omB, de su�xos de A om pre�xos de B e de pre�xos de A om su�xos de B. Esta expans~ao dosresultados a serem obtidos torna mais simples a desri�~ao do algoritmo paralelo e n~ao afeta asua omplexidade assint�otia.3.1 De�ni�~oes PreliminaresSeja G um GDAG referente a duas adeias A e B de omprimentos na e nb, omo de�nido noCap��tulo refha:alinha. Este GDAG ter�a (na+1)(nb+1) v�erties. As bordas de G, ada qual umonjunto de v�erties nos limites do grafo, ser~ao denotadas TG (topo), FG (fundo), EG (esquerda)e DG (direita).
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Figura 3.1: GDAG G e sua matriz ALG.De�nimos uma seq�uênia origG que ont�em os v�erties de EG [ TG, origens dos aminhosprourados. Esta seq�uênia �e iniiada pelo v�ertie inferior esquerdo de G (origG(0)) e terminadapelo v�ertie superior direito (origG(na+nb)). O v�ertie superior esquerdo �e (origG(na)). Para osv�erties de destino, pertenentes a FG [DG, de�nimos uma seq�uênia destG iniiada no v�ertieinferior esquerdo (destG(0)), passando pelo v�ertie inferior direito (destG(nb)) e terminando nov�ertie superior direito (destG(na + nb)). De�nir os ��ndies iniiais om 0 simpli�a a exposi�~aodos algoritmos.Os resultados do ATS (estendido omo omentado anteriormente) para o GDAG G ser~aoarmazenados numa matriz de nome ALG. A estrutura desta matriz �e mostrada na Figura 3.1.ALG(i; j) ter�a o valor do melhor aminho entre origG(i) e destG(j). Note que n~ao h�a aminhosentre ertos pares de v�erties, portanto os valores orrespondentes em ALG podem ser deson-siderados (para n~ao deix�a-los inde�nidos, ser~ao onsiderados �1). Note tamb�em que os ��ndiesiniiais desta matriz s~ao 0, de aordo om as de�ni�~oes de origG e destG.Para a solu�~ao paralela, o GDAG �e dividido em subgrafos e para ada um deles �e resolvidauma instânia menor do ATS. As solu�~oes de ada ATS s~ao ent~ao reunidas numa solu�~ao geral.Esta estrat�egia de divis~ao-e-onquista, a mesma que foi usada em [6℄, ser�a esbo�ada a seguir(Se�~ao 3.2). Al�em de servir para a paraleliza�~ao da solu�~ao do problema, ela tamb�em �e a basepara o algoritmo seq�uenial que pode ser usado para ada subgrafo.Na Se�~ao 3.4 omentaremos a solu�~ao paralela de granularidade grossa para o problema.Sendo p o n�umero de proessadores, na e nb os omprimentos das adeias (na � nb), o al-goritmo CGM apresentado requer tempo O �n2bp log na�, espa�o O �n2bp � e O(log p) rodadas deomunia�~ao, sendo que ada proessador envia/reebe O �n2bp � dados a ada rodada. O n�umerode proessadores deve ser limitado a pna.
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Figura 3.2: Uni~ao de subgrafos om u = 2.3.2 Divis~ao-e-Conquista para o ATSPara simpli�ar a exposi�~ao dos resultados deste ap��tulo, ser�a suposto, sem perda de generali-dade, que o n�umero de proessadores �e p = 22u para algum u inteiro. Desta maneira, o GDAGpode ser dividido em pp faixas horizontais e pp faixas vertiais, resultando em p subgrafos. Ire-mos supor, novamente sem perda de generalidade, que estes subgrafos s~ao de mesmo tamanho.Dois subgrafos vizinhos apresentam uma linha ou oluna de v�erties em omum, orrespondendo�a sua fronteira m�utua.Supondo que as matrizes de alinhamento AL orrespondentes a ada um dos subgrafos j�aforam aluladas, o que pode ser feito por algoritmo seq�uenial exposto na Se�~ao 3.3, proedemosom a uni~ao dos subgrafos para obten�~ao da matriz ALG. Os subgrafos s~ao unidos em gruposde quatro em u = log p2 passos, obtendo-se subgrafos ada vez maiores, om suas respetivasmatrizes AL.Mais preisamente, denotamos ada um dos subgrafos envolvidos omo Gr;l; onde r india opasso do proesso de uni~ao em que o subgrafo �e usado, 1 � r � u+ 1. Quanto maior o valor der, maior o subgrafo. Os subsritos l e  representam a posi�~ao do subgrafo (linha e oluna) omrela�~ao aos demais subgrafos num mesmo passo do proesso, 1 � l � pp=2r�1, 1 �  � pp=2r�1.Os grafos G1;l;, 1 � l � pp, 1 �  � pp, representam os subgrafos iniiais e Gu+1;1;1 = G.A partir dos subgrafos dispon��veis em uma erta etapa r geramos os subgrafos da etapa seguinter + 1 da seguinte forma (ver Figura 3.2):Gr+1;l; = Gr;2l�1;2�1 [Gr;2l�1;2 [Gr;2l;2�1 [Gr;2l;2 :Esta uni~ao de quatro grafos �e na verdade realizada aos pares. Deve-se lembrar que o quefazemos em ada uni~ao �e gerar a matriz AL do grafo resultante a partir das matrizes dos grafosutilizados.O proesso de uni~ao de dois grafos vizinhos �e omentado a seguir. Consideraremos o asopartiular em que os dois grafos est~ao um sobre o outro, possuindo uma fronteira horizontalomum. O aso dos grafos vizinhos alinhados horizontalmente �e an�alogo. Por simpliidade,hamaremos o grafo superior de S, o inferior de I e o resultante da uni~ao de U . Suas matrizesde alinhamentos ser~ao hamadas respetivamente de ALS , ALI e ALU .
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Figura 3.3: Matrizes ALS, ALI e ALU . As submatrizes AL0S, AL0I e AL0U s~ao destaadas ombordas mais grossas.A determina�~ao de ALU a partir de ALS e ALI �e esbo�ada na Figura 3.3. Os trehoshahurados indiam posi�~oes n~ao utilizadas nas matrizes. Alguns valores s~ao simplesmenteopiados de ALS e ALI para ALU , outros devem ser alulados. As submatrizes efetivamenteusadas ser~ao hamadas AL0S , AL0I e AL0U . A Figura 3.3 ilustra estas submatrizes, destaando-asom bordas grossas.Os elementos de AL0U envolvem aminhos iniiados em um v�ertie de origS e terminados emum v�ertie de destI . Todos estes aminhos devem passar por um v�ertie na fronteira omumFS = TI . De�nimos ent~ao uma seq�uênia meioU om os pontos desta fronteira omum, iniiadano v�ertie mais �a esquerda (meioU (0)) e terminada no v�ertie mais �a direita. Com grafos dedimens~oes iguais, os omprimentos das seq�uênias origS e destI s~ao iguais. Chamamos esteomprimento de t, t > 1, e o omprimento da seq�uênia meioU de k. Assim, as dimens~oes deAL0S , AL0I e AL0U s~ao, respetivamente, t� k, k � t e t� t.Um algoritmo ingênuo para o �alulo de AL0U envolve prourar, para ada um dos t2 paresde v�erties de nosso interesse, qual dos k v�erties de meioU maximiza a soma dos valores dosaminhos nos grafos S e I. Para um erto par de v�erties (origS(i); destI(j)) seria preiso utilizartoda a linha i de AL0S e toda a oluna j de AL0I . Este algoritmo teria omplexidade O(kt2). Naverdade, trata-se de uma multiplia�~ao de matrizes, usando as opera�~oes de m�aximo e soma nolugar das usuais soma e multiplia�~ao.Um algoritmo mais e�iente restringe as pesquisas que devem ser feitas na seq�uênia meioU .



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 37De�nimos uma matriz MU onde MU (i; j) �e o ��ndie do v�ertie mais �a esquerda de meioU quepertene a um aminho �otimo entre origS(i) e destI(j). Caso n~ao exista tal aminho, MU (i; j)n~ao ser�a utilizado, portanto n~ao importa qual �e o seu valor. A seguir temos uma de�ni�~ao maispreisa.De�ni�~ao 3.1 (Matriz MU) Sendo 0 � i � t e 0 � j � t, MU (i; j) �e o menor valor de l talque AL0S(i; l) +AL0I(l; j) = min0�v�k�1fAL0S(i; v) +AL0I(v; j)g.Toda vez que um valor AL0U (i; j) �e alulado, o valor orrespondente de MU (i; j) tamb�em �ealulado e armazenado. Isto n~ao ser�a menionado expliitamente daqui para a frente, a n~ao serquando neess�ario.3.2.1 Matrizes Monotônias no Problema ATSAs seguintes propriedades s~ao esseniais na elabora�~ao de um algoritmo mais e�iente, j�a tendosido usadas em [6, 40℄.Propriedade 3.1 Se i1 < i2 ent~ao MU (i1; j) �MU (i2; j), 0 � i1 < i2 < t, 0 � j < t.Propriedade 3.2 Se j1 < j2 ent~ao MU (i; j1) �MU (i; j2), 0 � i < t, 0 � j1 < j2 < t.Prova. Vamos abordar a Propriedade 3.1. Supondo que i1 < i2 e MU (i1; j) > MU (i2; j), osaminhos �otimos de origS(i1) e origS(i2) a destI(j) teriam que se ruzar em um v�ertie de S.Sendo x o ponto de ruzamento, poder��amos onstruir novos aminhos troando os trehos entrex e destI(j). Como a soma dos valores dos dois aminhos seria onservada, os novos aminhosteriam que ser �otimos. Ter��amos obtido ent~ao um aminho de origS(i1) a destI(j) que usa umv�ertie de meioU �a esquerda de meioU (MU (i1; j)), ontrariando a de�ni�~ao de MU (i1; j). Ademonstra�~ao da Propriedade 3.2 �e an�aloga. 2Estas propriedades sugerem a existênia de ertas matrizes (totalmente) monotônias que po-dem ser aproveitadas no problema. Deixaremos este fato para o �nal da se�~ao, pois as explia�~oesa seguir �ariam mais ompliadas se envolvessem expliitamente tais matrizes monotônias.Dada a Propriedade 3.1, se sabemosMU (i1; j) eMU (i2; j) para i1 < i2 e j, podemos determi-nar MU (i; j) (e portanto AL0U (i; j)) para qualquer i entre i1 e i2 pesquisando apenas aminhosque passam entre meio(MU (i1; j)) e meio(MU (i2; j)), inlusive. Al�em disso, se para um ertoj soubermos os valores de MU (i; j) para todo i de uma seq�uênia i0 < i1 < : : : < ir, podemosalular MU (i; j) para um valor de i em ada intervalo na seq�uênia om apenas uma varredurade meioU , em tempo O(MU (ir; j)�MU (i1; j) + r) = O(k+ r) (o termo r �e inlu��do porque os rtrehos de meioU onsiderados se sobrep~oem nas bordas). Desta maneira, pode-se pratiamentedobrar o n�umero de aminhos onheidos.Esta opera�~ao ser�a denominada simplesmente varredura. Dizemos que a varredura desritaaima �e liderada pelo v�ertie destI(j). No aso do algoritmo seq�uenial, exposto na pr�oxima



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 38se�~ao, estas varreduras usam i0 = 0 e ir = t � 1. O proedimento geral �e detalhado no Algo-ritmo 3.1.Algoritmo 3.1: Varredura (liderada pelo v�ertie destI(j)).Entrada: MU (i; j) e AL0U (i; j) para um j �xo e v�arios valores de i numa seq�uêniai0 < i1 < : : : < ir.Sa��da: MU (i; j) e AL0U (i; j) para todo i0 numa seq�uênia i0 < i00 < i1 < i01 < : : : <i0r�1 < ir.1 Para q  0 at�e r � 1 fa�a1.1 lmax MU (iq; j), Amax ALS(i0q; lmax) +ALI(lmax; j)1.2 Para l MU (iq; j) + 1 at�e MU (iq+1; j) fa�a1.2.1 Se ALS(i0q; l) +ALI(l; j) > Amax ent~ao1.2.1.1 lmax l, Amax ALS(i0q; l) +ALI(l; j)1.3 MU (i0q; j) lmax, AL0U (i0q; j) Amax�m do algoritmo.Devido �a Propriedade 3.2, uma varredura tamb�em pode ser feita om uma origem �xa ev�arios v�erties de destino, ou seja, pode ser liderada por um v�ertie origS(i). A desri�~ao doalgoritmo para este aso �e an�aloga �a desri�~ao anterior.Antes de passar para a desri�~ao do algoritmo ompleto para uni~ao de GDAGs, uma ob-serva�~ao a respeito dos resultados anteriores: o Algoritmo 3.1 �e de fato baseado em propriedadesde matrizes monotônias, apresentadas na Se�~ao 2.3. A partir de AL0S e AL0I �e poss��vel de�-nir duas lasses de matrizes totalmente monotônias: uma para v�erties de origS e outra parav�erties de destI , omo desrito a seguir.Para ada v�ertie origS(i) os pesos dos poss��veis aminhos at�e ada um dos v�erties dedestI podem ser onsiderados omo elementos de uma matriz k � t MOi tal que MOi(l; j) =AL0S(i; l)+AL0I(l; j). Ao enontrar om�aximo na oluna j desta matriz temos o valor de AL0U (i; j)e o ��ndie de linha deste m�aximo india MU (i; j). Estas onsidera�~oes deorrem diretamente daDe�ni�~ao 3.1.A Propriedade 3.2 india que a matriz �MOi �e monotônia, onforme a De�ni�~ao 2.2 (ainvers~ao de sinal permite que se busque elementos m��nimos nas olunas). Na verdade, �e f�aildemonstrar que ela �e totalmente monotônia, sendo que a demonstra�~ao �e semelhante �a j�a feitapara as propriedades 3.1 e 3.2. De maneira semelhante, podemos de�nir matrizes totalmentemonotônias �MDj, uma para ada v�ertie destI(j).Os proedimentos de varredura s~ao baseados na monotoniidade das matrizes �MOi e�MDj , mas n~ao aproveitam a monotoniidade total destas matrizes. A aplia�~ao de v�ariasvarreduras om um �unio v�ertie �xo, digamos origS(i), permite o �alulo de todos os aminhosdeste v�ertie para os de destI , mas este proedimento �e menos e�iente do que o que aproveitaa monotoniidade total.



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 39Uma maneira simples de enontrar todos os melhores aminhos de v�erties de origS parav�erties de destI onsiste em usar o Algoritmo 2.5 para todas as matrizes �MOi, determinandoos m��nimos das olunas. Pelo Teorema 2.8 podemos onluir que tal proedimento levaria tempoO(t2 + tk log(t=k)), adequado se t n~ao for muito maior do que k. Podemos obter os mesmosresultados operando-se sobre as matrizes �MDj .Este n~ao ser�a o proedimento adotado neste ap��tulo. A pr�oxima se�~ao mostra omo umproedimento e�iente pode ser onstru��do a partir das varreduras, sem usar a monotoniidadetotal das matrizes desritas anteriormente.3.2.2 Algoritmo de Uni~ao de GDAGsO proedimento para alular todos os melhores aminhos entre v�erties de origS e v�ertiesde destI �e dado a seguir. Ele �e baseado em um algoritmo originalmente publiado em [6℄,de natureza reursiva e proposto para o modelo PRAM. A apresenta�~ao que fazemos agora �ebastante diferente, assim omo a an�alise da omplexidade temporal, visando failitar a desri�~aodo algoritmo paralelo da Se�~ao 3.4.A id�eia entral deste algoritmo �e iniiar ada etapa om ertos v�erties marados em origSe destI , sendo que todos os aminhos �otimos entre v�erties marados j�a foram determinados. Aada etapa o n�umero de pontos marados dobra atrav�es de v�arias varreduras.Algoritmo 3.2: Melhores Caminhos de origS a destI .Entrada: AL0S(t� k) e AL0I(k � t).Sa��da: AL0U (t� t) e MU (t� t).1 MU (0; 0) 0,MU (0; t� 1) 0,MU (t� 1; 0) �1,MU (t� 1; t� 1) k � 12 AL0U (0; 0) AL0S(0; 0) +AL0I(0; 0),AL0U (0; t� 1) AL0S(0; 0) +AL0I(0; t� 1),AL0U (t� 1; t� 1) AL0S(t� 1; k � 1) +AL0I(k � 1; t� 1),AL0U (t� 1; 0) �13 Marque origS(0), origS(t� 1), destI(0), destI(t� 1)4 x dlog2(t� 1)e5 Repita5.1 x x� 15.2 Para todo v�ertie origS(q) n~ao marado om q m�ultiplo de 2x alule os a-minhos para todos os pontos marados em destI . Cada v�ertie marado emdestI lidera uma varredura. Marque os v�erties usados de origS .



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 405.3 Para todo v�ertie destI(q) n~ao marado om q m�ultiplo de 2x alule os ami-nhos a partir de todos os pontos marados em origS (inluindo os maradosnesta itera�~ao do la�o). Cada v�ertie marado em origS lidera uma varredura.Marque os v�erties usados de destI .6 At�e que x = 0.�m do algoritmo.O algoritmo anterior foi desrito para a uni~ao de dois GDAGs alinhados vertialmente (uni~aovertial). Como j�a omentamos, para o aso de GDAGs alinhados horizontalmente (uni~ao hori-zontal) o proedimento �e an�alogo.Teorema 3.1 O Algoritmo 3.2 alula orretamente as matrizes AL0U e MU a partir de AL0S eAL0I .Prova. Vamos provar que no in��io do la�o 5 e ao �nal de ada itera�~ao temos omo invariantea seguinte a�rma�~ao: se origS(i) e destI(j) est~ao marados, ent~ao AL0U (i; j) e MU (i; j) j�a foramalulados. A demonstra�~ao �e indutiva, partindo do fato de que no in��io apenas os extremos deorigS e destI est~ao marados.O passo 5.2 exeuta uma varredura para ada v�ertie de destI , determinando os aminhosdeste v�ertie para alguns ainda n~ao marados em origS . Os v�erties origS(q) por marar s~aotais que q �e m�ultiplo de 2x, os j�a marados s~ao tais que q �e m�ultiplo de 2x+1. Desta forma, osv�erties j�a marados e os por marar se interalam em origS .Isto garante que a varredura pode ser feita omo indiado no Algoritmo 3.1. Com a mara�~aodos novos v�erties de origS , o invariante se mant�em.Deve-se notar que em alguns momentos, dependendo do valor de t � 1, o �ultimo treho davarredura n~ao obrir�a nenhum novo ponto de origS . Al�em disso, o algoritmo n~ao faz men�~aoaos dados n~ao signi�ativos de AL0U (ver Figura 3.3) e omo evit�a-los nas varreduras, mas nadadisto �e signi�ativo para a erti�a�~ao ou an�alise temporal do algoritmo.O passo 5.3 pode ser analisado de maneira semelhante, omprovando o invariante. Final-mente, omo o la�o �e feito at�e que x = 0, ou seja, at�e que todos os pontos sejam marados,temos a erti�a�~ao do algoritmo. 2Para alular o tempo de exeu�~ao do algoritmo usaremos as fun�~oes de�nidas a seguir. Estasfun�~oes ser~ao usadas no algoritmo paralelo da Se�~ao 3.4.De�ni�~ao 3.2 (fun�~ao w) A fun�~ao w india qual �e a maior potênia de 2 que divide o argu-mento: w : N+ ! N; w(n) = maxfx j n � 0 (mod 2x)g :Um v�ertie origS(n) ou destI(n) �e marado pelo Algoritmo 3.2 na itera�~ao em que x = w(n).origS(n) ome�a a liderar varreduras j�a nesta itera�~ao, enquanto destI(n) ir�a liderar varredurasna itera�~ao seguinte. Como j�a foi omentado, ada varredura tem dura�~ao O(k + r), onde r �e o



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 41n�umero de intervalos que a varredura onsidera, igual a � t2x �. Vamos estimar o tempo de adavarredura om base na seguinte hip�otese: o tempo de ada varredura �e proporional ao n�umerode aessos realizados �as matrizes ALS e ALI1. Isto india que o tempo de uma varredura sejaproporional a k + � t2x �.Com estas onsidera�~oes, podemos prosseguir para as de�ni�~oes seguintes.De�ni�~ao 3.3 (fun�~oes vd e vo)1. vd(n; t; k) india, a menos de uma onstante multipliativa, qual �e o tempo total das var-reduras lideradas pelo v�ertie destI(n) quando s~ao dados k (n�umero de poss��veis aminhosa serem testados) e t (n�umero de v�erties de origem). Este usto �e dado pela somat�oriaPw(n)�1x=0 �k + � t2x ��. Considerando a somat�oria Pw(n)�1x=0 �k + t2x � no lugar da somat�oriaoriginal, o erro ometido �e inferior a w(n) � log t. Assim sendo, de�nimosvd : (N+ � N+ � N+)! N; vd(n; t; k) = w(n)�1Xx=0 �k + t2x� = w(n)k + 2t� � t2w(n)�1� :2. De maneira an�aloga, vo(n; t; k) india o tempo total das varreduras lideradas pelo v�ertieorigS(n). Este tempo �e dado por Pw(n)x=0 �k + � t2x �� mas, por raz~oes semelhantes �as apre-sentadas anteriormente, usaremos a seguinte de�ni�~ao:vo : (N+ � N+ � N+)! N; vo(n; t; k) = w(n)Xx=0 �k + t2x� = (w(n) + 1)k + 2t� � t2w(n)� :�E importante notar que as fun�~oes vd e vo ser~ao usadas n~ao apenas na an�alise dos algoritmosdeste ap��tulo, mas tamb�em na implementa�~ao do algoritmo paralelo da Se�~ao 3.4. O algoritmoparalelo as utiliza para determinar o tempo neess�ario para resolu�~ao de ertos subproblemas edistribu��-los entre os proessadores.Deve-se notar tamb�em que estas de�ni�~oes s~ao ex��veis, no sentido de que permitem quese onsidere apenas um n�umero limitado de v�erties de destino ou origem (parâmetro t) e umn�umero limitado de v�erties de meioU (parametro k).A seguinte fun�~ao tamb�em ser�a usada.De�ni�~ao 3.4 (fun�~ao W ) W : N+ ! N; W (n) = nXi=1 w(i)Lema 3.2 n� 2� blog n �W (n) � n� 1.1Esta estimativa �e omentada no �nal deste ap��tulo



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 42Prova. Usando a nota�~ao de Iverson [21℄, indiamos por [i � 0 (mod 2j)℄ o valor 1 se i �em�ultiplo de 2j , 0 aso ontr�ario. Desta maneira, w(i) =Pblog nj=1 [i � 0 (mod 2j)℄ e assimW (n) = nXi=1 w(i) = nXi=1 blog nXj=1 [i � 0 (mod 2j)℄ = blog nXj=1 nXi=1 [i � 0 (mod 2j)℄ = blog nXj=1 j n2j k :Desta maneira, temos os seguintes limites superior e inferior:W (n) � blog nXj=1 n2j = n� n2blog n � n� 1W (n) � blog nXj=1 � n2j � 1� = n� n2blog n � blog n > n� 2� blog n 2O Teorema 3.3 a seguir india o tempo de exeu�~ao do Algoritmo 3.2 em fun�~ao de k e t.Pela de�ni�~ao de k e t temos que k = O(t), mas o algoritmo pode ser failmente adequado paraalular aminhos envolvendo trehos de origS e destI , aso em que a rela�~ao entre k e t n~ao �elara. A an�alise feita a seguir �e extens��vel para asos omo este.Teorema 3.3 O Algoritmo 3.2 tem tempo de exeu�~ao �(kt+ t2) e utiliza espa�o �((k + t)2),onde k �e o n�umero de v�erties onsiderados de meioU e t o n�umero de v�erties onsiderados deorigS e de destI .Prova. O espa�o utilizado �e determinado pelas matrizes ALS , ALI e ALU . Note que ALUoupa aproximadamente o mesmo espa�o que ALS e ALI oupavam juntas. Na verdade, h�auma disrepânia que �e ompensada quando quatro GDAGs s~ao unidos em um.O tempo total �e dado pela totaliza�~ao dos ustos de todas as varreduras lideradas por todosv�erties de origS e destI . Estes ustos j�a foram menionados na De�ni�~ao 3.3, menos para osextremos, que s~ao envolvidos em todas as itera�~oes do la�o 5. Calulando primeiramente osustos para os v�erties interiores de origS e destI temosT (t; k) = � t�2Xi=1 vd(i; t; k) + t�2Xi=1 vo(i; t; k)! =� t�2Xi=1 �w(i)k + 2t� t2w(i)�1�+ t�2Xi=1 �(w(i) + 1)k + 2t� t2w(i)�! =� k t�2Xi=1(2w(i) + 1) + t t�2Xi=1 �4� 32w(i)�! = �(kt+ t2) :Note que na �ultima passagem usamos o Lema 3.2 para resolver a primeira somat�oria (�(t)). Nasegunda somat�oria pode-se desprezar o termo 32w(i) .



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 43Estes �alulos, assim omo o pr�oprio Algoritmo 3.2, n~ao onsideram que algumas varreduraspodem ser feitas em um treho demeioU de tamanho menor do que k, n~ao onsiderando aminhosinexistentes no GDAG. Os presentes resultados n~ao seriam alterados por estas onsidera�~oes.As varreduras lideradas pelos extremos de origS e destI tomam tempo O(kt + t2) (pode-se demonstrar que este tempo �e O(k log t + t)), logo o Algoritmo 3.2 �e exeutado em tempo�(kt+ t2). 2Um �alulo mais preiso �e mostrado no Apêndie A, onsiderando as partes efetivamenteusadas das matrizes. Os resultados l�a apresentados est~ao de aordo om os que foram mostradosaqui.3.3 Algoritmo Seq�uenial para o ATSA resolu�~ao do problema ATS pode ser feita atrav�es do uso do Algoritmo 3.2. Partindo desubgrafos 2� 2, ujas matrizes AL podem ser aluladas em tempo O(1), apliamos o proessode uni~ao de GDAGs at�e obter a matriz do GDAG ompleto.Vamos supor, sem perda de generalidade, que nb � na. Isto signi�a que haver�a mais etapasde uni~oes horizontais do que de vertiais. Vamos supor tamb�em, por simpliidade, que na = 2ae nb = 2b om b � a inteiros. Se este n~ao for o aso, pode-se aumentar as adeias envolvidassem que a omplexidade assint�otia do problema se altere.Lema 3.4 Ap�os v etapas de uni~ao vertial e h etapas de uni~ao horizontal teremos 2a+b�v�hGDAGs, todos om dimens~oes (2v + 1)� (2h + 1)Prova. Simples, usando indu�~ao �nita. Com v = h = 0 temos os 2a+b GDAGs originais (2� 2).Uma etapa de uni~ao vertial reduz o n�umero de GDAGs �a metade, sendo que o n�umero de linhasdos GDAGs resultantes �e igual �a soma dos n�umeros de linhas dos GDAGs fundidos, menos um(devido �a fronteira omum). As uni~oes horizontais operam de modo an�alogo. Note que omv = a e h = b obtemos o GDAG ompleto om dimens~oes (na + 1)� (nb + 1). 2Teorema 3.5 O problema ATS para adeias de tamanho na e nb, nb � na pode ser resolvidoem tempo O(nanb log na + n2b) e espa�o O(n2b).Prova. Antes das primeiras etapas de uni~ao, todas as matrizes AL assoiadas aos GDAGselementares podem ser determinadas em tempo �(2a+b) = �(nanb)Ap�os v etapas de uni~ao vertial e h etapas de uni~ao horizontal, pelo Lema 3.4 a dimens~ao deada GDAG ser�a (2v +1)� (2h+1), o que resulta em matrizes AL de (2v +2h+1)2 elementos.O espa�o usado em mem�oria �e�(2a+b�v�h(2v + 2h + 1)2) = �(2a+b(2v�v + 2h�v + 2�v)(2v�h + 2h�h + 2�h)) =�(2a+b(1 + 2h�v)(1 + 2v�h)) = �(2a+b2jh�vj) :



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 44O espa�o utilizado pode ser limitado fazendo om que jh� vj seja m��nimo ao longo do proesso,interalando uni~oes vertiais e horizontais. No �nal, uma seq�uênia de uni~oes horizontais fazesta diferen�a subir para b� a. Desta maneira, o espa�o aumenta at�e �(22b) = �(n2b).Supondo que as etapas de uni~oes vertiais e horizontais se interalam nas primeiras etapas,numa etapa de uni~oes vertiais teremos v = h e o tempo neess�ario, segundo o Lema 3.4 ser�a�((2v + 2h + 1)2) = �(22v). H�a 2a+b�v�h = 2a+b�2v GDAGs para unir dois a dois, logo otrabalho total numa etapa de uni~oes vertiais �e �(2a+b).Numa etapa de uni~oes horizontais teremos v = h + 1. Analogamente ao que oorre numaetapa de uni~oes vertiais, o tempo de exeu�~ao �e �(2a+b).Assim, ap�os v = h = a etapas de uni~oes horizontais e vertiais interaladas, o tempo deexeu�~ao total �e �(a2a+b).Nas �ultimas b� a etapas de uni~oes horizontais, quando nenhuma uni~ao vertial �e neess�aria,ada uni~ao levar�a tempo �((2a + 2h + 1)2) = �(22h), uma vez que h > a. Como numa etapah�a 2b�h = GDAGs para unir aos pares, ada etapa levar�a tempo �(2b+h). O tempo total destas�ultimas etapas �e � bXi=a+1 2b+h! = �(22b � 2b+1�a+1) = �(22b � 2a+b) :O tempo total para resolu�~ao do ATS �e�(a2a+b + 22b � 2a+b) = �(a2a+b + 22b) =�(nanb log na + n2b) : 2Alternativamente, este problema pode ser resolvido em tempo �(nanb log nb) pelas t�eniasapresentadas em [40℄.3.4 Algoritmo Paralelo para o ATSO algoritmo paralelo, omo j�a menionado, ome�a om a divis~ao do GDAG em p subgrafos,omo ilustrado na Figura 3.2 (p�agina 35). Cada subgrafo G1;l;, 1 � l � pp, 1 �  � pp temsua matriz ALG1;l; alulada por um proessador, oupando espa�o O � (na+nb)2p � na mem�orialoal deste proessador.�A medida em que as etapas de uni~ao se suedem e os subgrafos aumentam, as matrizes dealinhamento tamb�em aumentam, evideniando a neessidade de distribuir estas matrizes entreos proessadores. Vamos de�nir primeiramente omo esta distribui�~ao �e feita.



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 453.4.1 Distribui�~ao das Matrizes ALO tamanho da matriz AL resultante da uni~ao de dois GDAGs n~ao difere muito da soma dostamanhos das matrizes dos dois GDAGs originais. Na pior das hip�oteses, o tamanho da novamatriz �e o dobro da soma do tamanho das matrizes originais, quando onsideramos apenas aparte \�util" destas matrizes, mas esta disrepânia desaparee na etapa de uni~ao seguinte. OGDAG formado pela uni~ao de quatro GDAGs tem uma matriz AL de tamanho igual �a soma dasmatrizes dos quatro GDAGs originais.Quando a matriz AL de um GDAG �e gerada a partir das matrizes dos GDAGs onstituintes,ela deve ser distribu��da pelas mem�orias loais dos proessadores que guardavam as matrizes dosGDAGs originais. Isto signi�a que na u-�esima etapa de uni~ao, ada matriz estar�a distribu��dainiialmente nas mem�orias loais de 2u�1 proessadores. Duas matrizes ser~ao usadas no �alulode uma nova matriz a ser distribu��da nas mem�orias de 2u proessadores. Estes proessadoresfar~ao o �alulo da nova matriz em paralelo.Por raz~oes que se tornar~ao aparentes em breve, as matrizes ser~ao divididas em faixas de linhasou olunas para distribui�~ao entre os proessadores. A esolha da forma da divis~ao depende dopapel que o GDAG orrespondente ter�a na pr�oxima fase de uni~ao.No in��io do proesso de uni~aode dois GDAGs alinhados vertialmente, a matriz do GDAG superior deve estar distribu��da porolunas, enquanto que a matriz do GDAG inferior deve estar distribu��da por linhas. Numaetapa de uni~ao entre GDAGs alinhados horizontalmente, as matrizes dos GDAGs esquerdo edireito devem estar distribu��das por olunas e por linhas, respetivamente.Vamos ilustrar a uni~ao usando o aso da uni~ao vertial de um GDAG superior S om uminferior I para gerar o GDAG U (ver Figura 3.3). A partir deste ponto, vamos onsiderar apenasa parte �util (para a uni~ao em quest~ao) das matrizes de alinhamento destes GDAGs.Sendo q o n�umero de proessadores assoiados a um erto GDAG, a sua matriz AL0 ser�adividida em 2q faixas de linhas ou olunas ont��guas, ada proessador reebendo duas faixas.Isto �e su�iente para que haja um erto equil��brio na distribui�~ao de dados, um n�umero maiorde faixas prejudiaria a e�iênia do algoritmo. A parte da matriz AL que n~ao ser�a usadanesta etapa de uni~ao deve ser distribu��da de maneira semelhante. N~ao iremos nos preouparom esta parte at�e o �nal da uni~ao, quando a nova matriz ALU gerada �e redistribu��da entre osproessadores.Seja PS o onjunto dos q proessadores PS1; PS2; : : : ; PSq que guardamALS e PI o onjuntodos q proessadores PI1; P I2; : : : ; P Iq que guardam ALI . Cada um destes 2q proessadores est�aassoiado a alguns v�erties de meioU , ou seja,� PSi; 1 � i � q guarda os pesos dos melhores aminhos de todos os v�erties de origS paraalguns v�erties de meioU .� PIi; 1 � i � q guarda os pesos dos melhores aminhos de alguns v�erties de meioU paratodos os v�erties de destI .Os v�erties de meioU a que um erto proessador est�a assoiado est~ao divididos em dois



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 46intervalos distintos.Veremos omo estes 2q proessadores fazem o �alulo da nova matriz em paralelo.3.4.2 Divis~ao do Problema da Uni~ao de GDAGsCada proessador ser�a respons�avel pela gera�~ao de uma parte da matriz AL0U . A solu�~ao naturalpara este problema seria dividir AL0U em linhas ou olunas, de preferênia j�a de aordo om adistribui�~ao esperada no �nal da uni~ao, mas infelizmente a distribui�~ao de arga de trabalho n~aoseria equilibrada e muitos dados teriam que ser repliados para uso por diversos proessadores.Uma divis~ao de AL0U em bloos �e mais adequada. Suponhamos que AL0U seja dividida em4q2 bloos, organizados em 2q linhas e 2q olunas. Cada bloo representa um subproblema aser resolvido. Naturalmente, alguns destes bloos n~ao preisam ser alulados pois envolvemaminhos inexistentes, mas isto n~ao afeta os resultados que iremos mostrar a seguir.As seq�uênias origS e destI devem ser divididas em 2q segmentos que se sobrep~oem apenasnas extremidades. Sendo t0 o omprimento de ada segmento, devemos ter t0 = t�12q + 1, queiremos supor que �e inteiro por simpliidade.Se ada bloo tivesse que ser alulado separadamente, seria neess�ario utilizar uma faixa detamanho t0�k de AL0S e uma de tamanho k� t0 de AL0I . No entanto, se resolvermos o problemapara as bordas do bloo, podemos reduzir a quantidade de dados utilizada no subproblema e,portanto, o tempo de proessamento.A Figura 3.4 mostra omo isto pode ser feito. A �gura mostra as partes de AL0S e AL0Ineess�arias para alular um bloo de dados de AL0U , mais exatamente os valores de AL0U (i; j)para o1 � i � o2 e d1 � j � d2. Nos v�erties dos GDAGs mostrados, os r�otulos se referem aos��ndies nas seq�uênias origS , destI e meioU .Em AL0S temos uma faixa entre (e inluindo) as linhas o1 e o2. Para ada linha nesta faixa,digamos para um erto i, o1 � i � o2, os �unios pontos de interesse em meioU s~ao os que est~aoentre MU (i; d1) e MU (i; d2), de aordo om a Propriedade 3.2. Desta maneira, s�o os dados entreAL0S(i; d1) e AL0S(i; d2) s~ao �uteis na linha i. Estes limites variam de maneira n~ao deresenteom i, formando fronteiras irregulares �a esquerda e �a direita dos dados que ser~ao neess�arios.Em AL0I , por raz~oes semelhantes (baseadas na Propriedade 3.1), teremos uma faixa �util entreas olunas d1 e d2, om bordas irregulares aima e abaixo dos dados neess�arios.Dois bloos distintos e disjuntos (a menos das bordas) de AL0U ter~ao regi~oes �uteis em AL0S eAL0I tamb�em disjuntas (a menos das bordas). Este fato, failmente demonstr�avel pelas Propri-edades 3.1 e 3.2, �e muito importante porque faremos uma distribui�~ao do �alulo dos bloos deAL0U entre os proessadores. Uma sobreposi�~ao dos bloos de dados a serem utilizados impliariaem replia�~ao de dados entre proessadores e maior tempo de exeu�~ao total.A irregularidade das bordas das regi~oes �uteis para ada bloo pode tornar mais dif��il aimplementa�~ao do algoritmo paralelo, mas n~ao aumenta a omplexidade assint�otia, omo vere-mos mais �a frente. A alternativa seria riar bloos retangulares, usando omo limites os pontos
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Figura 3.4: Dados neess�arios para o �alulo de um bloo de AL0U .extremos da regi~ao efetiva. Por exemplo, na Figura 3.4 poder��amos usar a submatriz de AL0Sentre as linhas o1 e o2 e as olunas m1 e m4. O usto disso seria permitir a sobreposi�~ao dasregi~oes �uteis.3.4.3 Determina�~ao dos SubproblemasA determina�~ao das bordas das regi~oes �uteis para todos os subproblemas envolve a determina�~aode MU (i; j) para todos os pares (i; j) em que i ou j �e m�ultiplo de t0 � 1. A determina�~ao destaslinhas e olunas regularmente espa�adas em MU pode ser feita em paralelo onforme o lemaabaixo.Lema 3.6 Todos os valores de AL0U (i; j) e MU (i; j) om i ou j m�ultiplo de t0 � 1 podem seralulados em paralelo pelos 2q proessadores que guardam ALS e ALI em tempo O �k log tq + qt�



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 48e espa�o O � t2q � om duas rodadas de omunia�~ao em que O(qt) dados s~ao transmitidos oureebidos por ada proessador.Prova. Os proessadores de PS (que guardam AL0S) ir~ao determinar as olunas seleionadas deAL0U , enquanto que os proessadores de PI (que guardam AL0I) determinar~ao as linhas. Vamosnos onentrar na determina�~ao das linhas (a determina�~ao das olunas �e an�aloga).Um determinado proessador PIi, 1 � i � q guarda os melhores aminhos de kq v�erties demeioU para todos os t v�erties de destI . Ele deve reeber os pesos dos melhores aminhos dos 2q+1 v�erties seleionados de origS para os mesmos v�erties de meioU , o que envolve a transferêniade O(k) dados dos proessadores PS1; PS2; : : : ; PSq. Dependendo dos detalhes de distribui�~aodas matrizes pelos proessadores, �e poss��vel que apenas o proessador PSi preise enviar dadospara PIi, mas isto n~ao �e importante para esta an�alise. Ao mesmo tempo, ada proessador dePS preisa reeber O(k) dados dos proessadores de PI. Todas estas transferênias podem serfeitas em apenas uma rodada de omunia�~ao que envolve o envio/reebimento de O(k) dadospor proessador.O proessador PIi determina ent~ao os pesos dos melhores aminhos da amostra de origS(2q + 1 v�erties) para destI (t v�erties) que passam pelos kq v�erties de meioU . Iniialmente,o Algoritmo 3.2 �e usado para enontrar os aminhos entre os v�erties seleionados de origSe os v�erties seleionados de destI . Pelo Teorema 3.3 o tempo de exeu�~ao desta etapa �e��kq (2q + 1) + (2q + 1)2� = �(k + q2).Ap�os isto, os aminhos para os demais v�erties de destI s~ao determinados atrav�es de dlog t0eetapas em que se faz uma varredura para ada v�ertie seleionado de origS . Cada varreduratem dura�~ao ��kq + r� sendo que r dobra a ada etapa, de 2q+1 a t. O tempo total desta fase�e ��(2q + 1)�kq log t0 + t�� = ��k log tq + qt�.Ap�os esta etapa, para ada par de v�erties ontendo um v�ertie de destI e outro da amostrade origS teremos q andidatos para o melhor aminho. Cada andidato foi gerado por umdos proessadores de PI, om informa�~oes de peso total e v�ertie de meioU utilizado. Paradeterminar o melhor andidato para ada aminho, dividimos destI em q intervalos e atribu��moso i-�esimo intervalo a PIi, que deve reeber todos os andidados a melhor aminho entre aamostra de origS e seu intervalo de destI . Isto envolve uma rodada de omunia�~ao em queada proessador envia/reebe O �q(2q + 1) tq� = O(qt) dados.A pesquisa pelos melhores aminhos pode ser feita em tempo O(qt) om um proedimentode busa simples. Isto pode ser melhorado, mas n~ao altera o resultado do lema, visto que apr�opria transferênia dos dados a serem manipulados leva tempo �(qt).Para onluir, destaamos que o espa�o em mem�oria utilizado �e dominado pelo espa�o ne-ess�ario para o armazenamento da matriz AL0I (ou AL0S). 2V�arias melhorias podem ser apliadas ao proedimento desrito aima, sem impato na om-plexidade assint�otia mas �uteis na implementa�~ao do algoritmo. Uma delas �e distribuir os



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 49andidatos a melhor aminho de uma maneira que leve em onsidera�~ao o n�umero efetivo deandidatos: nem todos os pares de v�erties de origS e destI admitem aminhos em todos osintervalos de meioU (alguns pares n~ao admitem qualquer aminho).Outra poss��vel melhoria envolve o proedimento de sele�~ao dos melhores andidatos. Seada proessador reeber a informa�~ao de qual treho de meioU foi usado por ada andidato,�e poss��vel usar os trehos de meioU da mesma maneira que usamos os v�erties de meioU nasvarreduras de�nidas no Algoritmo 3.1. Isto signi�a que novamente podemos usar uma varia�~aodo Algoritmo 3.2, desta vez para ahar os melhores aminhos de 2q + 1 v�erties de origS parat=q v�erties de destI atrav�es de 2q trehos de meioU . Uma an�alise semelhante �a realizada nademonstra�~ao anterior nos leva a um tempo O �q2 log tq2�, no lugar do tempo O(qt) menionado.Ao �m do proedimento desrito anteriormente, ada proessador ter�a informa�~oes sobre 4qdos 4q2 subproblemas (novamente, estamos ignorando o fato de que alguns destes subproblemass~ao vazios, sem preju��zo para a an�alise assint�otia). Os proessadores PS1; PS2; : : : ; PSq ter~aoas informa�~oes sobre as bordas das regi~oes �uteis de AL0S , ou seja, os valores de MU (i; j) paratodo i e todo j entre 1 e t om j m�ultiplo de t0 � 1. PI1; P I2; : : : ; P Iq ter~ao papel semelhanteom as informa�~oes sobre o uso de AL0I .Estas informa�~oes sobre as bordas dos subproblemas s~ao ent~ao distribu��das entre todos osproessadores, para que eles possam de�nir quais dos dados que eles armazenam est~ao assoiadosa quais subproblemas. Cada proessador envia �(qt0) = �(t) dados e reebe O(qt) dados nopior aso.3.4.4 Previs~ao de Custos de um SubproblemaDado um subproblema em partiular, as informa�~oes relativas �as suas bordas estar~ao dispon��veisem dois proessadores: um de PS, para as bordas em AL0S , outro de PI, para as bordas emAL0I . Estas informa�~oes permitem alular tanto o espa�o quanto o tempo neess�arios para aresolu�~ao do subproblema. Isto �e exposto e demonstrado nos lemas 3.7 e 3.8. O algoritmo pararesolu�~ao de um subproblema, uma modi�a�~ao do Algoritmo 3.2, �e exposto a seguir.Algoritmo 3.3: C�alulo de um bloo de AL0U (Melhores Caminhos dos v�ertiesde origS(i0) : : : origS(i0 + t0) aos v�erties de destI(j0) : : : destI(j0 + t0) ).Entrada: MU (i; j) para todo par (i; j) na borda do bloo, partes neess�arias de AL0Se AL0I .Sa��da: bloos t0 � t0 de AL0U e de MU .1 Marque origS(i0), origS(i0+ t0), destI(j0) e destI(j0+ t0) (o problema j�a foi resolvidopara as bordas do bloo)2 x dlog2 t0e3 Repita3.1 x x� 1



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 503.2 Para todo v�ertie origS(q) n~ao marado om q � i0 m�ultiplo de 2x alule osaminhos para todos os pontos marados em destI . Cada v�ertie j maradoem destI (om exe�~ao dos extremos) lidera uma varredura usando um trehode meioU de omprimento MU (i0 + t0; j) �MU (i0; j) + 1. Marque os v�ertiesusados de origS .3.3 Para todo v�ertie destI(q) n~ao marado om q � i0 m�ultiplo de 2x aluleos aminhos a partir de todos os pontos marados em origS (inluindo osmarados nesta itera�~ao do la�o). Cada v�ertie i marado em origS (omexe�~ao dos extremos) lidera uma varredura usando um treho de meioU deomprimentoMU (i; j0+t0)�MU (i; j0)+1. Marque os v�erties usados de destI .4 At�e que x = 0.�m do algoritmo.Lema 3.7 O espa�o neess�ario para determina�~ao do bloo de AL0U iniiado em (i0; j0), quehamaremos ESubi0;j0, pode ser determinado em tempo �(t0) = �� tq�. O espa�o total para�alulo de todos os bloos de AL0U �e �(t2).Prova. O espa�o neess�ario para ada subproblema �e dado pelo tamanho do bloo a ser gerado(�� t2q2�, �xo) e pelas �areas previamente delimitadas das matrizes AL0S (t0 trehos de linhas) eAL0I (t0 trehos de olunas). A totaliza�~ao de ada uma destas �areas �e bastante simples, podendoser feita separadamente pelos dois proessadores que mant�em as informa�~oes. Uma omunia�~aode tamanho O(1) basta para reunir estes resultados. 2Lema 3.8 O tempo neess�ario para �alulo de um bloo de AL0U , que hamaremos TSubi0;j0 paraum bloo iniiado em (i0; j0), pode ser determinado em tempo �(t0) = �� tq�.Prova. Como menionado na demonstra�~ao do Teorema 3.3, o tempo de exeu�~ao do Algo-ritmo 3.3 �e determinado pelo usto total de suas varreduras. Note que as varreduras agoraoperam sobre trehos de tamanhos vari�aveis de meioU , tendo, portanto, tempos de exeu�~aovariados.Usando as fun�~oes vd e vo (De�ni�~ao 3.3) podemos alular uma estimativa para o tempo deexeu�~ao do subproblema, TSubi0;j0 . A estimativa �e v�alida a menos de uma onstante multipli-ativa. TSubi0;j0 = t0�1Xj=1 vd(j; t0;MU (i0 + t0; j)�MU (i0; j) + 1)+ t0�1Xi=1 vo(i; t0;MU (i; j0 + t0)�MU (i; j0) + 1)



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 51Uma vez que vd e vo podem ser avaliadas em tempo onstante, a estimativa anterior podeser obtida em tempo �(t0) = �� tq�. Na verdade, dois proessadores devem realizar o �alulopara determinado subproblema, ada um resolvendo uma somat�oria. A totaliza�~ao �nal ser�aexpliada a seguir. 2Pelos lemas anteriores, ada proessador pode realizar �alulos sobre 4q subproblemas emtempo �(qt0) = �(t). Todos os �(q2) dados gerados podem ser enviados em uma rodadade omunia�~ao para um proessador, digamos PS1, que realiza as totaliza�~oes de estimativasde tempo e espa�o para todos os proessadores. Este proessador deve ent~ao distribuir ossubproblemas para os proessadores.3.4.5 Esalonamento dos Subproblemas aos ProessadoresPara estudar o esalonamento, vamos primeiro veri�ar alguns fatos sobre o tempo e o espa�oneess�arios para os subproblemas.A soma dos tempos de todos os subproblemas �e essenialmente igual ao tempo de proessa-mento do Algoritmo 3.2, que pelo Teorema 3.3 �e �(kt + t2). Pelo Lema A.4, desenvolvido noApêndie A, temos que a raz~ao entre o maior tempo de exeu�~ao poss��vel para um subproblemae o tempo total de todos os subproblemas �e inferior a 12q . Quanto ao espa�o, hegamos a on-lus~oes semelhantes: o espa�o total usado pelos subproblemas �e essenialmente igual ao espa�oneess�ario para o algoritmo seq�uenial e, pelo Lema A.5 a raz~ao entre o maior espa�o neess�arioposs��vel para um subproblema e o espa�o total usado por todos os subproblemas �e inferior a 56q .As demonstra�~oes dos dois lemas menionados anteriormente foram oloadas em um apên-die por serem muito extensas, podendo prejudiar a ontinuidade deste texto. �E importanteressaltar que na demonstra�~ao destes lemas foram onsideradas apenas as partes �uteis das ma-trizes AL0U , AL0S e AL0I .O problema do esalonamento pode ser desrito nos seguintes termos: dado um onjunto desubproblemas, para os quais se possui uma estimativa de tempo e espa�o neess�arios, distribu��-losentre 2q proessadores de tal forma que a mem�oria utilizada por um proessador esteja dentrode um limite M e o tempo de exeu�~ao paralelo seja m��nimo.Como o problema \b�asio" de esalonamento (que n~ao onsidera limita�~oes de mem�ora) �e NP-dif��il, enontrar a solu�~ao �otima para o problema desrito aima deve ser ustoso. Temos a nossofavor o fato de que h�a no m�aximo 4q2 subproblemas para esalonar e onsideramos q pequeno,mas ainda assim o uso de uma solu�~ao exponenial para o esalonamento ser�a problem�atio porimpor uma limita�~ao adiional ao n�umero de proessadores que podem ser usados.Na implementa�~ao real do algoritmo desrito neste ap��tulo podemos usar uma s�erie dem�etodos distintos para realizar o esalonamento, talvez permitindo que o m�etodo a ser usadoseja esolhido de aordo om as arater��stias do problema. Neste texto, estamos interessadosem demonstrar que o esalonamento pode ser realizado de maneira aproximada, desde que oespa�o e o tempo totais para um proessador sejam O( t2q ). Tamb�em avaliaremos o quanto asolu�~ao aproximada difere da solu�~ao �otima.



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 52Nas demonstra�~oes dos lemas A.4 e A.5 determinamos as seguintes estimativas para o totaldos ustos temporais e espaiais: E(t; k) = 2tk � k2 (3.1)T (t; k) = 2t2 + 2tk (3.2)Estudando estas estimativas om 1 � k � t temos:E(t; k)T (t; k) � 0; 268 (3.3)Para ada subproblema alularemos um usto igual �a soma dos ustos temporal e espaial:CSubi0;j0 = TSubi0;j0 + ESubi0;j0. Dado um erto esalonamento, o usto do esalonamento �e omaior usto total assoiado a um proessador por este esalonamento. A soma dos ustos detodos os subproblemas �e obtido de 3.1 e 3.2:C(t; k) = 2t2 + 4tk � k2 (3.4)O problema de esalonamento que deve ser resolvido passa a ser: dado um onjunto desubproblemas para os quais se possui uma estimativa de usto, ahar um esalonamento de ustom��nimo destes subproblemas entre 2q proessadores. Temos ent~ao um problema de esalonamentol�assio, para o qual h�a m�etodos de aproxima�~ao bem onheidos.O resultado a seguir d�a um limite para o usto da solu�~ao �otima.Lema 3.9 Copt(t; k), o maior usto poss��vel para um esalonamento �otimo, �e tal queCopt(t; k) � 2; 141 � C(t; k)2q :Prova. Os lemas A.5 e A.4 indiam que o maior usto poss��vel para um subproblema �eCSubmax(t; k) = 5E(t;k)6q + T (t;k)2q . Por 3.3 obtemosCSubmax(t; k) � � 5 � 0; 2686q � 1; 268 + 12q � 1; 268�C(t; k) � 1; 141 � C(t; k)2q :Em um esalonamento �otimo, a diferen�a entre o total dos ustos assoiados a dois proessadoresdistintos n~ao pode superar CSubmax, aso ontr�ario um esalonamento melhor poderia ser obtidopela transferênia de um subproblema de um proessador para outro. Assim temosCopt(t; k) � C(t; k)2q + CSubmax(t; k) = 2; 141 � C(t; k)2q : 2Com isto hegamos ao lema entral desta se�~ao:



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 53Lema 3.10 Os 4q2 subproblemas podem ser aloados aos 2q proessadores de tal modo queo maior usto poss��vel assoiado a um proessador �e 2;855�C(t;k)2q = O( t2+ktq ). O tempo paradetermina�~ao deste esalonamento �e �(q2 log q).Prova. A seguinte heur��stia proposta por Graham [20, 24℄ enontra uma aproxima�~ao parao problema do esalonamento om usto inferior a 4Copt(t;k)3 : os subproblemas s~ao aloados uma um, em ordem n~ao resente de usto, ao proessador que est�a om a menor arga at�e omomento. Este �e um resultado l�assio uja demonstra�~ao ser�a omitida. Esta heur��stia podeser apliada em tempo �(q2 log q), determinado pela ordena�~ao dos subproblemas.O maior usto poss��vel assoiado a um proessador �e dado diretamente pelo fator 43 apliadoao resultado do Lema 3.9. 2Considerando apenas o tempo de exeu�~ao, o esalonamento aima garante que o tempo deexeu�~ao paralelo para os subproblemas, que �e o tempo de exeu�~ao do proessador que terminapor �ultimo, �e limitado da seguinte maneira:TParalelo � CustoMax � C(k; t)2q � 2; 855Pela Equa�~ao 3.3 temosTParalelo � E(k; t) + T (k; t)2q � 2; 855 � 1; 268 � T (k; t)2q � 2; 855 � T (k; t)2q � 3; 621 : (3.5)Este fator de aproxima�~ao n~ao �e bom, embora seja su�iente para a demonstra�~ao dos resul-tados te�orios deste ap��tulo.Este fator pode ser melhorado de v�arias formas, sendo que a mais �obvia �e aumentar on�umero de subproblemas a serem resolvidos. Isto ausa um impato negativo em outras etapasdo algoritmo, prinipalmente na determina�~ao dos limites dos subproblemas e na quantidade dedados a serem enviados em ada rodada de omunia�~ao. Os benef��ios desta mudan�a podemser pequenos, pois o fator de aproxima�~ao representa um pior aso poss��vel, mas improv�avel.Para �ns de aplia�~ao pr�atia, o n�umero de subproblemas pode ser ajustado de maneira emp��riapara determinado ambiente de exeu�~ao.3.4.6 Distribui�~ao e Resolu�~ao dos SubproblemasAp�os determinado o esalonamento, o proessador PS1 usa uma rodada de omunia�~ao paradistribuir os q2 dados sobre o esalonamento para os q proessadores. Isto pode ser feito emuma rodada de omunia�~ao de O(q3) dados. Usando mais rodadas de omunia�~ao, om bro-adasts pariais, podemos reduzir a quantidade de dados enviados por rodada. Por exemplo,om duas rodadas baixamos a quantidade de dados transmitida por proessador para O(q5=2).Por simpliidade, vamos onsiderar um �unio broadast.Tendo reebido os dados sobre o esalonamento, ada proessador pode enviar seus dadospara os proessadores que ir~ao us�a-los. Esta etapa de omunia�~ao �e omplexa devido �a irregula-ridade das regi~oes de AL0S e AL0I neess�arias, omo mostrado na Figura 3.4. Os dados enviados



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 54devem ser onvenientemente rotulados para que os proessadores que os reebem possam remon-tar as partes a serem usadas de maneira onveniente. Apesar disto, a distribui�~ao pode ser feitaem uma �unia rodada de omunia�~ao em que ada proessador reebe/envia O � t2+ktq � dados.De posse dos dados neess�arios, ada proessador resolve loalmente seus subproblemas emtempo O � t2+ktq �. Uma �ultima etapa de omunia�~ao �e neess�aria para que os dados de ALUsejam distribu��dos de maneira adequada para a pr�oxima etapa de uni~ao de GDAGs. Cadaproessador reebe/envia O � t2q � dados. Deve-se lembrar que ALU inlui partes origin�arias deALS e ALI que n~ao foram envolvidas no proesso de uni~ao.3.4.7 Resumo e An�alise do Proesso Paralelo de Uni~ao de GDAGsTemos ent~ao as seguintes etapas no proesso de uni~ao de dois GDAGs:1. Determina�~ao dos subproblemas. Como j�a visto na Se�~ao 3.4.3, isto pode ser feito emtempo O �k log tq + qt�, espa�o O � t2q � e três rodadas de omunia�~ao em que O(qt) da-dos s~ao transmitidos ou reebidos por ada proessador. A primeira rodada serve paradistribui�~ao dos dados neess�arios para o �alulo de ertos aminhos no GDAG, enquantoque a segunda rodada distribui os valores destes aminhos entre os proessadores para queos melhores sejam enontrados. Uma tereira rodada faz um broadast das informa�~oesobtidas nesta etapa para todos os proessadores.2. Avalia�~ao dos ustos dos subproblemas. Como expliado na Se�~ao 3.4.4, esta avalia�~aopode ser realizada em paralelo em tempo O(t). Uma rodada de omunia�~ao �e neess�ariapara entralizar as informa�~oes de ustos (O(q2) dados) em um proessador. Na verdade,esta rodada pode ser inorporada na tereira rodada do item anterior.3. Esalonamento dos subproblemas. Como visto na Se�~ao 3.4.5, o esalonamento pode serdeterminado em tempo O(q2 log q). Um broadast de tamanho total O(q3) sobre o esalo-namento �e feito para todos os proessadores.4. Distribui�~ao e resolu�~ao dos subproblemas. Como visto na Se�~ao 3.4.6, isto envolve duas ro-dadas de omunia�~ao de tamanho O � t2+ktq � por proessador e tempo/espa�o de exeu�~aoO � t2+ktq �.Em resumo, lembrando que estamos onsiderando a uni~ao de dois GDAGs de dimens~ao l�ke que t = l + k � 1, temos o seguinte teorema:Teorema 3.11 Se um GDAG de dimens~ao (2l � 1) � k (ou l � (2k � 1) ) tem duas metadesde dimens~ao l � k, e a matriz AL de ada metade est�a distribu��da num onjunto distinto de qproessadores, ent~ao �e poss��vel alular a matriz AL do GDAG om os 2q proessadores usandoseis rodadas de omunia�~ao de O � (l+k)2q + q3 + q(l + k)� dados por proessador e tempo/espa�oO � (l+k)2q � por proessador.



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 553.4.8 An�alise do Algoritmo CGM para o ATSVoltamos ent~ao para o problema iniial: resolver o ATS para duas adeias A e B, de omprimen-tos respetivamente na e nb. O algoritmo lida om as adeias de maneira indistinta, enontrandotanto os alinhamentos de A om subadeias de B quanto os de B om subadeias de A, por issoiremos supor, sem perda de generalidade, que nb � na.Como j�a menionado na Se�~ao 3.2, o algoritmo paralelo para o ATS envolve uma etapa iniialem que ada proessador alula a matriz AL para um GDAG, seguida de log p etapas em quepares de GDAGs s~ao unidos em paralelo. Para estas etapas temos o seguinte lema.Lema 3.12 Sendo p < pna, o tempo e o espa�o neess�arios para realiza�~ao de uma etapa deuni~ao de GDAGs s~ao O �n2bp �. Cada etapa requer um n�umero onstante de rodadas de omu-nia�~ao em que ada proessador reebe/envia O �n2bp � dados.Prova. O n�umero de proessadores que ompartilham a matriz AL de um GDAG no ��niiode uma etapa, q, dobra a ada etapa. As dimens~oes dos GDAGs dobram a ada duas etapasde uni~ao. No in��io da primeira etapa temos q = 1 e GDAGs de dimens~ao napp � nbpp . NoTeorema 3.11 a omplexidade do proesso de uni~ao paralela �e dada em fun�~ao da soma dasdimens~oes dos GDAGs, (l + k). Podemos onluir que esta soma no in��io de ada etapa valeO �nbpqpp �.Supondo que p < pna teremos q < pl + k em ada etapa e assim podemos simpli�ar oresultado do Teorema 3.11, indiando que o tempo, o espa�o e a quantidade de dados envia-dos/reebidos por ada proessador em ada rodada de omunia�~ao s~ao todos O � (l+k)2q � =O �n2bp �. 2Finalmente hegamos ao prinipal resultado deste ap��tulo:Teorema 3.13 O problema ATS para adeias de omprimento na e nb pode ser resolvido porp proessadores no modelo CGM em espa�o O �n2bp �, tempo O �n2bp log na� e O(log p) rodadas deomunia�~ao, sendo p2 < na � nb.Prova. Na etapa iniial, ada proessador lida om um GDAG de dimens~oes napp� nbpp , alulandoa matriz AL deste GDAG em tempo O �nanbp log napp�, segundo o Teorema 3.5.A seguir temos as log p etapas de uni~ao paralela de GDAGs, que segundo o Lema 3.12levar~ao ao todo tempo O �n2bp log p� = O �n2bp logna�. As demais a�rma�~oes deste teorema foramdemonstradas ao longo desta se�~ao. 2



CAP�ITULO 3. PROBLEMA DO ALINHAMENTO DE TODAS AS SUBCADEIAS 563.5 Coment�ariosO proedimento de esalonamento dinâmio dos subproblemas para os proessadores �e pouousual e envolve detalhes de implementa�~ao que preisam ser onsiderados om autela. Umdestes detalhes �e a avalia�~ao dos ustos dos subproblemas, que preisa ser feita om algumapreis~ao para que a distribui�~ao de arga de trabalho seja equilibrada.Naturalmente, o tempo de exeu�~ao de qualquer algoritmo em uma m�aquina real n~ao podeser previsto om preis~ao absoluta, mas uma estimativa razo�avel pode ser obtida atrav�es douso de um modelo adequado. Para garantir os resultados presentes nesta tese, uma estimativarazo�avel �e su�iente.Por simpliidade, o tempo de exeu�~ao de ada subproblema foi alulado om base nadura�~ao de ada varredura exeutada, e esta dura�~ao foi estimada omo sendo proporional aon�umero de aessos feitos �as matrizes AL. Uma estimativa mais preisa seria dependente dosistema em que o programa fosse exeutado, podendo ser feita om base em alguns resultadosemp��rios. As fun�~oes vd e vo (De�ni�~ao 3.3, p�agina 41) teriam que ser modi�adas om basenestes resultados. No entanto, as seguintes arater��stias de vd e vo devem se manter:� Dados os argumentos n, t e k, os valores de vd(n; t; k) e vo(n; t; k) devem ser alul�aveisem tempo O(1).� A distribui�~ao feita om base nestas estimativas deve ser boa o su�iente para garantir queo proedimento paralelo de uni~ao de GDAGs apresente aelera�~ao linear.Isto pode ser onseguido om uma pequena varia�~ao nas onsidera�~oes sobre o tempo deexeu�~ao de ada varredura: dados r (n�umero de trehos a serem onsiderados na varredura) ek (n�umero de v�erties de meioU ), o tempo de uma varredura �e proporional a k + �r + �, paravalores de � e � a serem determinados empiriamente (ou analitiamente, usando um modeloadequado na an�alise do Algoritmo 3.1). Neste ap��tulo, onsideramos � = 1 e � = 0. Mudando ovalor de � e � ter��amos uma mudan�a no fator de aproxima�~ao (3,621 segundo a equa�~ao 3.5, nap�agina 53), mas a aelera�~ao obtida ainda seria linear. Os �alulos desenvolvidos no Cap��tulo 3e no Apêndie podem ser adaptados sem problemas.



Cap��tulo 4Problema da Maior Subseq�uêniaComumNeste ap��tulo, abordaremos o problema da Maior Subseq�uênia Comum, mais onheido peloseu nome em inglês, Longest Common Subsequene, de onde tiramos a sigla LCS (ver De-�ni�~ao 1.2). Parte dos resultados aqui presentes est~ao em artigo aeito para publia�~ao em anaisdo 17th International Parallel and Distributed Proessing Symposium (IEEE-IPDPS 2003) [5℄.O prinipal resultado deste ap��tulo �e a apresenta�~ao de um algoritmo que resolve o LCSom aelera�~ao linear e O(log p) rodadas de omunia�~ao. O n�umero inferior de rodadas deomunia�~ao �e a prinipal vantagem deste algoritmo sobre os que podem ser desenvolvidos ombase nas id�eias do Cap��tulo 2.Na verdade, o algoritmo resolve o problema ALCS (De�ni�~ao 1.4, p�agina 8), mais geral,apresentando o omprimento das maiores subseq�uênias omuns entre A e todas as subadeias deB. Este resultado �e semelhante ao que �e obtido atrav�es do algoritmo apresentado no Cap��tulo 3para o problema ATS. Os usos para estes resultados expandidos s~ao os j�a apresentados naSe�~ao 1.3.1.Novamente, iremos nos onentrar primeiramente na determina�~ao dos omprimentos dasmaiores subseq�uênias omuns. Mais exatamente, onsiderando o GDAG do problema ALCSqueremos enontrar os pesos totais dos melhores aminhos para todos os pares de v�erties emque o primeiro est�a na linha superior do GDAG e o segundo na linha inferior. A solu�~ao paraeste problema pode ser esrita em uma matriz, omo foi feito no Cap��tulo 3 para o problemaATS.Uma vez exposto o algoritmo que determina os omprimentos das maiores subseq�uêniasomuns, veremos que as estruturas remanesentes da exeu�~ao do algoritmo permitem a reu-pera�~ao e�iente da maior subseq�uênia omum entre A e B.Apesar da semelhan�a entre este problema e o ATS, �e poss��vel resolvê-lo seq�uenialmente emtempo O(nanb), melhor do que o tempo para o ATS por um fator logar��tmio. Assim, apesarde o problema ALCS ser mais omplexo do que o LCS, o tempo para sua solu�~ao �e equivalente57



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 58ao do LCS a menos de uma onstante multipliativa. O mesmo n~ao aontee om o problemaATS e sua vers~ao mais simples de alinhamento de adeias. Estas informa�~oes se enontramsumarizadas na Tabela 1.1 (p�agina 8).H�a duas raz~oes para nos onentrarmos no problema ALCS e n~ao no LCS b�asio. Em primeirolugar, temos mais informa�~oes omo resultado, sem grande preju��zo no tempo de exeu�~ao. Emsegundo lugar, o ALCS �e mais adequado do que o LCS para uma paraleliza�~ao do tipo Divis~ao-e-Conquista.O GDAG do problema ALCS �e mais simples do que o GDAG do problema ATS. Em par-tiular, o primeiro s�o apresenta aros de peso 0 ou 1. Esta diferen�a permite o surgimento depropriedades interessantes que ser~ao omentadas na pr�oxima se�~ao. A partir destas propriedadespode-se desenvolver um algoritmo seq�uenial para o ALCS, apresentado na Se�~ao 4.2. Segue-seuma desri�~ao do algoritmo paralelo CGM, o prinipal resultado deste ap��tulo.O algoritmo aqui exposto apresenta aelera�~ao linear om rela�~ao ao tempo de pior asodos algoritmos de uso orrente. �E o primeiro algoritmo, pelo nosso onheimento, que resolve oproblema LCS om aelera�~ao linear e apenas O(log p) rodadas de omunia�~ao no modelo CGM.Cada rodada de omunia�~ao envolve o envio/reebimento de pouo mais do que O(na + nb)dados por proessador. O espa�o utilizado �e tamb�em reduzido, gra�as a uma estrutura de dadosin�edita espeialmente desenvolvida para o problema, exposta na Se�~ao 4.3.4.1 Propriedades do Problema ALCSConsideremos o GDAG G orrespondente ao LCS para duas adeias A e B de omprimento nae nb, respetivamente. Este GDAG possui na + 1 linhas e nb + 1 olunas de v�erties. Todosos aros vertiais e horizontais tem peso 0. Numerando as linhas e olunas a partir de 0 (verFigura 4.1), o aro entre o v�ertie na posi�~ao (i� 1; j � 1) e o v�ertie na posi�~ao (i; j) tem peso1 se ai = bj. Se ai 6= bj, este aro tem peso 0, podendo ser desprezadoOs v�erties da linha superior (topo) de G ser~ao denotados por TG(i), e os da linha inferior(fundo) de G por FG(i), 0 � i � nb. Temos ent~ao a seguinte de�ni�~ao:De�ni�~ao 4.1 (CG(i; j)) Para 0 � i � j � nb, CG(i; j) �e o peso total do maior aminho entreos v�erties TG(i) e FG(j). Caso i > j (n~ao existe aminho entre TG(i) e FG(j)), CG(i; j) = 0.CG(i; j) representa o omprimento da maior subseq�uênia omum entre A e a subadeiaBji+1. Quando i = j, a subadeia n~ao existe e o �unio aminho entre TG(i) e FG(j) tem peso0 (�e formado apenas por aros vertiais). Quando i > j, Bji+1 tamb�em n~ao existe e adota-seCG(i; j) = 0.A seguir s~ao mostradas algumas propriedades dos valores de CG(i; j).Propriedades 4.1
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xy(0; 0) y x x y z x y z x y x z x

(8; 13)Figura 4.1: GDAG para o problema ALCS. As adeias omparadas s~ao A = yxxyzyzx e B =yxxyzxyzxyxzx. Os aros grossos nas diagonais têm peso 1, os demais têm peso 0.1. Para todo i (0 � i � nb) e todo j (1 � j � nb) temos CG(i; j) = CG(i; j � 1) ouCG(i; j) = CG(i; j � 1) + 1.2. Para todo i (1 � i � nb) e todo j (0 � j � nb) temos CG(i � 1; j) = CG(i; j) ouCG(i� 1; j) = CG(i; j) + 1.3. Para todo i e todo j (1 � i < j � nb) temos que se CG(i � 1; j) = CG(i � 1; j � 1) + 1ent~ao CG(i; j) = CG(i; j � 1) + 1.Prova. Demonstraremos a propriedade 4.1(1). A demonstra�~ao de 4.1(2) �e an�aloga.Naturalmente, CG(i; j) e CG(i; j � 1) s~ao inteiros. Quando i � j temos CG(i; j) = CG(i; j �1) = 0. Para o aso i < j, analisando os aminhos no GDAG a partir do v�ertie TG(i) �a laroque CG(i; j) � CG(i; j � 1), pois o melhor aminho at�e FG(j � 1) pode ser estendido at�e FG(j)por um aro horizontal de peso 0. Por outro lado, omo todos os aros de peso 1 s~ao diagonais,�a laro que CG(i; j)�CG(i; j�1) � 1 pois um aminho de TG(i) at�e FG(j�1) pode ser riadoa partir do melhor aminho at�e FG(j), eliminando-se os v�erties na oluna j e ompletando-se oaminho om aros vertiais at�e FG(j � 1). No m�aximo uma diagonal �e eliminada no proesso.Para demonstrar 4.1(3), suponhamos que CG(i� 1; j) = CG(i� 1; j � 1) + 1 para um ertopar (i; j), 1 � i < j � nb. Seja C1 o aminho entre TG(i�1) e FG(j) de peso CG(i�1; j) tomadode tal forma que n~ao h�a outro aminho de mesmo peso passando por v�erties �a esquerda dosv�erties de C1. Seja C2 um aminho entre TG(i) e FG(j � 1) de peso total CG(i; j � 1), tomadode maneira semelhante �a de C1. �E f�ail provar que estes aminhos devem ter um �unio trehoem omum om pelo menos um v�ertie. Sejam C1a e C1b os trehos de C1 n~ao ompartilhadosom C2, sendo C1a o treho iniiado em TG(i� 1) e C1b o treho terminado em FG(j). Sejam
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C1a C2a

C2b C1bC
i� 1 i

j � 1 j

TG

FGFigura 4.2: Demonstra�~ao da Propriedade 4.1(3).C2a e C2b trehos de C2 de�nidos de forma semelhante. O treho omum ser�a hamado C. Estanomenlatura est�a representada na Figura 4.2.Naturalmente, o peso de C1b deve ser igual ao peso de C2b aresido de 1, do ontr�arioter��amos um aminho entre TG(i� 1) e FG(j � 1) (formado por C1a, C e C2b) de mesmo pesoque C1, o que ontradiz a hip�otese original. Assim, o aminho formado por C2a, C e C1b ter�apeso igual ao de C2 aresido de 1, o que implia CG(i; j) > CG(i; j � 1). De 4.1(1) onlu��mosque CG(i; j) = CG(i; j � 1) + 1.Deve-se notar que esta demonstra�~ao depende da existênia dos aminhos indiados, que �egarantida pelas desigualdades 1 � i < j � nb. 2A Propriedade 4.1(3) �e uma varia�~ao das propriedades de Monge. Em [40℄ este tipo depropriedade �e extensamente usada para a resolu�~ao do problema ATS, em partiular para asosque se assemelham ao ALCS. Estes resultados ser~ao omentados mais �a frente, na exposi�~ao doalgoritmo seq�uenial para o ALCS.A Propriedade 4.1(1) �e importante por indiar que, para um dado i �xo, os valores CG(i; 0),CG(i; 1), CG(i; 2), . . .CG(i; nb) formam uma seq�uênia n~ao deresente que pode ser dada demaneira impl��ita, indiando apenas os valores de j para os quais CG(i; j) > CG(i; j � 1).Este fato foi usado em v�arios algoritmos seq�ueniais para o LCS, omo em [8, 28, 39℄. Tamb�em�e importante para o algoritmo CREW-PRAM apresentado em [32℄, base para o algoritmo de-senvolvido neste ap��tulo e para a de�ni�~ao a seguir:De�ni�~ao 4.2 (Matriz DG) Seja G o GDAG para o problema LCS entre as adeias A e B.Para 0 � i � nb, DG(i; 0) = i e para 1 � k � na, DG(i; k) india o valor de j tal que CG(i; j) = ke CG(i; j � 1) = k � 1. Se n~ao houver tal valor ent~ao DG(i; k) =1.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 61Impl��ito nesta de�ni�~ao est�a o fato de que C(i; j) � na. De�nimos DG(i; 0) = i e n~ao 0porque isto simpli�a a exposi�~ao do algoritmo paralelo, omo �ar�a laro mais �a frente. Noteque, por onveniênia de nota�~ao, DG �e uma matriz om��ndies iniiados em 0. Denotaremos DiGa linha de ��ndie i de DG, ou seja, o vetor linha formado por DG(i; 0), DG(i; 1), . . . , DG(i; na).A matriz DG �e essenial ao algoritmo CGM que ser�a apresentado, sendo a prinipal forma derepresenta�~ao usada durante a exeu�~ao do algoritmo.Como exemplo, tomemos o GDAG da Figura 4.1. Os valores de CG(i; j) e DG(i; k) s~aomostrados nas tabelas 4.1 e 4.2 (p�agina 62).Atrav�es dos valores deDG(i; k) pode-se obter os valores de CG(i; k). Al�em disso, os resultadosa seguir [31, 32℄ indiam que a informa�~ao ontida nos valores de DG(i; k) pode ser representadaem espa�o O(na + nb), ao inv�es do espa�o O(nanb) neess�ario para a representa�~ao direta.Propriedades 4.21. Se k1 < k2 e DG(i; k1) 6=1 ent~ao DG(i; k1) < DG(i; k2).2. Se i1 < i2 ent~ao DG(i1; k) � DG(i2; k).3. Se DG(i1; k1) = j1 e j1 6=1 ent~ao para todo i, i1 � i � j1 existe um k tal que DG(i; k) =j1. Em outras palavras, se o omponente j1 aparee na linha DiG ent~ao ele ir�a apareer emtodas as linhas at�e a linha Dj1G .4. Se DG(i1; k1) = DG(i2; k2) = j1 ent~ao para todo i, i1 � i � i2 existe um k tal queDG(i; k) = j1. Em outras palavras, se o omponente j1 aparee nas linhas Di1G e Di2G ent~aoele ir�a apareer em todas as linhas entre Di1G e Di2G .Prova. Se k1 < k2 e j1 = DG(i; k1) 6= 1, CG(i; j1) = k1. CG(i; j) n~ao derese om j, logo seexistir j tal que CG(i; j) = k2 ent~ao j > j1. Se n~ao existir tal valor ent~ao DG(i; k2) = 1. Emqualquer um dos dois asos teremos DG(i; k1) < DG(i; k2), o que demonstra (1).Se i1 < i2, pela Propriedade 4.1(2) CG(i2; j) � CG(i1; j) para todo j. Se DG(i1; k) >DG(i2; k) 6=1 para algum k, ent~ao para j = DG(i2; k) ter��amos CG(i2; j) = k > CG(i1; j), umaontradi�~ao. Isto demonstra (2).A demonstra�~ao de (3) �e feita om indu�~ao sobre i. Suponhamos que para um erto valorde i (i1 � i < j1 6= 1) temos DG(i; k) = j1 para algum valor de k (n~ao importa qual). Istosigni�a que CG(i; j1) = k = CG(i; j1�1)+1. Pela Propriedade 4.1(3) temos que CG(i+1; j1) =CG(i+1; j1� 1)+1, ou seja, existe algum k tal que DG(i+1; k) = j1. Este passo indutivo podeser usado enquanto a ondi�~ao para a Propriedade 4.1(3) (i + 1 < j1) �e garantida. Assim, j1aparee em todas as linhas de Di1G at�e Dj1�1G . A presen�a de j1 em Dj1G deorre da De�ni�~ao 4.2.A demonstra�~ao de (4) �e imediata a partir de (3), uma vez que DG(i; k) s�o pode ser j1 sei � j1. 2As propriedades 4.2(2) e 4.2(3) s~ao usadas para reduzir o espa�o neess�ario para repre-senta�~ao de DG, pois indiam que duas linhas onseutivas de DG s~ao muito semelhantes. Maisexatamente, podemos determinar as seguintes propriedades:



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 62j0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13CG(0; j) 0 1 2 3 4 5 6 6 7 8 8 8 8 8CG(1; j) 0 0 1 2 3 4 5 5 6 7 7 7 7 7CG(2; j) 0 0 0 1 2 3 4 4 5 6 6 6 6 7CG(3; j) 0 0 0 0 1 2 3 3 4 5 5 6 6 7CG(4; j) 0 0 0 0 0 1 2 2 3 4 4 5 5 6CG(5; j) 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 4 5 5 6CG(6; j) 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 3 4 4 5CG(7; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 2 3 3 4CG(8; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 3 4CG(9; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4CG(10; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3CG(11; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2CG(12; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1CG(13; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0Tabela 4.1: CG referente ao GDAG da Figura 4.1.k0 1 2 3 4 5 6 7 8DG(0; k) 0 1 2 3 4 5 6 8 9DG(1; k) 1 2 3 4 5 6 8 9 1DG(2; k) 2 3 4 5 6 8 9 13 1DG(3; k) 3 4 5 6 8 9 11 13 1DG(4; k) 4 5 6 8 9 11 13 1 1DG(5; k) 5 6 7 8 9 11 13 1 1DG(6; k) 6 7 8 9 11 13 1 1 1DG(7; k) 7 8 9 11 13 1 1 1 1DG(8; k) 8 9 10 11 13 1 1 1 1DG(9; k) 9 10 11 12 13 1 1 1 1DG(10; k) 10 11 12 13 1 1 1 1 1DG(11; k) 11 12 13 1 1 1 1 1 1DG(12; k) 12 13 1 1 1 1 1 1 1DG(13; k) 13 1 1 1 1 1 1 1 1Tabela 4.2: DG referente ao GDAG da Figura 4.1.k1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13VG(k) 1 13 11 1 7 1 1 10 12 1 1 1 1Tabela 4.3: VG referente ao GDAG da Figura 4.1. Complementa D0G (primeira linha da Ta-bela 4.2) na representa�~ao de uma solu�~ao para o ALCS.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 63Propriedades 4.3 Para 0 � i < nb,1. Existe um �unio omponente �nito de DiG que n~ao aparee em Di+1G , que �e DG(i; 0) = i.2. Existe no m�aximo um omponente �nito de Di+1G que n~ao aparee em DiG.Prova. A a�rma�~ao (1) deorre diretamente da Propriedade 4.2(3). Se j1 aparee na linha DiGent~ao ele ir�a apareer em todas as linhas seguintes, at�e a linha j1. Como DG(i; 0) = i, esta �e a�ultima linha em que i aparee. Todos os demais omponentes de DiG s~ao maiores do que i (pelaPropriedade 4.2(1)) e ir~ao apareer em Di+1G .Pela Propriedade 4.2(2) temos que o n�umero de omponentes �nitos de Di+1G n~ao podeser maior do que o de DiG. Pelo que foi exposto anteriormente, sabemos que h�a um �unioomponente �nito de DiG que n~ao aparee em Di+1G , portanto Di+1G pode onter no m�aximo um\novo" omponente. 2A Propriedades 4.3(1) e 4.3(2) indiam que podemos transformar uma linha de DG emsua linha seguinte atrav�es da remo�~ao de um omponente (o primeiro) e inser�~ao de um novoomponente (�nito ou n~ao). Dizemos ent~ao que duas linhas onseutivas de DG s~ao 1-variantes.Se tomarmos r + 1 linhas onseutivas teremos que elas s~ao r-variantes, pois de qualquer umadestas linhas podemos obter a outra atrav�es da remo�~ao e inser�~ao de no m�aximo r omponentes.Isto sugere uma representa�~ao em espa�o O(na+nb) para DG. Esta representa�~ao �e ompostapor D0G (a primeira linha de DG), que oupa espa�o O(na), e pelo vetor VG, de tamanho O(nb),desrito a seguir:De�ni�~ao 4.3 (Vetor VG) Para 1 � i � nb, VG(i) �e o valor do omponente �nito que est�apresente na linha DiG mas n~ao na linha Di�1G . Se n~ao houver tal omponente �nito, VG(i) =1.A Tabela 4.3 (p�agina 62) mostra VG para o GDAG da Figura 4.1. �E interessante ompararas três representa�~oes j�a omentadas: por CG (Tabela 4.1), por DG (Tabela 4.2) e esta �ultima.A estrutura omposta por VG e D0G ser�a importante no algoritmo paralelo, pois a estrat�egiaa ser usada envolve a divis~ao do GDAG original em faixas e a resolu�~ao do ALCS em adafaixa. Estas faixas s~ao ent~ao unidas, o que requer o envio da resposta dos ALCS pariais entreos proessadores. A forma ompata das respostas pariais torna mais urtas as etapas deomunia�~ao.A seguir ser�a dado um algoritmo seq�uenial para o ALCS.4.2 Algoritmo Seq�uenial para o ALCSO algoritmo apresentado nesta se�~ao �e uma adapta�~ao de um algoritmo apresentado em [40℄para solu�~ao do problema ATS quando os ustos de edi�~ao s~ao inteiros. Esta apresenta�~ao ser�amais ompleta e mais espe���a para o problema ALCS. V�arias propriedades adiionais s~aoapresentadas, sendo que estas propriedades s~ao usadas apenas nesta se�~ao. Em outras palavras,



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 64a leitura das se�~oes posteriores pode ser feita de maneira independente da leitura desta se�~ao,desde que se onhe�a o seu resultado b�asio: para adeias de omprimento na e nb pode-seresolver o ALCS seq�uenialmente em tempo O(nanb) e espa�o O(na + nb) (ou O(nanb), se al�emdos omprimentos tamb�em quisermos obter as subseq�uênias).4.2.1 Propriedades do ALCS Usadas no Algoritmo Seq�uenialPara ada v�ertie do GDAG G do problema �e preiso determinar alguma informa�~ao sobre adistânia entre este v�ertie e ada v�ertie da linha superior de G. Para isso adotamos a seguintede�ni�~ao:De�ni�~ao 4.4 (C lG(i; j)) Para 0 � l � na, 0 � i � nb e 0 � j � nb C lG(i; j) �e o peso totaldo maior aminho entre os v�erties (0; i) e (l; j), se tal aminho existir. Caso n~ao exista umaminho (o que oorre se i > j), C lG(i; j) = 0.Esta de�ni�~ao �e uma extens~ao da De�ni�~ao 4.1 para lidar om os v�erties internos do GDAGG (note que CG(i; j) = CnaG (i; j)). Com isto podemos itar as seguintes propriedades, que lidamom v�erties vizinhos em G:Propriedades 4.4 Para todo l (0 � l � na) temos:1. Para todo i (0 � i � nb) e todo j (1 � j � nb) temos C lG(i; j) = C lG(i; j � 1) ouC lG(i; j) = C lG(i; j � 1) + 1.2. Para todo i e todo j (0 < i < j � nb) temos que se C lG(i � 1; j) = C lG(i � 1; j � 1) + 1ent~ao C lG(i; j) = C lG(i; j � 1) + 1.A demonstra�~ao destas propriedades �e omitida, por ser idêntia �a j�a apresentada para aPropriedade 4.1. A inlus~ao de l nestas propriedades n~ao altera a natureza delas.As Propriedades 4.4 se referem �as diferen�as de distânias para dois v�erties internos de Gque s~ao vizinhos em uma mesma linha. As propriedades abaixo se referem �as diferen�as paradois v�erties internos vizinhos em uma mesma oluna.Propriedades 4.5 Para todo l (1 � l � na) temos:1. Para todo i (0 � i � nb) e todo j (0 � j � nb) temos C lG(i; j) = C l�1G (i; j) ou C lG(i; j) =C l�1G (i; j) + 1.2. Para todo i e todo j (0 < i � j � nb) temos que se C lG(i � 1; j) = C l�1G (i � 1; j) ent~aoC lG(i; j) = C l�1G (i; j).As demonstra�~oes das propriedades anteriores s~ao semelhantes �as j�a apresentadas para aPropriedade 4.1, sendo assim omitidas.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 65Uma onseq�uênia das Propriedades 4.4 e 4.5 �e que �e poss��vel odi�ar varia�~oes nos ami-nhos para os v�erties internos do GDAG de maneira e�iente. Se tomarmos um v�ertie na linhasuperior do GDAG, digamos TG(i), e a partir dele tra�armos os maiores aminhos poss��veis paradois v�erties vizinhos numa mesma linha, (l; j � 1) e (l; j), estes aminhos ter~ao o mesmo pesose i estiver abaixo de um erto limite. Para valores de i iguais ou superiores a este limite, o pesodo aminho at�e (l; j) ser�a superior (por 1) ao do aminho at�e (l; j � 1). O valor deste limitedepende de l e j e ser�a denotado por ih(l; j).De modo semelhante, os pesos dos maiores aminhos a partir de TG(i) para v�erties vizinhosnuma mesma oluna, (l�1; j) e (l; j), diferem por 1 se i estiver abaixo de um erto limite iv(l; j).No limite ou aima dele, os aminhos têm o mesmo peso.Mais formalmente, temos as seguintes de�ni�~oes:De�ni�~ao 4.5 (ih(l; j)) Para todo (l; j), 0 � l � na e 1 � j � nb, ih(l; j) �e o menor valor dei < j tal que C lG(i; j) = C lG(i; j � 1) + 1. Caso tal i n~ao exista, ih(l; j) = j.De�ni�~ao 4.6 (iv(l; j)) Para todo (l; j), 1 � l � na e 1 � j � nb, iv(l; j) �e o menor valor dei � j tal que C lG(i; j) = C l�1G (i; j).O algoritmo para o ALCS se baseia na determina�~ao dos limites ih e iv para todos os v�ertiesdo GDAG. Antes de prosseguirmos, uma observa�~ao a respeito de ih: a existênia deste limite j�afoi esbo�ada na Propriedade 4.2(3). O primeiro valor de i que faz om que exista um k tal queDG(i; k) = j �e ih(na; j). Para valores de i aima deste limite, j ontinua apareendo em DiG, oque signi�a que h�a uma diferen�a nos maiores aminhos de TG(i) para (na; j � 1) e (na; j).Al�em de ih e iv , para ada v�ertie preisaremos determinar mais dois limites, i1 e i2, expli-ados a seguir. Dado um v�ertie (l; j), sendo 0 < l � na e 0 < j � nb, os melhores aminhos dotopo do GDAG at�e ele devem ter omo pen�ultimo v�ertie (l; j � 1), (l � 1; j � 1) ou (l � 1; j).Prourando sempre os aminhos mais �a esquerda, veremos que eles obedeem �a seguinte propri-edade:Propriedade 4.6 Para todo (l; j), 1 � l � na e 0 < j � nb, existem valores i1 e i2 tais que omelhor aminho (mais �a esquerda) de TG(i) para (l; j) tem omo pen�ultimo v�ertie:� (l; j � 1) se 0 � i < i1,� (l � 1; j � 1) se i1 � i < i2,� (l � 1; j) se i2 � i < j.A Figura 4.3 ilustra a Propriedade 4.6.Esta propriedade �e uma variante da Propriedade 3.1. A demonstra�~ao �e muito semelhante,baseando-se tamb�em na impossibilidade de haver ruzamentos entre os melhores aminhos quepartem de dois v�erties distintos de TG(i). Os detalhes ser~ao omitidos.
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j � 1 j ll � 1

0 i1 i2 j

Figura 4.3: Pen�ultimo v�ertie de ada aminho em um GDAG. A partir do topo de um GDAG,os aminhos que hegam em um v�ertie interior passam pelos v�erties adjaentes omo ilustrado.4.2.2 Desri�~ao e An�alise do Algoritmo Seq�uenialA determina�~ao dos quatro limites itados (ih, iv , i1 e i2) �e feita v�ertie a v�ertie, varrendo oGDAG em linhas (ou em olunas). Para alular os limites de um v�ertie (l; j) �e neess�arioonheer apenas ih(l� 1; j) e iv(l; j� 1), pois estes valores indiam diferen�as entre os aminhospara os v�erties adjaentes e anteriores a (l; j) (vamos ham�a-los de v�erties andidatos). Doisasos distintos devem ser onsiderados separadamente:Caso 1 Se al 6= bj, ou seja, o aro entre (l � 1; j � 1) e (l; j) tiver peso 0, este aro pode serignorado e o pen�ultimo v�ertie de qualquer aminho at�e (l; j) n~ao pode ser (l � 1; j � 1). Nesteaso, i1 = i2. H�a duas possibilidades a partir deste ponto:Caso 1.i iv(l; j � 1) � ih(l � 1; j): h�a três faixas de valores a onsiderar para i na esolha pelopen�ultimo v�ertie no aminho para (l; j):� para 0 � i < iv(l; j�1) o melhor aminho de TG(i) para (l; j�1) �e melhor do que o melhoraminho para os outros dois andidatos, logo o v�ertie esolhido �e (l; j � 1).� iv(l; j � 1) � i < ih(l � 1; j): os melhores aminhos de TG(i) para ada um dos trêsandidatos têm o mesmo peso, logo o v�ertie esolhido �e (l; j � 1) novamente (por estarmais �a esquerda).� ih(l � 1; j) � i � j: o melhor aminho de TG(i) para (l � 1; j) �e melhor do que o melhoraminho para os outros dois andidatos. O v�ertie esolhido �e (l � 1; j).Assim, i1 = i2 = ih(l � 1; j), ih(l; j) = ih(l � 1; j) e iv(l; j) = iv(l; j � 1).Caso 1.ii iv(l; j � 1) > ih(l � 1; j): h�a novamente três faixas de valores a onsiderar para i naesolha pelo pen�ultimo v�ertie no aminho para (l; j):� para 0 � i < ih(l � 1; j): o v�ertie esolhido �e (l; j � 1).



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 67� ih(l� 1; j) � i < iv(l; j � 1): os melhores aminhos de TG(i) para (l; j � 1) e para (l� 1; j)têm o mesmo peso (o aminho para (l� 1; j� 1) �e menor). Novamente, o v�ertie esolhido�e (l; j � 1) por estar mais �a esquerda.� iv(l; j � 1) � i � j: o v�ertie esolhido �e (l � 1; j).Temos ent~ao i1 = i2 = iv(l; j � 1), ih(l; j) = iv(l; j � 1) e iv(l; j) = ih(l � 1; j).Em resumo, no Caso 1 temos i1 = i2 = ih(l; j) = max(iv(l; j � 1); ih(l � 1; j)) e iv(l; j) =min(iv(l; j � 1); ih(l � 1; j)).Caso 2 Se al = bj , ou seja, o aro entre (l� 1; j � 1) e (l; j) tiver peso 1, temos que onsideraros três andidatos, sendo que (l� 1; j � 1) tem a \vantagem" de estar ligado a um aro de peso1. Na verdade, omo prouramos sempre pelo aminho mais �a esquerda, pratiamente nenhumaminho ir�a passar por (l� 1; j). A exe�~ao oorre quando i = j, pois n~ao h�a aminho de TG(i)para (l � 1; j � 1), o que implia i2 = j.Quando i < iv(l; j � 1) o melhor aminho de TG(i) para (l; j � 1) tem peso superior ao doaminho para (l � 1; j � 1), ompensando o peso 1 do aro entre (l � 1; j � 1) e (l; j). Assim,i1 = iv(l; j � 1) e ih(l; j) = iv(l; j � 1). Por raz~oes semelhantes, temos iv(l; j) = ih(l � 1; j).Os �alulos aima se apliam a v�erties n~ao pertenentes �as bordas superior e esquerda doGDAG. Para os v�erties da borda superior fazemos ih(0; j) = j (1 � j � nb) e para os v�ertiesda borda esquerda fazemos iv(l; 0) = 0 (1 � l � na). Os outros valores n~ao s~ao usados.A partir dos limites ih(na; j) om 1 � j < nb (relativos aos v�erties da borda inferior doGDAG) �e poss��vel determinar a solu�~ao para o ALCS na odi�a�~ao que est�a sendo usada nesteap��tulo (usando D0G e VG). Primeiramente, faz-se D0G(0) = 0. Depois, se para um erto j temosih(na; j) = 0, isto signi�a que j �e omponente de D0G. Se ih(na; j) = i; 1 � i � j, isto signi�aque a primeira linha de DG em que j aparee �e DiG, logo VG(i) = j.O Algoritmo 4.1 torna expl��ito este proedimento. Note que o uso dos limites i1 e i2 n~ao �eneess�ario para o �alulo de D0G e VG, portanto estes limites n~ao foram inlu��dos no algoritmo.No entanto, se for neess�aria a reupera�~ao r�apida do melhor aminho entre dois v�erties TG(i) eFG(j) quaisquer, o �alulo e o armazenamento dos limites i1 e i2 para todos os v�erties do GDAGs~ao neess�arios: estes limites permitem a onstru�~ao do aminho a partir de FG(j) retroedendoat�e TG(i), em tempo O(na + nb).Algoritmo 4.1: ALCS seq�uenial.Entrada: Cadeias A = a1a2 : : : ana e B = b1b2 : : : bnb .Sa��da: Vetores D0G e VG relativos �as adeias A e B.1 Para j  0 at�e nb fa�a1.1 ih(0; j)  j2 Para l 0 at�e na fa�a



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 682.1 iv(l; 0) 03 Para l 1 at�e na fa�a3.1 Para j  1 at�e nb fa�a3.1.1 Se al 6= bj ent~ao3.1.1.1 ih(l; j) max(iv(l; j � 1); ih(l � 1; j))3.1.1.2 iv(l; j) min(iv(l; j � 1); ih(l � 1; j))3.1.2 Sen~ao3.1.2.1 ih(l; j) iv(l; j � 1)3.1.2.2 iv(l; j) ih(l � 1; j)4 Para j  1 at�e nb fa�a4.1 VG(j) 15 D0G(0) 06 i 17 Para j  1 at�e nb fa�a7.1 Se ih(na; j) = 0 ent~ao7.1.1 D0G(i) j7.1.2 i i+ 17.2 Sen~ao7.2.1 VG(ih(na; j)) j8 Para l i at�e na fa�a8.1 D0G(l) 1�m do algoritmo.Um exemplo dos resultados deste algoritmo pode ser visto na Tabela 4.4, onde os valores deih e iv s~ao mostrados para ada v�ertie do GDAG da Figura 4.1 (p�agina 59). Os resultados na�ultima linha da tabela (referente a ih(na; j)) levam orretamente aos resultados mostrados nasTabelas 4.2 e 4.3 (p�agina 62).Teorema 4.1 Dadas duas adeias A e B, de omprimento na e nb respetivamente, �e poss��velresolver (seq�uenialmente) o problema ALCS para A e B em tempo O(nanb) e espa�o O(nb) (ouO(nanb) se a reupera�~ao posterior dos melhores aminhos for neess�aria).Prova. O tempo de exeu�~ao �e laramente de�nido pelos la�os aninhados nas linhas 3 e 3.1,sendo O(nanb). No aso em que apenas as distânias s~ao importantes, pode-se desprezar osvalores de ih(l; j) ap�os a linha l + 1 ser proessada. Assim, para utilizar os valores ih(l; j) �eneess�ario espa�o O(nb). O valor de iv(l; j) s�o preisa ser mantido para o �alulo de iv(l; j + 1),logo o espa�o neess�ario para os valores de iv(l; j) �e O(1).Para armazenar as respostas nos vetores D0G (espa�o O(na)) e VG (espa�o O(nb)) seria ne-ess�ario espa�o O(na + nb). Na verdade, D0G pode ser armazenado em espa�o O(nb), pois se



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 69jbj0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13y x x y z x y z x y x z x0 | | | | | | | | | | | | | || 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 131 y 0 1 1 1 4 4 4 7 7 7 10 10 10 10| 0 2 3 1 5 6 4 8 9 7 11 12 132 x 0 0 2 3 1 1 6 4 4 9 7 11 11 13| 0 0 2 3 5 1 6 8 4 9 7 12 113 x 0 0 0 2 2 2 1 1 1 4 4 7 7 11| 0 0 0 3 5 2 6 8 1 9 4 12 7l al 4 y 0 0 0 0 3 3 2 6 6 1 9 4 4 4| 0 0 0 0 5 3 2 8 6 1 9 12 75 z 0 0 0 0 0 5 3 2 8 6 1 1 12 7| 0 0 0 0 0 5 3 2 8 6 9 1 126 y 0 0 0 0 0 0 0 3 2 2 6 6 1 1| 0 0 0 0 0 5 0 3 8 2 9 6 127 z 0 0 0 0 0 0 0 0 3 3 2 2 6 6| 0 0 0 0 0 5 0 0 8 3 9 2 128 x 0 0 0 0 0 0 5 0 0 8 3 9 2 12| 0 0 0 0 0 0 5 0 0 8 3 9 2Tabela 4.4: Resultados pariais da exeu�~ao do Algoritmo 4.1 para o GDAG da Figura 4.1. Emada �elula, o n�umero de ima representa iv(l; j) e o de baixo ih(l; j).na > nb todos os valores de D0G(k) s~ao in�nitos para k > nb. Por simpliidade, onsideraremosque na � nb.Caso a reupera�~ao dos aminhos seja neess�aria, o espa�o neess�ario sobe para O(nanb),para armazenamento dos valores de i1 e i2. 2Conlu��mos assim a apresenta�~ao sobre o algoritmo seq�uenial. Antes da apresenta�~ao doalgoritmo CGM ser�a mostrada uma estrutura de dados que permite onsultas r�apidas aos om-ponentes de DG e tem tamanho inferior ao de DG.4.3 Estrutura Compata para Armazenamento de DGAt�e o momento estamos onsiderando duas poss��veis representa�~oes para a matriz DG. A repre-senta�~ao \direta" apresenta muita redundânia e portanto oupa muito espa�o (O(nanb)), masdados os valores de i e k a obten�~ao deDG(i; k) pode ser feita em tempo O(1). J�a a representa�~ao\inremental", feita atrav�es dos vetores D0G e VG, oupa apenas espa�o O(nb) mas n~ao permiteuma onsulta r�apida aos valores de DG.
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DRG � � � � � �� � � � � � � � �Figura 4.4: Armazenamento dos dados de DiG em DRG.Nesta se�~ao apresentamos uma estrutura de dados e�iente para o armazenamento de DG.Esta estrutura oupa espa�o O �pnanb�, permite onsultas (apenas para leitura) em tempo O(1)e sua onstru�~ao pode ser feita om base em D0G e VG em tempo O �pnanb�. Esta estrutura �eessenial para o algoritmo CGM que ser�a apresentado mais �a frente.Um dos prinipais parâmetros de onstru�~ao desta estrutura �e dpna + 1e, que passaremos ahamar s.Os dados de DG s~ao distribu��dos em um vetor DRG (D reduzido de G) de tamanho O(nbs).Consideremos primeiro uma �unia linha de DG. DiG (0 � i � nb) tem tamanho na + 1. Ela �edividida em s subvetores, todos de tamanho s om a poss��vel exe�~ao do �ultimo. Estes vetoress~ao armazenados em loais separados de DRG, sendo neess�ario um vetor adiional de tamanhos para indiar onde est�a ada subvetor. Chamaremos este vetor adiional de Loi. A matriz(nb+1)�s formada por todos os vetores Loi (um para ada DiG) ser�a hamada Lo. Os ��ndiesde Lo ome�am em 0. Esta estrutura �e mostrada na Figura 4.4.A estrutura ompleta inlui o vetor DRG e a matriz Lo. Antes de prosseguirmos na des-ri�~ao, provamos o seguinte lema om base no que j�a foi apresentado:Lema 4.2 Atrav�es de DRG e Lo pode-se obter qualquer omponente de DG em tempo O(1).Prova. Para loalizar um omponente DG(i; k) na estrutura, primeiro �e alulado em quesubvetor de DiG est�a o omponente. �E f�ail notar que a posi�~ao iniial deste subvetor em DRG �edada por Lo(i; bk=s). Aresentando o desloamento (k mod s) para enontrar o omponentedentro do subvetor �a laro que DG(i; k) = DRG(Lo(i; bk=s) + k mod s). Todas as opera�~oesindiadas podem ser feitas em tempo onstante. 2Desrevemos agora a onstru�~ao de DRG e Lo. A linha D0G �e a primeira a ser inlu��da emDRG. Cada subvetor de omprimento s de D0G �e aloado em um treho de DRG de omprimento2s, sendo que o espa�o extra �e usado para as pr�oximas linhas de DG. Assim, o vetor Lo0 �eprenhido om valores m�ultiplos de 2s e ada subvetor de D0G �e seguido por um espa�o vago detamanho s.A onstru�~ao da estrutura �e feita de forma inremental, inluindo-se os dados de uma linhade DG por vez. O que possibilita que DRG ontenha todos os dados de DG oupando apenas



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 71espa�o O(nbs) �e o fato de que os subvetores de diferentes linhas de DG podem se sobrepor. Seos dados da linha DiG j�a foram inlu��dos, a inlus~ao dos dados de Di+1G �e feita aproveitando-seboa parte dos dados j�a presentes na estrutura.Como j�a mostrado na Propriedade 4.3 e na De�ni�~ao 4.3, a �unia diferen�a entre as linhasDiG e Di+1G �e que Di+1G n~ao possui o valor DiG(0) = i mas pode possuir um valor que n~ao pertenea DiG, dado por VG(i+ 1). A onstru�~ao da representa�~ao de Di+1G pode ser assim esbo�ada:1. Determina-se em qual dos s subvetores de DiG o omponente VG(i + 1) deve ser inserido.Seja v o ��ndie deste subvetor.2. Determina-se em qual posi�~ao deste subvetor deve ser inserido VG(i+ 1).3. Todos os subvetores de Di+1G de ��ndie superior a v s~ao iguais aos de DiG, n~ao havendoneessidade de reesrevê-los em DRG. Basta fazer Lo(i+1; j) = Lo(i; j) para v < j < s.4. Todos os subvetores de Di+1G de ��ndie inferior a v s~ao iguais aos de DiG, a menos de umdesloamento para a esquerda e pela inlus~ao de um novo omponente �a direita (justamenteaquele que foi \jogado para fora" do subvetor seguinte). A maneira mais simples de desloaros subvetores para a esquerda �e fazer Lo(i + 1; j) = Lo(i; j) + 1 para 0 � j < v. Oomponente novo de ada subvetor pode ser esrito logo �a direita do subvetor, desde quehaja espa�o vago para isto em DRG. Os detalhes desta opera�~ao ser~ao mostrados mais �afrente.5. O pr�oprio subvetor de ��ndie v sofre modi�a�~oes maiores, de forma que um novo subvetordeve ser aloado em DRG, j�a om a inlus~ao de VG(i + 1). Lo(i + 1; v) india a posi�~aodeste novo subvetor.Este proedimento �e ilustrado na Figura 4.5.A ada vez que uma nova linha �e inlu��da em DRG um espa�o vago de tamanho entre 0 es �e deixado ap�os ada um dos s subvetores. Na inlus~ao da linha seguinte parte deste espa�opode ser oupada, o que signi�a que poder�a haver menos espa�o vago ap�os os subvetores danova linha. Eventualmente, o proedimento desrito anteriormente n~ao ir�a funionar por falta deespa�o para realiza�~ao do passo 4. Quando isto aontee, um espa�o inteiramente novo preisaser aloado em DRG.Assim sendo, na inlus~ao de Di+1G h�a dois asos em que o algoritmo de onstru�~ao requer aaloa�~ao de um novo espa�o e a �opia de um subvetor inteiro:1. O subvetor �e aquele que deve onter VG(i+1). Ele deve ser opiado para uma nova regi~ao,j�a om VG(i+ 1) inserido.2. N~ao �e poss��vel fazer o desloamento para a esquerda de um subvetor de DiG por falta deespa�o para a inlus~ao do omponente extra no �nal. O subvetor orrespondente de Di+1G�e opiado, j�a desloado e om o omponente extra, em uma nova regi~ao.
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DRG � � � � � � � � � � � � � � � � � �VG(i+ 1)

Loi+1 � � �0 1 2 s� 1Figura 4.5: Inlus~ao de Di+1G em DRG a partir dos dados referentes a DiG. Neste exemplo, oomponente VG(i+1) deve ser inserido no subvetor de��ndie 2. As �areas mais esuras representamos dados esritos em DRG nesta etapa. As setas traejadas indiam �opias de dados.� � � � � �vago vagoParte A Parte B2js 2js+ l 2(j + 1)s
Figura 4.6: Unidade de aloa�~ao em DRG. A parte A (tamanho s) �e preenhida om dadosopiados logo que a unidade �e aloada. A parte B (tamb�em de tamanho s) �e preenhida itempor item quando novas linhas de DG s~ao inlu��das. Quando heia, a parte B �e opiada na parteA de uma nova unidade de aloa�~ao.Toda nova regi~ao aloada tem tamanho 2s, sendo que o subvetor opiado nela oupa apenasas s primeiras posi�~oes. O espa�o vago adiional �e aproveitado nas pr�oximas inlus~oes de linhas.Cada nova linha pode requerer uma nova asa neste espa�o vago, e quando a pr�oxima asa a seroupada tiver ��ndie m�ultiplo de 2s sabe-se que o espa�o vago est�a esgotado. Este esquema dealoa�~ao �e mostrado na Figura 4.6.O Algoritmo 4.2 ont�em a desri�~ao ompleta da onstru�~ao da estrutura. Neste algoritmo,a vari�avel novo india o pr�oximo treho de omprimento 2s que est�a vago para aloa�~ao emDRG.Algoritmo 4.2: Constru�~ao da Representa�~ao Compata de DG.Entrada: Vetores D0G e VG.Sa��da: Vetor DRG e matriz Lo.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 731 novo  02 (* Inlui os dados de D0G na estrutura *)Para v  0 at�e s� 1 fa�a2.1 Lo0(v) novo2.2 (* Inlui os dados do subvetor de ��ndie v *)Para k  vs at�e minfna; (v + 1)s� 1g fa�a2.2.1 DRG(Lo0(v) + k � vs) D0G(k)2.3 novo  novo + 2s3 (* Inlui as demais linhas de DG *)Para i 0 at�e nb � 1 fa�a3.1 (* Enontra o subvetor que deve onter VG(i+ 1) *)v  min1�j�sfjjj = s ou DRG(Loi(j)) > VG(i+ 1)g � 13.2 (* Enontra a posi�~ao de inser�~ao de VG(i+ 1) no subvetor *)r  max1�j<sfjjDRG(Loi(v) + j) < VG(i+ 1)g3.3 (* aloa novo subvetor *)Loi+1(v) novo3.4 (* transfere os dados anteriores a r, desloando-os para a esquerda *)Para j  0 at�e r � 1 fa�a3.4.1 DRG(novo+ j) DRG(Loi(v) + j + 1)3.5 (* Insere VG(i+ 1) *)DRG(novo+ r) VG(i+ 1)3.6 (* transfere os dados posteriores a r *)Para j  r + 1 at�e s� 1 fa�a3.6.1 DRG(novo+ j) DRG(Loi(v) + j)3.7 novo  novo + 2s3.8 (* ompartilha subvetores de DiG e Di+1G aima de v *)Para j  v + 1 at�e s� 1 fa�a3.8.1 Loi+1(v) Loi(v)3.9 (* abaixo de v, ompartilha subvetores se poss��vel *)Para j  0 at�e v � 1 fa�a3.9.1 (* veri�a se o espa�o vago ap�os o subvetor aabou *)Se Loi(j) + s � 0 (mod 2s) ent~ao3.9.1.1 (* aloa novo vetor e opia dados, desloando para a esquerda *)Loi+1(j) novo3.9.1.2 Para t 0 at�e s� 23.9.1.2.1 DRG(novo + t) DRG(Loi(j) + t+ 1)3.9.1.3 novo  novo + 2s3.9.2 Sen~ao



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 743.9.2.1 Loi+1(j) Loi(j) + 13.9.3 (* opia o primeiro dado do subvetor seguinte no �nal deste subvetor *)DRG(Loi+1(j) + s� 1) DRG(Loi(j))�m do algoritmo.Lema 4.3 A partir de D0G e VG, uma representa�~ao de DG baseada em DRG e Lo pode seronstru��da em tempo O(nbs) oupando espa�o O(nbs).Prova. Como h�a nb + 1 linhas em DG e ada uma requer espa�o s em Lo, �a laro que Looupa espa�o O(nbs). Vamos nos preoupar apenas om o espa�o oupado em DRG.A informa�~ao ontida em D0G �e proessada no passo 2 em tempo O(s2) e oupa espa�o O(s2).A seguir, o la�o do passo 3 inlui os dados de ada linha adiional de DG em nb itera�~oes. Restaprovar que em m�edia ada itera�~ao aresenta apenas O(s) dados a DRG e exeuta em tempoO(s). Vamos analisar ada omando deste la�o.Os passos 3.1 e 3.2 podem ser realizados om busa bin�aria em tempo O(log s). Os pas-sos 3.3 a 3.6 envolvem apenas la�os que exeutam O(s) itera�~oes de tempo onstante, portantoonsomem tempo O(s). Uma nova unidade de aloa�~ao de tamanho 2s �e aloada e s dados s~aoopiados. O passo 3.8 exeuta em tempo O(s) e n~ao aresenta novos dados a DRG.A an�alise do passo 3.9 �e um pouo diferente. Na verdade, os la�os das linhas 3.9 e 3.9.1.2juntos podem preisar de tempo e espa�o maior do que O(s). Isto pode oorrer se v�ariossubvetores �arem sem espa�o vago ao mesmo tempo.Proedemos ent~ao om uma an�alise amortizada. Sempre que �e preiso opiar um subvetorem outro no passo 3.9.1.2, a �opia �e feita a partir da Parte B de uma unidade de aloa�~ao paraa Parte A de uma unidade de aloa�~ao re�em aloada (ver Figura 4.6). Se o usto da �opiade ada item for ontabilizado \om anteedênia" no momento em que o item for esrito pelaprimeira vez na Parte B (no passo 3.9.3), podemos onsiderar nulo o usto do passo 3.9.1.2. Poroutro lado, o passo 3.9.3 deve ter usto dobrado, mas isto n~ao altera a an�alise. Assim, o tempo(amortizado) do passo 3.9 �e O(s). A quantidade (amortizada) de dados aresentados �e tamb�emO(s).Assim, todos os passos no interior do la�o 3 requerem tempo e espa�o O(s). O la�o inteirorequer tempo e espa�o O(nbs), o que onlui a an�alise. 2Algumas melhorias podem ser feitas no Algoritmo 4.2. Por exemplo, o aso em que VG(i+1) =1 pode ser tratado de maneira difereniada. No entanto, omo estas melhorias n~ao alteram osresultados da an�alise realizada, elas foram ignoradas por simpliidade.Os resultados desta se�~ao podem ser resumidos no seguinte teorema, uja veraidade �e on-seq�uênia dos Lemas 4.2 e 4.3:Teorema 4.4 Sendo G o GDAG do problema ALCS para as adeias A e B, a partir de D0Ge VG �e poss��vel reonstruir uma representa�~ao de DG em tempo e espa�o O �pnanb� tal quequalquer valor de DG pode ser lido em tempo O(1).
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Figura 4.7: Uni~ao de solu�~oes pariais do ALCS, om p = 8. Em ada faixa do GDAG G est~aoindiados os proessadores usados na solu�~ao do ALCS da faixa.4.4 Id�eia B�asia do Algoritmo CGM para o Problema ALCSAo longo desta se�~ao ser�a mostrado um algoritmo paralelo CGM para o problema ALCS. Comp proessadores, o algoritmo requer tempo O(nanbp ) e O(C log p) rodadas de omunia�~ao, sendoque em ada rodada ada proessador envia/reebe O(nap1=C + nb) dados. Nesta express~oes,C �e uma onstante inteira (maior do que 0) a ser esolhida. A omplexidade de tempo paraeste algoritmo �e adequada para o seu uso na solu�~ao do problema LCS, mais simples. Vamossupor, por simpliidade e sem preju��zo para as an�alises de omplexidade que se seguir~ao, que na�e m�ultiplo de p e p �e uma potênia de 2.O algoritmo envolve a divis~ao da adeia A em p subadeias de tamanho nap que n~ao sesobrep~oem. Para 1 � t � p, o proessador Pt resolve seq�uenialmente o problema ALCS para asadeias Anat=pna(t�1)=p+1 e B. O GDAG do problema original �e dividido horizontalmente em faixas,obtendo-se p GDAGs de nap + 1 linhas. Duas faixas ont��guas ompartilham uma linha.O algoritmo seq�uenial usado nesta etapa iniial �e mostrado na Se�~ao 4.2. O tempo ne-ess�ario para os p proessadores resolverem todos os subproblemas em paralelo �e O �nanbp �,omo mostrado no Teorema 4.1.Em seguida s~ao realizadas log p rodadas de uni~ao, em que pares de solu�~oes pariais (paraduas faixas vizinhas) s~ao reunidas em uma �unia solu�~ao para a uni~ao das duas faixas. A adaetapa de uni~ao, o n�umero de proessadores assoiados a ada faixa dobra. Ap�os estas log prodadas temos a solu�~ao para o problema original. O tempo total de todas estas rodadas �eO �nbpna �1 + log napp ��, omo ser�a mostrado na Se�~ao 4.6. A Figura 4.7 ilustra o proesso deuni~ao.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 76A parte mais omplexa do algoritmo envolve o proesso de uni~ao de duas faixas. Este proessoser�a expliado na Se�~ao 4.5.4.5 Uni~ao de Solu�~oes PariaisNesta se�~ao iremos estudar o proesso de solu�~ao do ALCS para duas adeias A2m1 e B, deomprimento 2m e n = nb respetivamente, a partir das solu�~oes do ALCS para Am1 e B e paraA2mm+1 e B. O GDAG relativo ao primeiro subproblema ser�a denominado S (superior) e o relativoao segundo problema ser�a I (inferior). O GDAG formado pela uni~ao destes dois GDAGs (pelafus~ao das linhas FS e TI) ser�a denominado U .Naturalmente, todas as propriedades j�a desritas para o GDAG G se apliam a estes GDAGspariais. A nota�~ao j�a introduzida para G ser�a adaptada para estes GDAGs nas desri�~oesseguintes.Como expliado na Se�~ao 4.1, os dados relaionados a um GDAG G podem ser armazenadosem espa�o reduzido usando os vetores D0G e VG. Assim, no in��io do proesso de uni~ao as solu�~oespara os subproblemas estar~ao dispon��veis nos vetores D0S , D0I (om ��ndies entre 0 e m), VS eVI (om ��ndies entre 1 e n).Um total de q proessadores estar~ao envolvidos na determina�~ao de D0U (��ndies de 0 a 2m)e VU (��ndies de 1 a n). Assim, os parâmetros para an�alise do proesso de uni~ao s~ao m, n eq. Por simpliidade, vamos supor que m � n. Se m > n, as linhas de DS e DI apresentariam1 em todas as posi�~oes superiores a n, o que poderia ser usado para limitar o tempo e espa�outilizados no proesso de uni~ao.Como mostrado na Se�~ao 4.3, �e poss��vel aessar qualquer dado de DS ou DI em tempoonstante, se for onstru��da (em tempo e espa�o O (pmn)) uma estrutura de dados pr�opria paraisto. Vamos ent~ao onsiderar que DS e DI est~ao dispon��veis para aesso r�apido.4.5.1 Prin��pio B�asio do Proesso de Uni~ao de Solu�~oesO prin��pio b�asio usado aqui �e o mesmo que foi usado em [32℄. Para ada i, 0 � i � n, resolve-seo subproblema de determinar DiU a partir dos dados dispon��veis.Relembrando, DiU (k) = DU (i; k) representa o menor valor de j tal que CU(i; j), o peso totaldo melhor aminho entre TU (i) (v�ertie i do topo do GDAG U) e FU (j) (v�ertie j do fundodo GDAG U), �e k. Todos os aminhos a partir de TU (i) = TS(i) at�e FU (j) = FI(j) têm queruzar a fronteira omum FS = TI em algum v�ertie e o peso total do aminho �e a soma dospesos dos trehos em S e em I. Assim, se estamos interessados em determinar DU (i; k) �e preisoonsiderar aminhos que atravessam S om peso total l e depois atravessam I om peso totalk � l, para todo l entre 0 e m inlusive.Fixando um determinado valor de l, o menor valor de j tal que h�a um aminho de TU (i) aFU (j) om peso l em S e peso k� l em I �e dado por DI(DS(i; l); k� l), pois DS(i; l) �e o primeiro



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 77v�ertie na fronteira que est�a a uma distânia l de TU (i) e DI(DS(i; l); k� l) �e o primeiro v�ertieque est�a a uma distânia k�l do v�ertie na fronteira. As propriedades 4.2 justi�am esta esolha.Pelas onsidera�~oes anteriores temos ent~ao que:DU (i; k) = min0�l�mfDI(DS(i; l); k � l)g: (4.1)Deve-se observar que se mantivermos i �xo e variarmos k, as linhas de DI utilizadas s~aosempre as mesmas. A varia�~ao de k faz mudar apenas o omponente que deve ser onsultadoem ada linha.Para ada linha de DI onsultada toma-se um omponente diferente, devido ao termo �l.Este \desloamento" sugere a seguinte de�ni�~ao:De�ni�~ao 4.7 (Desl [l;W; ℄) Dado um vetor W de omprimento s+ 1 (��ndies de 0 a s), paraqualquer l (0 � l � �s) de�ne-se Desl [l;W; ℄ omo sendo o vetor de omprimento +1 (��ndiesde 0 a ) tal que: Desl [l;W; ℄(i) = 8<: 1 se 0 � i < lW (i+ l) se l � i � s+ l1 se s+ l < i � Em outras palavras, Desl [l;W; ℄ �e o vetor W desloado para a direita l posi�~oes e ompletadoom 1.Com base nesta de�ni�~ao podemos reesrever a Equa�~ao 4.1:DU (i; k) = min0�l�mfDesl [DDS(i;l)I ; l; 2m℄(k)g (4.2)Tomando todas as linhas relativas a um erto valor de i podemos, atrav�es das de�ni�~oes aseguir, montar uma matriz que servir�a para enontrar todos os omponentes de DiU .De�ni�~ao 4.8 (Diag [W;M; l0℄) Seja W um vetor (��ndie iniial 0) de n�umeros inteiros emordem resente tal que os m0+1 primeiros omponentes s~ao �nitos e W (m0) � n. Seja M umamatriz (n+ 1)� (m+ 1) (��ndies iniiais 0). Diag [W;M; l0℄ �e uma matriz (m0 + 1)� (2m+ 1)tal que a sua linha de ��ndie l �e Desl [MW (l); l + l0; 2m℄.Diag [W;M; l0℄ tem suas linhas opiadas a partir de uma matrizM . A sele�~ao de quais linhass~ao opiadas �e feita pelo vetor W . Cada linha opiada �e desloada uma oluna para a direitaem rela�~ao �a linha anterior. O desloamento da primeira linha opiada �e indiado por l0. AFigura 4.8 ilustra esta onstru�~ao.De�ni�~ao 4.9 (MD [i℄) Seja U um GDAG para o problema ALCS, formado pela uni~ao dosGDAGs S (superior) e I (inferior). Ent~ao MD [U; i℄ = Diag [DiS ;DI ; 0℄. Estando U laro noontexto, usaremos apenas a nota�~ao MD [i℄.
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Figura 4.8: Constru�~ao de Diag[W;M; l0℄.k0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11-16MD [2℄(0; k) 2 3 4 5 6 8 9 13 1 1 1 1MD [2℄(1; k) 1 3 4 5 6 8 9 11 13 1 1 1MD [2℄(2; k) 1 1 4 5 6 8 9 11 13 1 1 1MD [2℄(3; k) 1 1 1 5 6 7 8 9 11 13 1 1MD [2℄(4; k) 1 1 1 1 6 7 8 9 11 13 1 1MD [2℄(5; k) 1 1 1 1 1 8 9 10 11 13 1 1MD [2℄(6; k) 1 1 1 1 1 1 9 10 11 12 13 1MD [2℄(7; k) 1 1 1 1 1 1 1 13 1 1 1 1Tabela 4.5: MD [2 ℄ onsiderando um GDAG formado pela uni~ao de dois GDAGs iguais ao daFigura 4.1.Como exemplo, supondo que um GDAG U fosse formado por duas �opias do GDAG daFigura 4.1, DS e DI seriam iguais e dadas pela Tabela 4.2. MD [2℄ teria suas linhas de�nidaspor D2I = (2; 3; 4; 5; 6; 8; 9; 13;1) e sua estrutura ompleta seria a apresentada na Tabela 4.5.Note que n~ao h�a linha de�nida a partir de DI(2; 8) =1.Pelas de�ni�~oes anteriores, resolvendo-se o Problema dos M��nimos das Colunas em MD [i℄enontra-se DiU . Mais exatamente, relembrando que Cmin [M ℄ �e o vetor de m��nimos das olunasda matriz M (De�ni�~ao 2.1, p�agina 21), temos:DiU (k) = Cmin[MD [i℄℄(k) (4.3)Continuando o exemplo da Tabela 4.5, o vetor D2U seria (2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 11; 12; 13;1).Na Se�~ao 2.3 o Problema dos M��nimos das Colunas foi abordado para a lasse das matrizestotalmente monotônias. O Teorema 4.5, enuniado mais �a frente, india que os resultados l�a



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 79apresentados podem ser apliados aqui. No entanto, antes de enuniar este teorema �e preisode�nir omo fazer ompara�~oes entre omponentes in�nitos de MD [i℄ e estudar omo estesomponentes est~ao dispostos na matriz.Observa�~ao 4.1 Dados dois omponentes in�nitos de uma oluna j de MD [i℄, MD[i℄(l1; j) eMD [i℄(l2; j), sendo l1 < l2, onsidera-se que MD[i℄(l1; j) > MD[i℄(l2; j) se e somente se l2 < j(ou seja, os dois omponentes est~ao sobre a diagonal prinipal). Caso ontr�ario, onsidera-seque MD [i℄(l1; j) < MD [i℄(l2; j).Observa�~ao 4.2 Como todas as linhas de DI têm o primeiro omponente �nito (mais prei-samente DI(k; 0) = k), toda a diagonal prinipal de MD[i℄ �e �nita. Por onstru�~ao, todos osomponentes abaixo desta diagonal prinipal s~ao in�nitos. Al�em disso, os omponentes �nitosde qualquer linha de MD[i℄ oupam posi�~oes adjaentes, podendo haver omponentes in�nitos �aesquerda e �a direita.Teorema 4.5 Fazendo ompara�~oes de aordo om a Observa�~ao 4.1, a matriz MD [i℄ �e total-mente monotônia.Prova. �E preiso provar que toda submatriz 2 � 2 de MD[i℄ �e monotônia, ou seja, que paraquaisquer l1 < l2 e j1 < j2, se MD [i℄(l2; j1) < MD[i℄(l1; j1) ent~ao MD [i℄(l2; j2) < MD [i℄(l1; j2).Vamos estudar o aso em que j2 = j1 + 1 (usando duas olunas adjaentes em MD[i℄). Oaso mais geral pode ser failmente provado indutivamente a partir deste aso.Vamos supor iniialmente que todos os omponentes envolvidos na submatriz s~ao �nitos.Sejam v1 = DS(i; l1) e v2 = DS(i; l2). Pela Propriedade 4.2(1) temos que v1 < v2. Usando asde�ni�~oes 4.7 e 4.9, a implia�~ao que preisamos provar torna-se ent~aoDI(v2; j1 � l2) < DI(v1; j1 � l1)) DI(v2; j1 � l2 + 1) < DI(v1; j1 � l1 + 1) :Supondo que DI(v2; j1� l2) < DI(v1; j1� l1) e lembrando que todos os omponentes de Dv2Is~ao maiores que ou iguais a v2 (deorre de imediato da de�ni�~ao) temos que DI(v1; j1� l1) > v2.Assim sendo, a Propriedade 4.2(3) garante que t = DI(v1; j1 � l1) �e omponente omum a Dv1Ie Dv2I .Deve-se observar que a Propriedade 4.2(1) india que Dv2I �e resente, logo n~ao deve haver emDv2I nenhum omponente om valor entre os omponentes adjaentes DI(v2; j1� l2) e DI(v2; j1�l2+1). Como DI(v2; j1� l2) < t �e preiso ter DI(v2; j1� l2+1) < t. Como t < DI(v1; j1� l1+1)(novamente pela Propriedade 4.2(1)), onlu��mos que DI(v2; j1 � l2 + 1) < DI(v1; j1 � l1 + 1)omo esperado. A Figura 4.9 ilustra esta demonstra�~ao.Para estudar os asos em que h�a pelo menos um omponente in�nito na submatriz, utilizamosas observa�~oes 4.1 e 4.2. Considerando os 4 omponentes da submatriz, h�a ao todo 16 poss��veisoloa�~oes de omponentes in�nitos. Eliminamos o aso (j�a estudado) em que n~ao h�a ompo-nentes in�nitos. Eliminamos tamb�em os asos em que a submatriz �e laramente monotônia.Restam ent~ao os seguintes asos:
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FI
TI v1 v2

DI(v2; j1 � l2) DI(v2; j1 � l2 + 1)DI(v1; j1 � l1) DI(v1; j1 � l1 + 1)Figura 4.9: Demonstra�~ao de monotoniidade de submatriz 2 � 2 de MD [i℄ quando todos osomponentes s~ao �nitos. A �gura ilustra o GDAG I apenas. O treho marado em FI est�aompreendido entre dois omponentes adjaentes de Dv2I , o que impede que nele exista umponto de quebra para qualquer v�ertie anterior a v2.� 1 ab  � � 1 ab 1 � � 1 1b 1 � � 1 a1 1 � � 1 a1  � � 1 11 1 �(A) (B) (C) (D) (E) (F)Pela Observa�~ao 4.2 os asos (A) e (B) n~ao podem aonteer. O aso (C) s�o pode aonteer sea segunda oluna da submatriz ontiver omponentes aima da diagonal prinipal deMD [i℄, logoo m��nimo da segunda oluna est�a na segunda linha (Observa�~ao 4.1) e a submatriz �e monotônia.Os asos seguintes tamb�em envolvem a Observa�~ao 4.1. Nos asos (D) e (E) a primeiraoluna ont�em omponentes que estavam abaixo da diagonal prinipal de MD [i℄, logo o m��nimodesta oluna est�a na primeira linha e a submatriz �e monotônia (na verdade, o aso (E) n~ao�e poss��vel quando onsideramos apenas submatrizes tomadas de olunas adjaentes de MD[i℄).No aso (F) a submatriz �e monotônia porque se a primeira oluna ontiver omponentes queest~ao aima da diagonal prinipal de MD[i℄ o mesmo aonteer�a om a segunda oluna.Assim, todas as poss��veis submatrizes 2 � 2 de MD [i℄ foram onsideradas: as tomadas deolunas adjaentes foram veri�adas diretamente e pode-se provar que as demais s~ao monotôniaspor indu�~ao �nita. 2Dado que todas as matrizes MD [i℄ s~ao totalmente monotônias, o problema da uni~ao deGDAGs pode ser resolvido atrav�es da busa pelo m��nimo das olunas em todas elas. O Al-goritmo 2.5 permite que estas busas sejam feitas em tempo O(m) para ada uma das n + 1matrizes (pois as matrizes têm altura m), totalizando tempo O(nm). Isto n~ao �e bom o bastante.Para resolver o problema da uni~ao em tempo menor �e preiso observar que, dadas as seme-lhan�as entre vetores adjaentes de DS , matrizes MD [i℄ para valores pr�oximos de i s~ao tamb�emmuito semelhantes. Isto ser�a explorado a seguir.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 814.5.2 Elimina�~ao de Redundânias entre SubproblemasAinda explorando as t�enias apresentadas em [32℄, usamos o fato de que um onjunto de r + 1linhas adjaentes de DG s~ao r-variantes: �e poss��vel obter uma linha a partir de outra atrav�esde no m�aximo r inser�~oes e r remo�~oes de omponentes. Mais importante: om r linhas deomprimento m �e poss��vel determinar um vetor de omponentes omuns de tamanho m � r,que hamaremos simplesmente de vetor omum. Usaremos a nota�~ao Di0;rG para indiar o vetoromum �as linhas entre Di0G e Di0+rG (inlusive) para um GDAG G qualquer.Pela Propriedade 4.2(3), todos os omponentes de um vetor Di0G estar~ao presentes no vetorDi0+rG , menos os que s~ao menores do que i0+r. Por exemplo, usando dados da Tabela 4.2, temosque os omponentes omuns a D0G = (0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9) e D6G = (6; 7; 8; 9; 11; 13;1;1;1) s~ao6, 8 e 9 (os �ultimos de D0G). Usando matrizes maiores e valores de r signi�ativamente inferioresa m, o n�umero de omponentes omuns torna-se pr�oximo de m. Em [32℄ usa-se r = log2m er = log4m em dois algoritmos distintos. O valor usado neste trabalho �e r = dpme.Pela Propriedade 4.2(4), todos os omponentes presentes em ambos os vetores Di0G e Di0+rGestar~ao presentes tamb�em nos vetores DiG para i0 < i < i0+ r. Temos ent~ao uma forma simplesde determinar o vetor omum para o grupo de linhas: basta onsultar a matriz DG e ler todosos omponentes de Di0G , desartando os que forem menores do que i0+ r. Esta �opia leva tempoO(m). Desta forma, no exemplo anterior teremos Di0;rG = (6; 8; 9).Al�em disso, �e importante determinar quais omponentes s~ao adjaentes em todos os vetores,formando \trehos indivis��veis" que hamaremos trehos omuns. No exemplo anterior, os trehosomuns de Di0;rG s~ao (6; 8) e (9).Esta determina�~ao pode ser feita om base nos dados do vetor VG. De VG(i0+1) at�e VG(i0+r)temos todos os omponentes que n~ao apareem no vetor omum e podem divid��-lo (Note queos omponentes removidos de Di0G tamb�em n~ao apareem no vetor omum mas est~ao todos \�aesquerda" dele). Determinamos as divis~oes entre os trehos prourando o ponto de inser�~ao deada um dos omponentes de VG, em tempo O(logm) por omponente ou O(r logm) no total.Com r poss��veis pontos de divis~ao, �a laro que haver�a no m�aximo r + 1 trehos em Di0;rG .Estes trehos ser~ao numerados de 0 a r e o treho t ser�a denominado Di0;rG [t℄.Estas opera�~oes de extra�~ao de vetor omum e determina�~ao de trehos omuns ser�a apliada�a matriz DS em ada etapa de uni~ao do algoritmo. As linhas de Di0S a Di0+rS norteiam aonstru�~ao das matrizes de MD [i0℄ a MD [i0 + r℄ e, omo j�a foi menionado, as semelhan�asentre linhas pr�oximas em DS levam a semelhan�as entre matrizes MD [i℄ para valores pr�oximosde i. O vetor omum Di0;rS ont�em ��ndies das linhas de DI que estar~ao presentes em todas asmatrizes de MD [i0℄ a MD [i0 + r℄. Cada treho Di0;rS [t℄ india um onjunto de linhas de DI queser~ao usadas em linhas adjaentes em todas estas matrizes.Consideremos um treho omum Di0;rS [t℄, 0 � t � r. Todas as matrizes de MD [i℄ omi0 � i � i0 + r onter~ao Diag [Di0;rS [t℄;DI ; li;t℄ omo um onjunto de linhas ont��guas a partir dalinha li;t, sendo que li;t varia de matriz para matriz e de bloo para bloo. Isto �e ilustrado naFigura 4.10.
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1 1bloo1bloo2 bloo3bloo4

MD[U; i0℄
1 1bloo1bloo2 bloo3 bloo4

MD[U; i0 + r℄
Figura 4.10: Estrutura das matrizes MD [i0℄ e MD [i0+ r℄, destaando r bloos omuns (no aso,r = 3). Estes bloos est~ao presentes tamb�em nas matrizes entre MD [i0℄ e MD[i0 + r℄.Estes bloos omuns obrem a maior parte das matrizesMD [i℄ quando r� m. Como em adamatriz ser�a neess�ario resolver o Problema dos M��nimos das Colunas, determinar previamenteos m��nimos das olunas dos bloos omuns deve evitar o proessamento repetido destes bloos.Temos ent~ao a seguinte de�ni�~ao:De�ni�~ao 4.10 (ContBl [i0; r; t℄)ContBl [i0; r; t℄ = Cmin[Diag [Di0;rS [t℄;DI ; 0℄℄Em outras palavras, ContBl [i0; r; t℄ �e um vetor que ont�em os m��nimos das olunas do bloot, omum �as matrizes MD [i0℄ a MD[i0 + r℄.A determina�~ao dos m��nimos das olunas dos bloos ser�a oberta na Se�~ao 4.5.3.Lembramos ent~ao a de�ni�~ao da opera�~ao de ontra�~oes de linhas (De�ni�~ao 2.5, p�agina 30).Se para ada matriz MD[i℄ realizarmos suessivas ontra�~oes de linhas, uma para ada um dosbloos omuns, o resultado ser�a uma matriz que hamaremos ContMD [i℄, tamb�em totalmentemonotônia e tal que Cmin[MD [i℄℄ = Cmin [ContMD [i℄℄. Este resultado se deve ao Teorema 2.10.Os bloos omuns apareem nas diversas matrizes MD [i℄ em posi�~oes diferentes, mas oresultado da busa pelos m��nimos das olunas destes bloos pode ser aproveitada em todasas matrizes. Mais exatamente, se o bloo omum t aparee a partir da linha li;t da matrizMD [i℄, a ontra�~ao deste bloo nesta matriz �e feita pela simples substitui�~ao do bloo pelo ve-tor Desl [li;t;ContBl [i0; r; t℄; 2m℄. A forma pela qual esta substitui�~ao �e realizada �e mostrada naSe�~ao 4.5.4.Cada matriz ContMD [i℄ onter�a, al�em das r+1 linhas provenientes da ontra�~ao dos bloosomuns, no m�aximo r linhas adiionais. Como j�a omentado, r = dpme e portanto a ontra�~aodas matrizes reduz a altura destas a O(pm). O benef��io de se operar sobre r + 1 = dpme+ 1matrizes de altura reduzida ompensa o usto adiional de operar iniialmente sobre os bloosomuns.As se�~oes seguintes ir~ao detalhar e analisar ada passo do proedimento.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 834.5.3 Determina�~ao dos M��nimos das Colunas dos Bloos ComunsNesta se�~ao abordamos o problema da determina�~ao dos vetores ContBl [i0; r; t℄, 0 � t � r. Cadaum destes vetores ont�em a solu�~ao para o Problema dos M��nimos das Colunas de uma matrizDiag [Di0;rS [t℄;DI ; 0℄. Cada matriz tem largura �(m) e a soma das alturas de todas elas �e O(m)(o omprimento do vetor omum Di0;rS ).Como j�a foi omentado, os r+1 trehos omuns de Di0;rS podem ser determinados em tempoO(m). Chamaremos mt o omprimento do treho omum t, que de�ne a altura da matrizDiag [Di0;rS [t℄;DI ; 0℄.Cada omponente de ada treho determinado pode ser aessado em tempo O(1), assimomo ada omponente das matrizes DI e DS , logo podemos onsiderar que os omponentes dasmatrizes podem ser aessados (indiretamente) em tempo O(1).O Algoritmo 2.5 para a resolu�~ao do Problema dos M��nimos das Colunas para matrizestotalmente monotônias foi mostrado na Se�~ao 2.3.2. Este algoritmo enontra o vetor de solu�~oespara o bloo t em tempo O(mt + m + mt log(m=mt))) (Teorema 2.8). O termo m se deve �aneessidade de tornar expl��ito o vetor de respostas. Com isto, o tempo para determina�~aode todos os r vetores ContBl [i0; r; t℄ �e �(mr) = �(mpm), exessivo para a obten�~ao de umaaelera�~ao linear para o problema ALCS.O Algoritmo 2.5 pode ser adaptado omo sugerido na Se�~ao 2.3.2 (Corol�ario 2.9) para montaruma estrutura de dados que permita a onsulta aos m��nimos das olunas de Diag [Di0;rS [t℄;DI ; 0℄em tempo O(logmt) = O(logm). O tempo maior para onsulta a este m��nimos �e ompensadopelo menor tempo de onstru�~ao da estrutura, O(mt log(m=mt)). O tempo para onstru�~ao dasestruturas de todas as matrizes �e O(m logm).No �nal desta onstru�~ao, os vetores ContBl [i0; r; t℄ estar~ao dispon��veis para onsulta emtempo O(logm) por omponente. O espa�o utilizado para onstru�~ao e manuten�~ao de todosestes vetores �e O(m logm) (Corol�ario 2.9).4.5.4 Representa�~ao das Matrizes ContMD [i℄Uma vez determinados os m��nimos das olunas dos bloos omuns, proede-se om a deter-mina�~ao dos m��nimos das olunas de ContMD [i℄. Estes m��nimos formam a matriz DU quequeremos determinar.Para desrever a solu�~ao destes problemas de minimiza�~ao �e preiso desrever iniialmenteomo ContMD [i℄ (i0 � i � i0+ r) ser�a representada e aessada. Todas as linhas destas matrizesj�a est~ao dispon��veis, algumas de forma direta (atrav�es das linhas de DI) outras de forma indireta(atrav�es da representa�~ao dos vetores ContBl [i0; r; t℄). Falta espei�ar omo determinar quaislinhas s~ao usadas em quais matrizes. Tamb�em �e preiso espei�ar o desloamento para a direitaque ada linha ter�a na matriz.Como as matrizes ContMD [i℄ ser~ao proessadas seq�uenialmente, pode-se montar uma es-trutura apaz de representar apenas uma matriz por vez, modi�ando-a a ada etapa para



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 84representar a matriz seguinte. Dois vetores ser~ao usados para isto, ambos de tamanho 2r + 1(��ndies de 0 a 2r). O vetor Lin indiar�a a \fonte" (linha de DI ou vetor ContBl [i0; r; t℄) dosdados de uma erta linha de ContMD [i℄. O vetor Des indiar�a o quanto esta \fonte" �e desloadapara a direita.A montagem de ContMD [i0℄, a primeira matriz a ser usada no grupo, �e feita diretamente apartir de Di0S . Esta linha de DS �e lida item por item e os vetores Lin e Des s~ao preenhidosa partir do ��ndie 0. Cada omponente de Di0S que n~ao faz parte do vetor omum �e inseridona posi�~ao seguinte de Lin, representando uma �unia linha de DI . Quando um omponenteque faz parte do vetor omum �e enontrado em Di0S , ele e todos os demais omponentes domesmo treho omum s~ao substitu��dos em Lin por uma �unia referênia ao vetor ContBl [i0; r; t℄orrespondente, representando um bloo de linhas j�a ontra��do.A primeira posi�~ao de Des reebe o valor 0. Para l > 0, Des(l) reebe Des(l � 1) + 1, asoo item registrado em Lin(l � 1) seja uma linha simples, ou Des(l � 1) +mt, aso seja um bloode altura mt ontra��do.Esta onstru�~ao pode ser feita em tempo O(m). Para onsulta a um omponente qualquerContMD [i0℄(l; k) proede-se da seguinte maneira: Lin(l) india a fonte dos dados, um vetor doqual se obt�em o omponente de ��ndie k � Des(l). Caso este ��ndie n~ao possa ser utilizado, oomponente devolvido �e 1. O tempo total de aesso �e O(1) para linhas simples, O(logm) parabloos ontra��dos.Uma vez utilizada a matriz ContMD [i0℄ e determinada a linha Di0U = Cmin [ContMD [i0℄℄pode-se prosseguir para as demais matrizes. A modi�a�~ao em Lin e Des para ada matrizContMD [i℄, i0 < i � i0 + r, �e feita pela inser�~ao de VS(i) em Lin. Todos os omponentesmenores do que VS(i) (inluindo os que representam bloos de linhas om ��ndies menores doque VS(i)) s~ao desloados uma posi�~ao para a esquerda. O que estava na posi�~ao 0 �e desartado.As posi�~oes orrespondentes em Des s~ao derementadas e a que orresponde a VS(i) �e alulada.Tudo isso pode ser feito em tempo O(r) = O(pm).O espa�o adiional para representa�~ao das matrizes �e O(pm) e o tempo total para manu-ten�~ao desta representa�~ao ao longo do proessamento de r + 1 matrizes �e O(m). Passamosa seguir para o estudo da utiliza�~ao propriamente dita destas matrizes. De agora em diante,onsideraremos o tempo de aesso a ContMD [i℄(l; k) omo sendo O(logm), n~ao onsiderandomais os detalhes de implementa�~ao.4.5.5 Determina�~ao das linhas i0 a i0 + r de DUA determina�~ao da linha Di0U �e feita a partir de ContMD [i0℄, usando o Algoritmo 2.5. Estadetermina�~ao leva tempo O(pm logm + m), sendo que o termo m se deve �a neessidade deexpliitar todos os omponentes de Di0U , enquanto que o fator logm se deve ao tempo de aessoa ada item de ContMD [i0℄. Ao longo desta se�~ao, este fator logm ir�a apareer em todas asestimativas de tempo.Cada uma das linhas seguintes �e gerada om base na linha anterior. Devido �as Proprieda-des 4.3, tendo-se DiU obt�em-se Di+1U pela remo�~ao do primeiro omponente e inser�~ao de um



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 85novo omponente, VU (i+1), em ordem om os demais. Todos os omponentes de DiU anteriores�a posi�~ao de VU (i+ 1) s~ao desloados uma asa para a esquerda (o primeiro, omo j�a foi dito, �eremovido). Os demais omponentes se mant�em inalterados.A determina�~ao de Di+1U pode se resumir �a determina�~ao de VU (i+1), o que evita a pesquisapelo m��nimo de todas as olunas de ContMD [i + 1℄. Se o m��nimo de uma erta oluna k forigual a DiU (k), isto signi�a que VU (i+1) deve ser inserido em uma posi�~ao de ��ndie menor doque k. Se o m��nimo da oluna k for maior do que DU (i; k), isto signi�a que VU (i+ 1) deve serinserido na posi�~ao k ou superior.Ao todo h�a 2m+1 olunas em ContMD [i+1℄. Tomamos ent~ao as olunas de ��ndie m�ultiplode r = dpme (exeto a de ��ndie 0) e determinamos os m��nimos de ada uma delas. Isto podeser feito atrav�es do Algoritmo 2.5 para a submatriz ContMD [i + 1℄(l; k)[k = rs � 2m; s =1; 2; : : : ; b2m=r℄. Esta submatriz tem menos de 2pm olunas e era de pm linhas, logo oAlgoritmo 2.5 exeuta em tempo O(pm logm).Comparamos ent~ao os m��nimos das olunas seleionadas om os omponentes deDiU de��ndiem�ultiplo de r. Sendo s0 o menor valor de s tal que DU (i; rs) �e igual ao m��nimo da oluna rs deContMD [i+1℄, sabemos que VU (i+1) deve estar em uma oluna entre k1 = r(s0�1) e k2 = rs0,inlusive. Caso n~ao exista tal s0, VU (i+1) estar�a em uma oluna entre k1 = rb2m=r e k2 = 2m,inlusive. A determina�~ao de s0 pode ser feita em tempo O(logm) via busa bin�aria.Usando novamente o Algoritmo 2.5, agora para a submatriz ContMD [i+1℄(l; k)[k1 � k � k2℄,e omparando os m��nimos das olunas om o treho orrespondente em DiU , obtemos a posi�~aoe o valor de VU (i+ 1). Esta etapa tamb�em onsome tempo O(pm logm).Conlu��mos ent~ao que a determina�~ao das linhas i0 + 1 a i0 + r de DU pode ser feita emtempo O(rpm logm) = O(m logm). Inluindo a determina�~ao da linha i0, ainda temos tempoO(m logm).Uma observa�~ao se faz neess�aria aqui: este proedimento exige que a linha DiU esteja dis-pon��vel para onsulta em tempo O(1) durante a determina�~ao de VU (i+ 1). Isto pode ser feitousando a estrutura mostrada na Se�~ao 4.3 para representar a matriz DU . Iniialmente estaestrutura armazena Di0U . Depois, a ada novo omponente de VU determinado, a estrutura �eatualizada em tempo O(pm) para representar a nova linha determinada de DU .Como o interesse do proesso de uni~ao de GDAGs �e gerar apenas D0U e VU , as linhas de DUadiionais podem ser desartadas �a medida em que se tornam desneess�arias. A estrutura daSe�~ao 4.3 pode ser failmente modi�ada para oupar apenas espa�o O(m) e onter apenas osomponentes da �ultima linha determinada de DU .4.5.6 An�alise Completa do Proesso de Uni~aoAproveitando as redundânias entre as matrizes MD [i℄ �e poss��vel determinar Di0U e VU (i) parai0 � i � i0 + r em tempo O(m logm), sendo que O(m logm) �e gasto na ontra�~ao dos bloosde linhas omuns das matrizes MD[i℄, O(m) �e gasto na manuten�~ao das matrizes ContMD [i℄ eO(m logm) �e gasto na determina�~ao dos resultados. Considerando que h�a ao todo (n+1)=(r+1)



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 86grupos de r+1 matrizes MD [i℄ para proessar deste modo, o tempo total para determina�~ao deD0U e VU a partir de DS e DI �e O((nm=r) logm) = O(npm logm).Pode-se dividir este trabalho por q proessadores atrav�es da divis~ao de DS entre os proes-sadores. Cada bloo de r linhas de DS pode ser usado para determinar r linhas de DU , sendoque o proessamento de ada bloo �e independente dos demais bloos. Com isto, o tempo aipara O((npm logm)=q).Ainda �e preiso onsiderar o tempo de onstru�~ao da representa�~ao de DS e DI , onformemostrado na Se�~ao 4.3. O maior problema �e a representa�~ao de DI , que deve estar dispon��velna mem�oria loal de todos os proessadores. Esta onstru�~ao toma tempo O(npm) (ou tempoO(npm=q) se for realizada em paralelo, sob a pena de aumentar o usto das rodadas de omu-nia�~ao).Com estes resultados, podemos itar o seguinte lema:Lema 4.6 Seja U um GDAG (2m + 1) � (n + 1) do problema ALCS, formado pela uni~ao dosGDAGs (m+ 1)� (n+ 1) S (superior) e I (inferior). A determina�~ao de D0U e VU a partir deD0S, VS, D0I e VI pode ser feita por q proessadores em tempo O �npm�1 + logmq �� e espa�oO(npm).4.6 An�alise do Algoritmo CGM para o Problema ALCSOs parâmetros do problema ompleto s~ao os omprimentos das adeias A e B e o n�umero deproessadores, respetivamente na, nb e p. Como j�a itado, a resolu�~ao do ALCS nos p GDAGsde�nidos para p subadeias de A leva tempo O �nanbp �.As log p etapas de uni~ao de GDAGs que se seguem tomam tempo O �npm�1 + logmq ��ada uma, omo visto no Lema 4.6. Deve-se notar que n = nb e m = naq2p , fazendo om que aexpress~ao do tempo se torneO nbpnaqp2p  1 + log naq2pq !! = O�nbpnapp �pq + lognapq �� :Assim, o tempo de ada etapa de uni~ao �e de�nido om uma �unia vari�avel, que �e o n�umerode proessadores envolvido em ada GDAG, q. Este n�umero dobra a ada etapa de uni~ao, logoa soma do tempo de todas as etapas �eO nbpnapp  log pXi=1 (p2)i + log pXi=1 log na(p2)i!! = O�nbpnapp (pp+ log na)� =O�nbpna�1 + log napp �� :



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 87Para que o algoritmo CGM para o problema ALCS ompleto tenha aelera�~ao linear �e preisoque o tempo aima seja O �nanbp �. Pode-se veri�ar failmente que isto �e onseguido se p < pna.O espa�o neess�ario para exeu�~ao do algoritmo CGM ompleto �e O(nbpna) por proessador,devido �a representa�~ao de DI na �ultima etapa de uni~ao.Estudamos agora a omplexidade das omunia�~oes. Quando h�a q proessadores trabalhandoem uma uni~ao, ada um deles determina nb=q omponentes de VU que preisa transmitir paraoutros 2q� 1 proessadores que trabalhar~ao na pr�oxima etapa de uni~ao, o que resulta em O(nb)dados transferidos por proessador.O proessador que determina D0U preisa transferir os naqp omponentes deste vetor para osoutros 2q�1 proessadores, o que resulta em uma rodada de omunia�~ao em que O(naq2p ) dadoss~ao transferidos.Para alguma onstante C, isto tamb�em pode ser feito em C rodadas de omunia�~ao emque ada proessador transfere O �naq1+1=Cp � dados: na primeira rodada o proessador que de-terminou D0U faz o broadast deste vetor para bq1=C outros proessadores, que na etapa se-guinte transmitem para bq2=C outros proessadores e assim por diante. H�a outros esquemaspara redu�~ao do n�umero de dados que um proessador preisa transmitir, utilizando um maiorn�umero de rodadas. Vamos nos ater a este, que mant�em o n�umero de rodadas onstante paraada etapa de uni~ao. A etapa de uni~ao de GDAGs om maior n�umero de dados transmitidospor proessador �e a �ultima, em que ada proessador preisa transmitir O(nap1=C + nb) dados,j�a onsiderando D0U e VU .Na �ultima etapa de uni~ao, os vetores D0G e VG s~ao determinados para o GDAG G ompleto,que representa o problema ALCS. Com uma ligeira altera�~ao, ada proessador pode gerar aestrutura ompata que armazena parte da matriz DG. Na verdade, esta estrutura j�a �e geradana Se�~ao 4.5.5, mas n~ao �e mantida por eonomia de espa�o. Alterando a �ultima etapa paraque a estrutura seja mantida, o proessador Pt (1 � t � p) ter�a a representa�~ao ompata deDbnb(t�1)=pG a Dbnbt=p�1G .Podemos �nalmente enuniar o seguinte teorema, uja demonstra�~ao j�a foi feita nesta se�~ao:Teorema 4.7 Dadas duas adeias A e B, respetivamente de omprimentos na e nb, e sendo Go GDAG arater��stio do Problema ALCS para A e B, a onstru�~ao de DG pode ser realizadapor p < pna proessadores em tempo O �nanbp �, espa�o O(nbpna) por proessador e O(C log p)rodadas de omunia�~ao em que O(nap1=C+nb) dados s~ao transferidos de/para ada proessador.A matriz DG �e su�iente para a determina�~ao do valor de alinhamento entre a adeia Ae qualquer subadeia de B, mas n~ao em tempo O(1). Para isto seria neess�aria a matriz CG(De�ni�~ao 4.1). Um aesso a CG(i; j) pode ser simulado em tempo O(log na), usando busabin�aria em DiG para enontrar o menor valor de k tal que DiG(k) �e maior do que j. O valor deCG(i; j) �e k � 1.Caso um aesso mais r�apido seja desejado, �e preiso onstruir uma representa�~ao de CG. O



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 88proesso de onstru�~ao n~ao ser�a mostrado por ser muito simples: ada linha de DG leva a umalinha de CG em tempo O(nb). A onstru�~ao ompleta, realizada por p proessadores, leva tempoO(n2b=p). O espa�o requerido �e tamb�em O(n2b=p) por proessador, o que pode representar umaumento om rela�~ao ao espa�o usado ao longo do algoritmo.Estes resultados s~ao sumarizados no teorema a seguir:Teorema 4.8 Dadas duas adeias A e B, respetivamente de omprimentos na e nb, e sendo Go GDAG arater��stio do Problema ALCS para A e B, a onstru�~ao de CG pode ser realizada porp < pna proessadores em tempo O � (na+nb)nbp �, espa�o O(nbmaxfpna; nb=pg) por proessadore O(C log p) rodadas de omunia�~ao em que O(nap1=C + nb) dados s~ao transferidos de/paraada proessador.Deve-se notar que para a resolu�~ao do problema LCS b�asio �e neess�ario apenas onheerD0G.4.7 Obten�~ao da Maior Subseq�uênia ComumComo j�a omentado no Cap��tulo 3, normalmente n~ao se est�a interessado em obter todos osalinhamentos ujos valores foram determinados na resolu�~ao do ATS. Manter estruturas dedados que permitam a onstru�~ao e�iente de qualquer alinhamento �e ustoso em termos deespa�o. Assim, apenas os valores s~ao obtidos e, aso neess�ario, um proedimento separadopode ser usado para obten�~ao de um alinhamento em partiular.No entanto, o algoritmo apresentado neste ap��tulo para o problema ALCS pode ser usadopara resolu�~ao do problema LCS b�asio, uma vez que a omplexidade deste algoritmo �e satis-fat�oria tamb�em para o LCS. Em outras palavras, ele pode ser apliado em situa�~oes em que umalinhamento espe���o (mais exatamente, o da adeia A om a adeia B ompleta) �e desejado.4.7.1 Proedimento B�asioA seguir veremos extens~oes do algoritmo CGM para o ALCS que permitem a obten�~ao da maiorsubseq�uênia omum entre A e qualquer subadeia de B em tempo O(nb log p + na logna) eO(log p) rodadas de omunia�~ao.Um proedimento reursivo �e utilizado, deompondo-se o problema em GDAGs ada vezmenores. Na verdade, as etapas de uni~ao s~ao seguidas \ao ontr�ario", utilizando dados oletadosdurante estas etapas.Numa erta etapa de uni~ao, dois GDAGs S e I s~ao unidos para determinar um GDAG U . Nafase de determina�~ao do alinhamento, �e preiso enontrar o melhor aminho entre TU (i) = TS(i) eFU (j) = FI(j). Enontra-se primeiro o v�ertie de FS = TI que pertene a este aminho, digamosFS(x) = TI(x). Depois proura-se o melhor aminho entre TS(i) e FS(x) e o melhor aminhoentre TI(x) e FI(j), o que �e feito reursivamente. Esta reurs~ao p�ara quando os GDAGs b�asios
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P1P1P3P3P5P5P7P7Figura 4.11: Obten�~ao do aminho entre TU (i) e FU (j). A ada etapa, os dados obtidos nasetapas de uni~ao s~ao usados na ordem inversa para obter os pontos de ruzamento entre GDAGs.Na �ultima etapa, os trehos de aminho nos GDAGs b�asios s~ao determinados. No interior deada GDAG est�a indiado o proessador que ont�em os dados relativos ao GDAG.(que n~ao foram produtos de um proesso de uni~ao) s~ao atingidos. Teremos ent~ao os p GDAGsque foram usados no in��io do algoritmo. Os aminhos nestes GDAGs podem ser determinadospelos p proessadores em paralelo, em tempo O(nanb=p) e espa�o O(na=p+nb) por proessador,omo mostrado na Se�~ao 2.1.2. O aminho ompleto �e formado pela uni~ao dos aminhos nosGDAGs b�asios. A Figura 4.11 ilustra este proesso.A Figura 4.11 tamb�em mostra qual proessador ir�a onter os dados de ada GDAG. Cadaproessador mant�em os dados de no m�aximo dois GDAGs, vizinhos em alguma etapa de uni~ao.Para um erto proessador Pt, os GDAGs que ele armazena s~ao gerados na etapa de uni~ao w(t)(ver De�ni�~ao 3.2 na p�agina 40). Se w(t) = 0 os GDAGs s~ao b�asios.Cada proessador usa estes dados na determina�~ao de um dos v�erties no aminho prourado.Esta distribui�~ao permite que a determina�~ao do aminho envolva pouqu��ssima omunia�~ao.4.7.2 Determina�~ao dos V�erties Intermedi�ariosSeja U um GDAG (2m + 1) � (n + 1) resultante da uni~ao de dois GDAGs (m + 1) � (n + 1)S e I, onforme desrito anteriormente. As estruturas de dados usadas para unir estes GDAGss~ao os vetores D0S , VS , D0I e VI . Estas estruturas podem ser mantidas em mem�oria ap�os a etapade uni~ao, pois n~ao oupam muito espa�o. Por outro lado, a estrutura ompata da Se�~ao 4.3 �egrande demais para ser mantida depois que terminar a etapa de uni~ao em que ela foi riada eusada.



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 90Para obter o aminho entre TU (i) e FU (j) �e preiso usar dois vetores: DiS , que d�a informa�~oessobre os aminhos de TU (i) at�e a linha omum FU = TI , e DjIrev , que d�a informa�~oes sobre osaminhos da linha omum at�e FI(j). Este �ultimo vetor pode ser visto omo o equivalente a DjI ,se todos os aros de I fossem revertidos. Sua de�ni�~ao �e dada a seguir:De�ni�~ao 4.11 (Vetor DjIrev) Seja I um GDAG (m + 1) � (n + 1) para o problema ALCS.Para 0 � j � m, DjIrev(0) = j e para 1 � k � n, DjIrev(k) india o valor i tal que CI(i; j) = k eCI(i+ 1; j) = k � 1. Se n~ao houver tal valor ent~ao DIrev(i; j) = �1.�E onveniente omparar as de�ni�~oes 4.2 (p�agina 60) e 4.11 neste ponto. As duas de�ni�~oess~ao muito semelhantes, om pap�eis inversos para as vari�aveis i e j. Lembramos que CI(i; j)india o peso do maior aminho entre TI(i) e FI(j). Note tamb�em que os elementos de DjIrevest~ao ordem deresente.Para uma melhor ompreens~ao, a Tabela 4.7 mostra DjIrev para v�arios valores de j, usandono lugar de I o GDAG G da Figura 4.1. Os dados de CI (no aso CG) para o mesmo GDAGs~ao mostrados na Tabela 4.6 (�e a mesma tabela da p�agina 62).As seguintes observa�~oes s~ao failmente demonstr�aveis, deorrendo diretamente das de-�ni�~oes:Observa�~ao 4.3 Para um GDAG G qualquer, dados dois v�erties TG(i) e FG(j), o peso domaior aminho entre estes dois v�erties (CG(i; j)) �e igual a:1. o n�umero de omponentes de DiG que pertenem ao intervalo ℄i; j℄.2. o n�umero de omponentes de DjGrev que pertenem ao intervalo [i; j[.Estas observa�~oes refor�am a id�eia de \simetria" que existe entre DG e DGrev . A seguir,veremos omo obter os vetores DiS e DjIrev .A determina�~ao de DjIrev pode ser feita a partir de VI . D0I n~ao �e neess�ario. A Tabela 4.8mostra VI (no aso, VG) na mesma p�agina que DIrev para failitar a ompreens~ao do seguintelema:Lema 4.9 Para todo i0 < j, i0 �e omponente de DjIrev se e somente se VI(i0 + 1) > j.Prova. Se i0 < j e VI(i0 + 1) > j, isto signi�a, pela De�ni�~ao 4.3, que n~ao h�a nenhumomponente de Di0+1I que n~ao esteja em Di0I e seja menor que ou igual a j. No entanto, oomponente i0 pertene aDi0I mas n~ao aDi0+1I . Pela Observa�~ao 4.3(2) onlu��mos que CI(i0; j) =CI(i0 + 1; j) + 1. Pela De�ni�~ao 4.11, i0 �e omponente de DjIrev .Por outro lado, se i0 < j e i0 �e omponente de DjIrev , pela De�ni�~ao 4.11 temos CI(i0; j) =CI(i0+1; j)+ 1. Pela Observa�~ao 4.3(1), o n�umero de omponentes do intervalo ℄i0; j℄ em DI(i0)deve ser menor do que em DI(i0 +1). Isto s�o pode oorrer se VI(i0 +1) > j (o dado inserido emDI(i0 + 1) estiver fora do intervalo ℄i0; j℄). 2



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 91j0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13CG(0; j) 0 1 2 3 4 5 6 6 7 8 8 8 8 8CG(1; j) 0 0 1 2 3 4 5 5 6 7 7 7 7 7CG(2; j) 0 0 0 1 2 3 4 4 5 6 6 6 6 7CG(3; j) 0 0 0 0 1 2 3 3 4 5 5 6 6 7CG(4; j) 0 0 0 0 0 1 2 2 3 4 4 5 5 6CG(5; j) 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 4 5 5 6CG(6; j) 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 3 4 4 5CG(7; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 2 3 3 4CG(8; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 3 4CG(9; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4CG(10; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3CG(11; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2CG(12; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1CG(13; j) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0Tabela 4.6: CG referente ao GDAG da Figura 4.1(reprise).k0 1 2 3 4 5 6 7 8DGrev(13; k) 13 12 11 10 9 6 5 3 0DGrev(12; k) 12 11 10 9 6 5 3 1 0DGrev(11; k) 11 10 9 8 6 5 3 1 0DGrev(10; k) 10 9 8 6 5 3 2 1 0DGrev(9; k) 9 8 7 6 5 3 2 1 0DGrev(8; k) 8 7 6 5 3 2 1 0 �1DGrev(7; k) 7 6 5 3 2 1 0 �1 �1DGrev(6; k) 6 5 4 3 2 1 0 �1 �1DGrev(5; k) 5 4 3 2 1 0 �1 �1 �1DGrev(4; k) 4 3 2 1 0 �1 �1 �1 �1DGrev(3; k) 3 2 1 0 �1 �1 �1 �1 �1DGrev(2; k) 2 1 0 �1 �1 �1 �1 �1 �1DGrev(1; k) 1 0 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1DGrev(0; k) 0 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1Tabela 4.7: DGrev referente ao GDAG da Figura 4.1 (linhas em ordem inversa).k1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13VG(k) 1 13 11 1 7 1 1 10 12 1 1 1 1Tabela 4.8: VG referente ao GDAG da Figura 4.1 (reprise). Pode ser usado na determina�~ao deuma linha de DGrev .



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 92Por este lema, temos uma maneira simples de onstruir DjIrev em tempo O(n). Basta fazerDjIrev(0) = j e veri�ar o vetor VI do �m para o in��io, inserindo em DjIrev todo i0 tal queVI(i0 + 1) > j.Para onstruir DiS �e preiso inserir todos os dados de D0S e de VS (at�e VS(i)), desprezando osdados inferiores a i. Isto pode ser feito em tempo O(m+ n), obtendo-se um vetor de tamanhoO(m) que pode ent~ao ser ordenado em tempo O(m logm).Conlu��mos ent~ao que os dois vetores neess�arios podem ser onstru��dos em tempo O(n +m logm), sem grande espa�o adiional.A seguir, proede-se om a proura pelo v�ertie da linha omum. Seja l0 o n�umero deomponentes de DjIrev no intervalo [i; j[, que pode ser determinado em tempo O(m) e �e igual aCI(i; j) (Observa�~ao 4.3(2) ).Para enontrar o v�ertie que est�a mais �a esquerda, os andidatos naturais s~ao os indiadosem DiS . O primeiro andidato �e FS(i) = TI(i), logo abaixo de TS(i), pois DiS(0) = i. O maioraminho passando por este v�ertie tem peso l0. Para os andidatos seguintes, o aminho at�e elesa partir de TS(i) �e ada vez maior, mas o aminho at�e FI(j) pode diminuir.Sendo Max(k) o peso total do maior aminho passando pelo andidato k (ou seja, pelov�ertie FS(DiS(k)) ), pela Observa�~ao 4.3 temos:Max(k) = l0 + k � n�umero de omponentes de DjIrev no intervalo [i;DiS(k)[ :A determina�~ao destes valores, para todos os andidatos, pode ser feita em tempo totalO(m). A Figura 4.12 ilustra o proesso. Determinando o maior destes valores, temos o v�ertieprourado.Assim sendo, a partir dos dados de D0S , VS e VI �e poss��vel, em tempo O(n + m logm),determinar o v�ertie intermedi�ario do aminho entre TU (i) e FU (j).4.7.3 An�alise do Proesso de Obten�~ao da Maior Subseq�uênia ComumAo todo s~ao neess�arias log p etapas para determinar os v�erties intermedi�arios. Em ada etapa,ada proessador envia/reebe O(1) dados (indiando v�erties determinados na etapa anterior).Numa etapa em que os GDAGs têm dimens~ao (m+1)�(n+1), o tempo gasto �e O(n+m logm).A ada etapa, m �e reduzido pela metade, valendo na=2 na primeira. n = nb em todas as etapas.Disto onlui-se que o tempo gasto em todas as etapas �e O(nb log p+ na log na).Os trehos do aminho ontidos em GDAGs b�asios podem ser determinados em tempoO(nb+na=p) se os dados usados durante a exeu�~ao do Algoritmo 4.1 (ALCS seq�uenial) foremmantidos, oupando espa�o O(nanb=p). Isto est�a indiado no Teorema 4.1. No entanto, �e maisinteressante n~ao manter estes dados, para poupar espa�o. Quando o aminho entre dois v�ertiesespe���os for requerido, usa-se um algoritmo seq�uenial para o LCS que enontre este aminhoem tempo O(nanb=p) usando espa�o linear (ver Se�~ao 2.1.2).



CAP�ITULO 4. PROBLEMA DA MAIOR SUBSEQ�UÊNCIA COMUM 93TU (i) = TS(i)

FU (j) = FI(j)
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Figura 4.12: Obten�~ao do v�ertie intermedi�ario do aminho entre TU (i) e FU (j). Os aminhosindiados em S v~ao de TU (i) at�e os v�erties indiados por DiS . Os aminhos em I v~ao dosv�erties indiados em DjIrev at�e FU (j). Junto a ada v�ertie indiado por DiS temos o pesototal do maior aminho at�e FU (j) que passa por este v�ertie. Este peso envolve a ontagem dosv�erties indiados em DjIrev que est~ao �a esquerda do v�ertie.Cada proessador determina ent~ao um treho da maior subseq�uênia omum. Todos ostrehos podem ser enviados a um �unio proessador em uma �unia rodada de omunia�~aoIsto nos d�a o seguinte resultado, que une as disuss~oes desta se�~ao om o resultado doTeorema 4.7:Teorema 4.10 Dadas duas adeias A e B, respetivamente de omprimentos na e nb, a de-termina�~ao da maior subseq�uênia omum pode ser resolvido por p < pna proessadores emtempo O �nanbp �, espa�o O(nbpna) por proessador e O(C log p) rodadas de omunia�~ao emque O(nap1=C + nb) dados s~ao transferidos de/para ada proessador.



Cap��tulo 5Conlus~oesProblemas de alinhamento de adeias est~ao entre os mais importantes problemas apli�aveis �abiologia moleular. Atualmente, a quantidade de dados dispon��veis �e enorme, sendo neess�arioum grande poder de proessamento para que estes dados possam ter sua utilidade explorada.T�enias de proessamento paralelo têm sido exploradas h�a v�arios anos na resolu�~ao destesproblemas. Por�em, boa parte da literatura obre t�enias espe���as para o modelo PRAM,dif��eis de adaptar para m�aquinas real��stias. Em partiular, o problema LCS �e abordado dediversas maneiras distintas em [10, 11, 31, 32℄, mas os algoritmos apresentados n~ao s~ao �otimos(om exe�~ao de [32℄, base para os resultados do Cap��tulo 4) e dependem muito da existênia deuma mem�oria ompartilhada.No aso do paralelismo de granularidade grossa, uma t�enia bastante explorada �e a mostradano Cap��tulo 2. Esta t�enia �e adequada em muitas aplia�~oes pr�atias, mas o desempenho podeser omprometido se o n�umero de proessadores for muito elevado e a rede de omunia�~ao forlenta.No aso espe���o do problema LCS, a t�enia aqui apresentada �e a que depende menosde omunia�~ao entre proessadores (pelo nosso onheimento), por utilizar apenas O(log p)rodadas de omunia�~ao. Esta arater��stia deve ontrabalan�ar a maior omplexidade doalgoritmo em sistemas om grande n�umero de proessadores, ou seja, esta t�enia apresenta boaesalabilidade. Num futuro pr�oximo, ela ser�a implementada e omparada om t�enias maissimples. Parte dos resultados aqui apresentados foi submetida e aeita para publia�~ao em anaisno 17th International Parallel and Distributed Proessing Symposium (IPDPS 2003).No aso do problema ATS (Cap��tulo 3), n~ao h�a resultados publiados de nosso onheimentoque utilizem modelos de granularidade grossa. O algoritmo aqui apresentado foi publiado(SPAA 2002) [2℄, devendo tamb�em, num futuro pr�oximo, ser implementado e avaliado na pr�atia.A experiênia obtida no desenvolvimento destes dois algoritmos CGM india uma aborda-gem promissora para futuros desenvolvimentos. Duas fontes de onheimento pr�evio devem serexploradas: os algoritmos seq�ueniais e os algoritmos PRAM. Os algoritmos seq�ueniais servem(n~ao neessariamente) para a resolu�~ao de subproblemas, no aso de abordagens de divis~ao-e-94



CAP�ITULO 5. CONCLUS~OES 95onquista. Os algoritmos PRAM exp~oem o paralelismo do problema de uma forma bastanteampla.As prinipais di�uldades na adapta�~ao de t�enias PRAM para o CGM est~ao na ausênia deuma mem�oria ompartilhada (o que pode impliar em replia�~ao de dados e aumento do espa�orequerido) e na neessidade de reduzir o n�umero de etapas de omunia�~ao. As diferen�as entreos algoritmos aqui apresentados e os algoritmos PRAM mais pr�oximos ([32, 40℄) ilustram omoesta tarefa pode ser omplexa. No entanto, �e f�ail adaptar um algoritmo CGM para uma m�aquinareal de mem�oria distribu��da, o que justi�a o uso do modelo.H�a uma enorme gama de problemas que ainda podem ser explorados. A partir dos resultadosj�a obtidos, podemos seguir pelas seguintes linhas:� Generaliza�~ao de ustos de edi�~ao, onsiderando ustos difereniados para remo�~ao ouinser�~ao de v�arios s��mbolos ont��guos, por exemplo.� Restri�~ao de ustos de edi�~ao, onsiderando apenas a distânia de Levenshtein ou, demaneira mais gen�eria, ustos de valor inteiro. O algoritmo aqui apresentado para o LCSdeve forneer uma base para estas pesquisas.� Uso de t�enias apropriadas para alfabetos pequenos, omo as apresentadas em [34, 35℄.Estas t�enias levam a algoritmos seq�ueniais sub-quadr�atios para problemas de alinha-mento, devido ao surgimento freq�uente das mesmas subadeias nas adeias que est~ao sendoomparadas, mas no momento s~ao onsideradas de pouo uso pr�atio.� Estudo da Busa Aproximada por Cadeias [23, 25, 41℄, em que se proura uma adeiadentro de um texto, tolerando-se uma quantidade m�axima k (�xa) de erros.� Estudo do Alinhamento M�ultiplo, em que se proura a similaridade dentro de um grupode adeias, n~ao apenas a ompara�~ao par a par. Este �e um problema mais elaborado, quen~ao foi explorado neste trabalho.� Opera�~oes de edi�~ao mais so�stiadas, omo invers~ao ou repeti�~ao de subadeia.As t�enias a serem usadas em ada um destes problemas podem ser bastante diferentes dasque foram usadas nesta tese. Esta lista, que obviamente n~ao est�a ompleta, serve para destaaro fato de que esta tese n~ao esgota o assunto de que trata, mas abre aminho para novas pesquisasna �area.



Apêndie AC�alulos de ComplexidadeFaremos um �alulo mais preiso do tempo de exeu�~ao do Algoritmo 3.2, onsiderando aquios trehos efetivamente usados de meioU em ada varredura. Este �alulo foi simpli�ado noCap��tulo 3 para demonstra�~ao de omplexidade assint�otia, mas o �alulo mais preiso �e ne-ess�ario para demonstrar a qualidade do algoritmo paralelo da Se�~ao 3.4. Mais exatamente, este�alulo �e neess�ario para que se estabele�a uma rela�~ao entre o usto do maior subproblemaposs��vel e o usto total de todos os subproblemas, o que india qu~ao bom �e o esalonamento desubproblemas para os proessadores.Antes, de�nimos fun�~oes que ir~ao failitar a apresenta�~ao. As seguintes fun�~oes j�a foramapresentadas anteriormente:w : N+ ! N; w(n) = maxfx j n � 0 (mod 2x)gW : N+ ! N; W (n) =Pni=1 w(i)�E importante notar que todos os valores de i entre 1 e n tais que w(i) � x s~ao m�ultiplos de2x e os valores tais que w(i) > x s~ao m�ultiplos de 2x+1. Disto deorre a a�rma�~ao a seguirA�rma�~ao A.1 Os valores de i entre 1 e n tais que w(i) = x formam uma progress~ao aritm�etiade termo geral 2x(1 + 2u), 0 � u � �n�2x2x+1 � .De�ni�~ao A.1 (fun�~oes W2, W3 e W4)W2 : N+ ! N; W2(n) = nXi=1 w(i)iW3 : N+ ! N; W3(n) = nXi=1 12w(i)W4 : N+ ! N; W4(n) = nXi=1 i2w(i)96



APÊNDICE A. C�ALCULOS DE COMPLEXIDADE 97Pelo Lema 3.2 sabemos que W (n) = n + O(log n)1. Os lemas a seguir determinam o om-portamento assint�otio de W2, W3 e W4.Lema A.1 W2(n) = n22 +O(n logn)Prova. Como feito na demostra�~ao do Lema 3.2, usamos a nota�~ao de Iverson para esreverw(i) =Pblog nj=1 [i � 0 (mod 2j)℄ e portantoW2(n) = nXi=1 0�blog nXj=1 [i � 0 (mod 2j)℄1A i = blog nXj=1 nXi=1 [i � 0 (mod 2j)℄i =blog nXj=1 j n2j kXk=1 k2j = blog nXj=1 2j � n2j � �1 + n2j �2 (A.1)
A partir de A.1 podemos deduzir os limites a seguir.W2(n) � blog nXj=1 2j � n2j � 1� n2j2 = n2 blog nXj=1 � n2j � 1� = n2 �n� n2blog n � blog n�� n22 � n� n2 blog nW2(n) � blog nXj=1 2j n2j � n2j � 1�2 = n2 blog nXj=1 � n2j + 1� = n2 �n� n2blog n + blog n�� n22 � n2 + n2 blog nAssim W2(n) = n22 +O(n logn) 2Lema A.2 W3(n) = 2n3 +O(1)Prova. Usando novamente a nota�~ao de Iverson, [w(i) = x℄ �e 1 se w(i) = x, 0 aso ontr�ario.Assim sendoW3(n) = nXi=1 12w(i) = blog nXx=0  12x nXi=1 [w(i) = x℄! = blog nXx=0 12x � n2x+1 +O(1)� =0�blog nXx=0 n2x+11A+O(1) = n2 � 1� 4�blog n34 +O(1) = 2n3 �1� 1n2�+O(1) =2n3 +O(1)1Usamos aqui o seguinte \abuso notaional" [21℄: f(n) = g(n)+O(h(n)) se e somente se jf(n)�g(n)j = O(h(n)).



APÊNDICE A. C�ALCULOS DE COMPLEXIDADE 982Lema A.3 W4(n) = n23 +O(n)Prova. W4(n) = nXi=1 i2w(i) = blog nXx=0  12x nXi=1 [w(i) = x℄ � i! (A.2)Usando a A�rma�~ao A.1 podemos alular a somat�oria interna de A.2 tratando-a omo asoma dos termos de uma progress~ao aritm�etia.nXi=1 [w(i) = x℄ � i = 2x jn�2x2x+1 kXu=0 (1 + 2u) = 2x � 12 �n+ 2x2x+1 ��2 + 2�n� 2x2x+1 ��Manipulando esta express~ao, hegamos �as seguintes desigualdades:n22x+2 � n2 + 2x�2 � nXi=1 [w(i) = x℄ � i � n22x+2 + n2 + 2x�2 (A.3)Com A.3 apliada a A.2 podemos enontrar um limite inferior e um superior para W4(n).Operando sobre o limite inferior:W4(n) = � blog nXx=0 12x � n22x+2 � n2 + 2x�2� = blog nXx=0 � n222x+2 � n2x+1 + 14� =n24 � 1� 4�blog n34 +O(n) = n23 +O(n)Para o limite inferior para W4(n) obtemos resultados semelhantes, o que ompleta a demons-tra�~ao do lema. 2A estimativa para o Algoritmo 3.2 dentro do ontexto apresentado na Se�~ao 3.2 �e dadaabaixo. Como no aso da demonstra�~ao do Teorema 3.3, estamos ignorando as varreduras feitasom os extremos de origS e destI . Desta vez, no entanto, estamos separando origS e destI naspartes referentes a ES , TS , FI e DI .T (t; k) = k�1Xi=1 vd(i; t� k + i+ 1; i + 1)| {z }TFI(t;k) + t�2Xi=k vd(i; t; k)| {z }TDI(t;k) +t�kXi=1 vo(i; t; k)| {z }TES(t;k) + t�2Xi=t�k+1 vo(i; 2t� k � i+ 1; t� i)| {z }TTS(t;k) (A.4)



APÊNDICE A. C�ALCULOS DE COMPLEXIDADE 99A prinipal diferen�a deste �alulo para o realizado anteriormente �e no uso das fun�~oes vd e vo.Para varreduras lideradas por v�erties de TS foram onsiderados apenas v�erties alan��aveis dedestI , o que se reete no segundo parâmetro de vo, e os trehos de meioU que podem ser usados,o que se reete no tereiro parâmetro de vo. Considera�~oes semelhantes foram feitas para asvarreduras lideradas por v�erties de FI . Expandindo as fun�~oes vd e vo segundo a De�ni�~ao 3.3em ada termo de A.4, j�a desprezando os termos de ordem inferior (o(k2)), temos:TFI(t; k) = k�1Xi=1 �w(i)i + 2(t� k + i)� t� k + i2w(i)�1 �+ o(k2) =W2(k) + 2tk � 2k2 + k2 � 2(t� k)W3(k)� 2W4(k) + o(k2) =2tk3 � k26 + o(k2)TDI(t; k) = t�2Xi=k �w(i)k + 2t� t2w(i)�1�+ o(k2) =(W (t)�W (k))k + 2t2 � 2tk � 2t(W3(t)�W3(k)) + o(k2) =2t23 + tk3 � k2 + o(k2)TES(t; k) = t�kXi=1 �w(i)k + 2t� t2w(i)� =W (t� k)k + 2t(t� k)�W3(t� k)t+ o(k2) =4t23 � tk3 � k2 + o(k2)TTS(t; k) = t�2Xi=t�k+1�w(i)(t � i) + 2(2t� k � i)� 2t� k � i2w(i) � =t(W (t)�W (t� k))� (W2(t)�W2(t� k)) + 2k(2t � k)� k(2t� k)�(2t� k)(W3(t)�W3(t� k)) +W4(t)�W4(t� k) + o(k2) =4tk3 � k26 + o(k2)Reunindo os resultados anteriores �a equa�~ao A.4 temosT (t; k) = 2t2 + 2tk � k23 + o(k2) (A.5)Podemos ent~ao provar o seguinte lema:



APÊNDICE A. C�ALCULOS DE COMPLEXIDADE 100Lema A.4 A raz~ao entre o maior tempo de exeu�~ao poss��vel para um subproblema que surgeda deomposi�~ao desrita na Se�~ao 3.4.2 e o tempo total de todos os subproblemas �e inferior a12qProva. O tempo total de todos os subproblemas pode ser estimado pela equa�~ao A.5. Omaior tempo poss��vel para um subproblema �e o que oorre quando t0 � t2q v�erties de ES e t0v�erties de DI est~ao envolvidos, sendo que todos os v�erties de meioU devem ser explorados (talsubproblema pode de fato apareer). A seguir temos o �alulo de uma estimativa de tempo, boaa menos de uma onstante multipliativa que �e essenialmente a mesma envolvida no �alulo dotempo total.TSubmax(t; k; q) = t0�1Xi=1 vd(i; t0; k) + t0�1Xi=1 vo(i; t0; k) =t0�1Xi=1 �w(i)k + 2t0 � t02w(i)�1�+ t0�1Xi=1 �w(i)k + 2t0 � t02w(i)�+ o�k2q � =t0�1Xi=1 �2w(i)k + 4t0 � 3t02w(i)� = 2W (t0)k + 4(t0)2 � 3W3(t0)t0 + o�k2q � =2kt0 + 2(t0)2 + o�k2q � = ktq + t22q2 + o�k2q �Com isto, usando o fato de que k � t, temos as seguintes desigualdades:T (t;k)2q = 2t2 + 2tk � k232q + o�k2q � = t2q + tkq � k26q + o�k2q � �t2q � t26q + tkq + o�k2q � = 5t26q + tkq + o�k2q � > TSubmax(t; k; q) 2Com rela�~ao ao espa�o neess�ario para ada subproblema, podemos provar o seguinte lema:Lema A.5 A raz~ao entre o maior espa�o poss��vel neess�ario para um subproblema que surge dadeomposi�~ao desrita na Se�~ao 3.4.2 e o espa�o total para todos os subproblemas �e inferior a56qProva. Chamamos E(t; k) o espa�o neess�ario para um subproblema para ertos valores de t ek. ESubmax(t; k; q) �e o maior espa�o poss��vel para um subproblema.O espa�o neess�ario para armazenar AL0S e AL0I �e 2tk � k2 e o neess�ario para armazenarAL0U �e t2 � k22 , totalizando E(t; k) = 2tk + t2 � 3k22 (veja Figura 3.3). O maior subproblemaposs��vel usaria espa�o ESubmax(t; k; q) = 2(t0)k + (t0)2 = tkq + t24q2 para as partes neess�arias deAL0S , AL0I e AL0U , orrespondendo a um bloo t0 � t0 de AL0U e uma faixa t0 � k de ada matrizAL0S e AL0I . Estes valores s~ao estimativas boas a menos de uma mesma onstante multipliativa.



APÊNDICE A. C�ALCULOS DE COMPLEXIDADE 101Assim sendo, 56q � E(t; k) = 20kt+ 10t2 � 15k212q = ktq + 8kt+ 10t2 � 15k212qComo 1 � k � t, o segundo termo �e m��nimo para k = t. Considerando tamb�em que q � 1 temos56q �E(t; k) � ktq + 8t2 + 10t2 � 15t212q = ktq + t24q � ktq + t24q2 = ESubmax(t; k; q) 2
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REFERÊNCIAS BIBLIOGR�AFICAS 105[41℄ J. Setubal and J. Meidanis. Introdution to Computational Moleular Biology. PWS Pu-blishing Company, 1997.[42℄ Leslie G. Valiant. A bridging model for parallel omputation. Communiation of the ACM,33(8):103{111, 1990.[43℄ Leslie G. Valiant. General purpose parallel arhitetures. In J. van Leeuwen, editor, Hand-book of Theoretial Computer Siene, pages 943{972. Elsevier/MIT Press, 1990.[44℄ S. Wu, U. Manber, G. Myers, and W. Miller. An O(NP ) sequene omparison algorithm.Information Proessing Letters, 35:317{323, 1990.[45℄ Tien K. Yap and Robert L. Martino. Parallel omputation in biologial sequene analysis.IEEE Transations on Parallel and Distributed Systems, 9(3):1{12, 1998.


