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Resumo Nesse artigo, usamos a expansdo de Shannon para converter
uma expressao booleana para uma forma canénica, denominada forma
normal condicional, que descreve uma drvore de decisGo para essa ex-
pressdo. Em seguida, mostramos como um diagama de decisdo bindria
pode ser obtido a partir da otimizagdo de uma arvore de decisao, defi-
nimos algumas operagoes sobre essa estrutura de dados e apresentamos
uma implementagdo em PROLOG.

1 Expressoes booleanas

Formalmente, a sintaxe de uma expressao booleana ¢ é definida pela gramética
ex=0]|1]z;|~elehe|eVe|e—el|e—ce, (1)

onde 0 e 1 denotam, respectivamente, as constantes falso e verdade; x; denota
uma varidvel proposicional; e os operadores -, A, V, — e < denotam, respecti-
vamente, nega¢ao, conjuncao, disjun¢ao, implicagdo e bi-implicagdo .

Por convengéo, associamos prioridades aos operadores (em ordem decres-
cente: =, A, V, — e <) e, para resolver ambigiiidades ou alterar a prioridade
relativa entre eles, utilizamos parénteses.

Sejam € uma expressao booleana e v uma valoragdo para € (i.e. um mapea-
mento que associa a cada varidvel z; € e um valor v(z;) € {0,1}). Entao, o valor
de € pode ser definido, indutivamente, da seguinte maneira:

I
I~

(me)=0<=0(e) =1

- ’U(El /\52) =1« ’U(El) = ’U(EQ) =1

- ’U(El \/52) =0« ’U(El) = ’U(EQ) =0

— ’U(El —>52) =0 <:>’U(81) =1le ’U(EQ) =0
— ’U(El — 52) =1« ’U(El) = ’U(EQ)

2 Expansao de Shannon

Sejam £ uma expressao booleana e e[c/x] a expressdo obtida a partir de e,
substituindo-se toda ocorréncia da varidvel x pela constante ¢ € {0,1}. A ex-
pansdo de Shannon da expressao €, com relacao a varidvel x, é dada por
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e=ell/x]Vel0/x]. (2)
Com base nessa equivaléncia, definimos o operador condicional ite! como
ite(z,e,e) = (x Ae) V (max A e), (3)

ou seja, ite(x, e, &) é verdade se o teste x e a expressao € sao verdadeiros ou se
o teste x é falso e a expressao ¢’ é verdadeira.

Todo operador utilizado na gramética (1) pode ser expresso por meio do
operador condicional ite, veja:

— —x =ite(x, 1,0)

— 21 ANy =ite(x1, 1 Axo,0A zg) = ite(xy, x2,0) = ite(xy, ite(za,1,0),0)

— 21 Vag =ite(xy, 1V a2,0V z) =ite(xy, 1, x0) = ite(xy, 1, ite(xs, 1,0))

— 21 — xo = ite(x1, 1 — 22,0 — x2) = ite(x1, x2, 1) = ite(xq, ite(x2,1,0),1)
— 21 & xo = ite(ry1, 1 & 22,0 > x2) = ite(xy, ite(xz, 1,0), ite(x2,0,1))

3 Forma normal condicional

Uma expressao booleana estd na forma normal condicional se e s se contém
apenas constantes, varidveis e o operador condicional ite, com todos os testes
realizados sobre varidveis e com varidveis ocorrendo apenas como testes [1].

Toda expressao booleana € pode ser convertida, indutivamente, para a forma
normal condicional:

— se ¢ s6 contém varidveis de teste, ela ja esta na forma normal condicional;
— senao, enquanto houver uma varidavel x € € que nao seja teste, reescreva &
como ite(z, e[1/x],e[0/x]).

Como exemplo, vamos converter a expressao booleana (x1 V z2) A (22 V x3)
para a forma normal condicional:

($1 \Y $2) A\ (332 \Y $3)

= ite(x1, (1 V ax2) A (22 V 23), (0V 22) A (22 V 23))
=ite(x1, 22 V T3, x2)

= ite(x, ite(zo, 1V 25,0 V 23, ite(x2,1,0))

= ite(x, ite(xa, 1, x3,ite(x2, 1,0))

= ite(x1, ite(xa, 1, ite(xs, 1,0), ite(xo, 1,0))

4 Arvore de decisao

A forma normal condicional de uma expressao booleana descreve um grafo, de-
nominado drvore de decisdo, que define o valor dessa expressdo sob toda va-

L if-then-else
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loracao possivel de suas varidveis. Por exemplo, a arvore de decisao corres-
pondente & expressdo (z1 V 22) A (z2 V x3), cuja forma normal condicional é
ite(x, ite(xo, 1, ite(xs, 1, 0), ite(za, 1,0)), pode ser vista na figura 1.

Numa arvore de decisao, folhas sdo rotuladas com constantes e os demais nés
sao rotulados com variaveis. Ademais, cada né interno x; tem um filho esquerdo
(assumindo z; = 1) e um filho direito (assumindo x; = 0). Na representagao
grafica da drvore de decisao, os filhos esquerdo e direito sao indicados através de
linhas continuas e pontilhadas, respectivamente.

0[]

Figura 1. Arvore de decisio para a expressao (z1V z2) A (z2 V x3)

Embora arvores de decisao sejam um dispositivo muito util para representar
fungoes booleanas, freqlientemente, elas podem apresentar muita redundancia.
Veja, por exemplo, a drvore de decisao para a expressao (x1 <> x2) A (T3 <> 14)
(figura 2), cuja conversao para a forma normal condicional é apresentada a seguir:

(331 — .132) A (333 — .134)
= ite(x1, (1 & x2) A (z3 < 24), (0 > 22) A (23 & 24))
= ite(x1, x2 A (T3 < 24), "2 A (T3 < 24))
= ite(x1, ite(za, 1 A (x3 > x4),0 A (23 < x4)), T2 A (T3 < 24))
= ite(xy, ite(xa, x3 < x4,0),ite(x2, 0 A (x3 < x4), 1 A (23 < 24)))
= ite(x1, ite(xa, x3 < x4,0),ite(x2,0, 13 < x4))
= ite(xq, ite(xa, ite(xs, 1 <> 14,0 > x4),0), ite(xs, 0, ite(x3, 1 < 14,0 < 14)))
= ite(xy, ite(xa, ite(xs, x4, 4),0), ite(xs, 0, ite(xs, T4, 74)))
= ite(x1, ite(xa, ite(xs, ite(xq, 1,0), nx4), 0), ite(xa, 0, ite(xs, ite(xy, 1,0), 7x4)))
= ite(x1, ite(xa, ite(xs, ite(xq, 1, 0), ite(x4,0,1)),0),
ite(xa, 0, ite(xs, ite(xq, 1,0), ite(x4, 0, 1))))
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Figura 2. Arvore de decisdo para a expressao (z1 < x2) A (3 < x4)

5 Diagrama de decisao binaria

Como podemos observar na figura 2, parte da redundancia existente numa arvore
de decisao pode ser eliminada através do compartilhamento de subgrafos iso-
morfos (e.g. os subgrafos para as expressoes ite(xy4,1,0) e ite(xy,0,1). De fato,

quando todo subgrafo isomorfo é compartilhado, a arvore de decisao é trans-

formada num grafo dirigido aciclico, denominado diagrama de decisao bindria
(BDD).

Particularmente, quando a ordem das varidveis de teste nos caminhos que
levam da raiz até uma folha é sempre a mesma, o grafo obtido pelo compar-
tilhamento de subgrafos isomorfos é denominado diagrama de decisao bindria
ordenado (OBDD). A figura 3 mostra o resultado do compartilhamento dos sub-
grafos isomorfos da arvore apresentada na figura 2.

As vezes, ap6s o compartilhamento de subgrafos, alguns testes podem se
tornar redundantes. Para eliminar um teste redundante, basta excluir o né que
representa esse teste e redirecionar todo arco de entrada desse né para o seu
filho (figura 4). Quando todos os testes redundantes num diagrama de deciséo
bindria ordenado sao eliminados, o grafo resultante é denominado diagrama de
decisdo bindria ordenado reduzido (ROBDD) [2].
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Figura 3. Compartilhamento de grafos isomorfos na arvore de decisao da figura 2

Os ROBDD’s apresentam algumas propriedades importantes [1]:

— para toda expressao booleana hé um 1inico ROBDD correspondente;
— proporcionam uma representacao compacta para expressoes booleanas;
— possibilitam algoritmos muito eficientes para manipulagao das expressoes.

6 Algoritmos para manipulacao de ROBDD’s

Em termos de estruturas de dados, um ROBDD é uma tabela T : n — (v,t, f),
que associa a cada identificador n um né com varidvel de teste v, filho esquerdo ¢
e filho direito f. Ademais, devido ao compartilhamento de subgrafos, a tabela T'
tem uma inversa T~! : (v, ¢, f) — n, mapeando nés em identificadores, que serd
utilizada para garantir que os diagramas sejam reduzidos. Também assumiremos
que T'(n) =T~ 1({v,t, f)) = nil, sempre que (n, (v,t, f)) ¢ T.

Nessas tabelas, os identificadores sdo 0, 1,2, ... (sendo 0 e 1 reservados para
os nds terminais), as varidveis 1, Za, ... sdo representadas pelos indices 1,2, ...
e a ordem em que as varidveis sao testadas é definida pelos seus indices.

Para facilitar a representacao dos algoritmos, trataremos a tabela T como
uma varidvel global e escreveremos |T'| para denotar o nimero de entradas exis-
tentes na tabela T'.
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Figura 4. Compartilhamento de grafos isomorfos e eliminagdo de testes redundantes

6.1 Inicializagao da estrutura

O algoritmo INIT recebe uma entrada m, indicando o niimero méaximo de variaveis
existentes na expressao booleana a ser representada, e inicia tabela T com duas
tuplas especiais, representando os nds terminais 0 e 1. Ademais, para garantir
a uniformidade no tratamento dos nés do ROBDD, os terminais sdo associados a
varidvel Z,,41.

INTT[T] ()
1 T — {(0,(m + 1,nil,nil)), (1, (m + 1, nil, nil)) }

6.2 Insercao de nés
Inicializada a estrutura, podemos inserir um né usando o algoritmo INS:

INS[T](v, ¢, f)

1 set= f ent8o devolvat
2 n T (vt )

3 se n = nil entdo

5 n«—|T|

6 T —TU{(n (v,t, )}
7 devolvan

Quando tentamos inserir um nd, caso esse no seja redundante, a fungao INS
simplesmente devolve o identificador de seu filho; caso esse né ja tenha sido
criado anteriormente, a funcao devolve seu identificador e, finalmente, caso o né
seja novo, a funcao o cria e devolve seu identificador.
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6.3 Construcao do diagrama de decisao

O algoritmo BUILD recebe uma expressao na forma normal condicional, cria uma
tabela com os nés do diagrama de decisao reduzido para essa expressao e devolve
o identificador para o né raiz desse diagrama.

BuiLD(ite(v, et,€7))

1 se ey, e5 € {0,1} ent8o devolva INS(v, e, e)

2 se ey € {0,1} entdo devolva INS(v,BUILD(g¢),e5)
3 se e € {0,1} entdo devolva INS(v,e,,BUILD(ey))
4 devolva INS(v,BUILD(g¢),BUILD(gy))

Na figura 5, podemos ver como a execucao do algoritmo BUILD, para a
expressao ite(xy, ite(xa, ite(xs, 0,1), 1), ite(xs, 1,0)), dispara chamadas ao algo-
ritmo INS, que insere nés no diagrama sendo construido (observe que a cons-
trugdo é feita seguindo uma estratégia de busca depth-first).

build(ite(1,ite(2,ite(3,0,1),1),ite(3,1,0))) => 5:<1,3,4>

/ \
build(ite(2,ite(3,0,1),1) => 3:<2,2,1> build(ite(3,1,0)) => 4:<3,1,0>
|
|
build(ite(3,0,1)) => 2:<3,0,1>

Figura5. Inser¢oes em T, realizadas pela execugao do algoritmo BUILD

6.4 Operagoes booleanas entre diagramas

Todas as operagoes booleanas sao implementadas pelo mesmo algoritmo genérico
APPLY, que baseia-se na seguinte equivaléncia:

ite(x, ey, e7) opite(z, &}, g’f) = ite(x, e, 0pel, ef 0p Elf) 4)

Assim, para efetuarmos uma operacao booleana entre duas expressoes, basta
aplicarmos essa transformagao, recursivamente, a partir das raizes dos diagramas
dessas expressoes. Para maior eficiéncia, o algoritmo apresentado a seguir utiliza
a técnica de memoizacdo?, implementada por meio da tabela M.

APpPLY(0p,T1,72)
1M~
2 devolva APPLY'(op,r1,72)

2 Programacao dinamica sob demanda.
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ArPLY'[T, M](op,T1,72)

se M ({(r1,r2)) # nil entdo devolva M ({r1,r2))

(v1,t1, f1) — T(r1)

(va, t2, f2) — T(r2)

se ri,r2 € {0,1} ent&o 7 «— op(r1,r2)

sendo se v1 = vz entdo 7 « INS(v1,APPLY'(0p, t1, t2),APPLY' (0p, f1, f2))
sendo se v1 < v2 entdo 7 «— INS(v1,APPLY’(0p, t1,72),APPLY’ (0p, f1,72))
sendo se v1 > v2 entdo 7 « INS(v2, APPLY'(0p, r1,t2),APPLY (0p, 71, f2))
M — M U{({r1,r2),7)}

devolvar

© 00N O WN -

7 Implementacao de ROBDD em Prolog

% bdd.pl (16/Set/2005, Silvio Lago)
1= dynamic t/2, c/1, m/3.
% inicializa a tabela para uma expressao com m variaveis

init(M) :-
clear(t),
assert (t (0, [M+1,nil,nil])),
assert(t(1, [M+1,nil,nill)),
count (2) .

% insere um no N na tabela

ins(N, [_,N,N]) :- !.
ins(N, [V,T,F]) :- t(N,[V,T,F1), !.
ins(N, [V,T,F]) :- count(N), assert(t(N,[V,T,F])).

% constroi um diagrama com raiz R, a partir de uma expressao na forma normal condicional

build(R,ite(V,T,F)) :- member(T,[0,1]), member(F,[0,1]), ins(R,[V,T,F]), !.
build(R,ite(V,T,F)) :- member(F,[0,1]), build(A,T), ins(R,[V,A,F]), !.
build(R,ite(V,T,F)) :- member(T,[0,1]), build(B,F), ins(R,[V,T,Bl), !.
build(R,ite(V,T,F)) :- build(A,T), build(B,F), ins(R,[V,A,B]).

% aplica um operador booleano a duas expressoes Rl e R2 e devolve raiz R

apply(Op,R1,R2,R) :-
clear(m),
app(0p,R1,R2,R) .

app(_,R1,R2,R) :- m(R1,R2,R), !.

app(0p,R1,R2,R) :-
t(R1, [V1,T1,F1]),
t(R2, [V2,T2,F2]),
((member (R1, [0,1]), member(R2,[0,1])) -> E =.. [Op,R1,R2,R], call(E)
; V1=V2 -> app(0Op,T1,T2,TR), app(Op,F1,F2,FR), ins(R,[V1,TR,FR])
; Vi<v2 -> app(Op,Ti,R2,TR), app(Op,F1,R2,FR), ins(R,[V1,TR,FR])
; V1>V2 -> app(Op,R1,T2,TR), app(Op,R1,F2,FR), ins(R,[V2,TR,FR])),
assert(m(R1,R2,R)).

% predicados auxiliares
clear(T) :- current_predicate(T,H), retractall(H).

count(N) :- nonvar(N), !, clear(c), assert(c(N)).
count (N) :- retract(c(N)), succ(N,M), assert(c(M)).
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show(D,U) :- member(U,[0,1]), tab(D), format(’~w™n’,[U]).
show(D,U) :- tab(D), t(U,[V,T,F]), format(’x~w™n’,[V]),
succ(D,D1), show(D1,T), show(D1,F).

and(X,Y,Z) :- ((X=1, Y=1) -> Z=1 ; Z=0).

or(X,Y,Z) :- ((X=0, Y=0) -> Z=0 ; Z=1).

% testes

t1l :- J compartilhamento de subgrafos
init(4),

build(R,ite(1,ite(2,ite(3,ite(4,1,0),ite(4,0,1)),0),
ite(2,0,ite(3,ite(4,1,0),ite(4,0,1))))),
show(0,R),

listing(t).
% x1
% x2
% x3
% x4
% 1
A (]
% x4
A (]
% 1
A (]
% x2
A (]
% x3
% x4
% 1
A
% x4
A (]
% 1

% t(0, [4 + 1, nil, nill).
% t(, [4 + 1, nil, nill).

% t(2, [4, 1, 0).
% t(3, [4, 0, 1D).
% t(4, [3, 2, 3.
% t(, [2, 4, 01).
% t(6, [2, 0, 4]).
% (7, [1, 5, 6]).
t2 :- % eliminacao de teste redundante

init(3),
build(R,ite(1,ite(2,ite(3,1,0),ite(3,1,0)),0)),
show(0,R),

listing(t).
% x1
% x3
% 1
YA 0
YA 0

% t(0, [3 + 1, nil, nill).
% t(, [3 + 1, nil, nill).
% t(2, [3, 1, oD).
% t(@3, [1, 2, 0D).

t3 :- 7 aplicacao de operador
init(3),
build(A,ite(1,0,1)), show(0,A), get0(L),
build(B,ite(2,1,0)), show(0,B), get0()),
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build(C,ite(3,1,0)), show(0,C), get0( ),
apply(and,A,B,R1),  show(0,R1), get0(.),
apply(or, R1,C,R2), show(0,R2), get0(.),

listing(t).
% x1
A 0
) 1
A
% x2
) 1
A (]
A
% x3
) 1
A 0
A
% x1
A 0
% x2
) 1
A 0
A
% x1
% x3
) 1
A 0
% x2
) 1
A x3
) 1

% t(0, [3 + 1, nil, nill).
% t(, [3 + 1, nil, nill).
% t(2, [1, 0, 11).
% (3, [2, 1, 01).
% t(4, [3, 1, 01).
% t(, [1, 0, 3.
% t(6, [2, 1, 4]).
% (7, [1, 4, 61).
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