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Olhando Mais ¢

Eudoxo, Dedekind, nimeros reais e
ensino de Matematica

Geraldo Avila
Departamento de Matematica — UnB
70 910 Brasilia - DF

Introducgao

No artigo que publicamos no numero 5 desta Revista, intitulado “Grandezas
Incomensuraveis e Numeros irracionais”, dissemos que a descoberta dos incomensuraveis,
na antiguidade, representou um momento de crise no desenvolvimento da matematica.
M ostraremos, no presente artigo, como essa crise foi superada, ainda no 4.° século a.C. Foi
o sabio Eudoxo (aprox. 408-355 a.C.), da escola de Platdo, quem desenvolveu uma teoria
das proporgdes que permitiu superar a dificuldade dos incomensuraveis sem a
necessidade dos ntimeros irracionais. Muito notavel ¢ o fato de que as mesmas idéias de
Eudoxo seriam utilizadas mais de dois milénios depds por Richard Dedekind (1831-1916)
na constru¢do de uma teoria rigorosa dos niimeros reais.

Igualdade de Fragoes

Para facilitar o entendimento do que devemos expor, comegamos recordando a defini¢do
de igualdade de fragdes. Por simplicidade, s6 lidaremos com numeros positivos (inteiros e
fracionarios); no caso dos inteiros, sdo eles os numeros naturais 1, 2, 3, 4, etc..

As fragdes surgem pela insuficiéncia dos niimeros naturais no trato de problemas que
envolvem divisdo em partes iguais. Tornam-se entdo necessarios introduzir o conceito de
igualdade de fracdes, soma, subtracdo,etc. Em particular, a igualdade de duas fragdes deve
traduzir o fato de que elas se reduzem por simplificacdo, & mesma fracdo irredutivel.

Exemplo:
g8  4x2 4
30 15%2 15
12 4x3 4
45 15x3 15’
de sorte que
g 12
30 45

Definimos entdo igualdade de fragdes como segue:

1of9 06/01/2010 12:58 PM



RPM 07 - Eudoxo, Dedekind, nimeros reais e ensino...

20f9
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Defimicdo I Diz que duas fragies — e — sdo igudis se existem nimeras primos entre 5,
n o

p e q, e numeros inteiros, a e b, tais que

m =ibp, n'=b§ &)

Embora esta definicdo traduz a idéia exata de igualdade de fracdo que desejamos
introduzir, ela € um tanto complicada e pouco pratica. Para chegarmos a uma definigao
mais simp les notemos que, se (1) e (2) se verificam entao

mn’=m’n. 3)
Reciprocamente, vamos mostrar que esta condigdo (3) implica a defini¢do anterior.

De fato, primeiro notamos que m e n podem ser escritos na forma (1), com p e q primos
entre si; basta tomar a como sendo o m.d.c. de m e n. Substituindo (1) em (3),obtemos

apn’=m’aq,
ou ainda

pn’=m’q.  (4)
Isto mostra que p divide m’q; como € primo com ¢, concluimos que ele divide m’, isto &,

existe um numero inteiro b tal que m’= bp; esta ¢ a primeira das relagdes (2). Levando
este valor em (4), vem

pn’=bpgq,
Donde se segue que n’= bq, que ¢ a segunda das relagdes (2).

Fica assim provado que a relacdo (3) ¢ equivalente a defini¢do 1 de igualdade de fracdes que
a precede; e ela ¢ muito mais simples e mais fécil de ser aplicada. E por isso que a usamos
para definir igualdade de fracdes:

- . woomoomt b e
Defimicdo 2 Diz que duas fragfes — & = sdoiguais se m'n isio &
H 1

1
=" smn=mn {3

=B

L

Nao vamos nos alongar numa construgdo dos niimeros racionais. Basta ter em mente que
eles sdo representados pelas fragdes: que fragdes iguais representam o mesmo nimero
racional; e que fragdes distintas representam nimeros racionais distintos.

Razao de grandezas Comensuraveis

Trataremos, em seguida, da definicdo de razao de duas grandezas da mesma espécie, como
segmentos retilineos ou areas ou volumes ou angulos ou massas, etc. Para fixar as idéias,
pensaremos apenas sem segmentos retilineos como sendo as grandezas de nossas
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. - . . . . .
consideragies. Vejamos, pois, como definir a razfio = de duas tais grandezas A e B, na
B

hipotese de que elas sejam comensuraveis, isto ¢, existe um segmento s contido um
numero inteiro de vezes m em A e outro numero inteiro de vezes n em B. Entdlo A=m s e
B =ns .Dizemos que s ¢ um submultiplo comum de A e B. Definimos entdo a razao de

A . e
que escrevemos na forma == - como sendo o nimero —
A paraB — B ”

- : . e MR
Defimicdo 3 Diz que 4 esid para B na razfio = ¢ 5e escreve
b

a4 _m
g n
se existe um segmento s tal que

A=ms eB=ns (6)

Esta definigdo requer alguns comentarios. Em primeiro lugar enfatizamos o fato de que A e
B

- . A . . b -
nio 30 nimeros, mas segmento!l Mo entanto, — serd o mimero = pela defimicdo que
B B

demos: m é a medida de A com o segmento s e n a medida de B com o mesmo segmento,
chamado, entdo a unidade de medida. Em segundo lugar, temos de nos certificar de que a
defini¢do dada tem significado unico e preciso. Pode muito bem acontecer que haja um
outro segmento s’ € nimeros m’e n tais que

A=m’s’e B=n’s’ (7)

. . m ) mo
Pela definigdio dada, a razdo de A para B sena — . MNada a objeta, desde que — 1isto ¢,
e Fod

.- e . moom

ma’=mn; mas sera 1sto verdade? Ese — = — de acordocom a definigio3 e —=—,
B # n R

sera verdade que vale a relagdo (7) com algum s’? Mostraremos a seguir que tudo isto ¢

verdade.
Primeiramente suponhamos que (6) e (7) se verifiquem. De (6) obtemos
nA =n(ms) = m (ns) = mB,
isto ¢, nA = mB, Substituindo aqui os valores dados em (7), vem
nm’s’=mn’s’

donde concluimos que mn =m’n, ou seja — = 2=, que responde afirmativamente 4
# '

primeira pergunta acima.
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Suponhamos agora que (5) e (6) se verifiquem. De (6) obtemos nA = mB como antes.
Dividindo A em m’segmentos iguais (a um certo s’) encontramos A = m’s’, que ¢ a
primeira das relagdes em (7). Substituindo em nA = mB, vem mB = n m’s’. Daqui e de (5)
segue-se que mB = m n’s’, donde B = n’s’, que ¢ a segunda das relagdes (7). Fica assim
respondida afirmativamente a segunda pergunta acima.

As demonstragdes dos dois paragrafos precedentes mostram que a definicdo 3 tem
significado Unico e preciso.

Do mesmo modo que a definicdo 1 ¢ equivalente 4 defini¢do 2, no caso de igualdade de
fragdes, também no caso de razdo de duas grandezas podemos mostrar a equivaléncia da
definicdo 3 com a defini¢do 4, dada a seguir.

o . . . L
Definicdo 4 Diz-que a A estd pra B na razdo = sen s =mB, isto é,
]

-2 onh —mB

n ®)

Para demonstrar que defini¢do def. 4 = def. 3 supomos que existem niimeros inteiros m e
n tais que nA = mB. Em seguida dividimos A em m segmentos iguais a um certo segmento
s: A = ms. Daqui e da relagdo anterior segue-se que nms = mB; logo, B = ns. Isto completa
a demonstracdo de que def. 4 = def. 3. Como ja provamos que def. = def. 4 (ap0s (7),
comecando com “De (6) obtemos...”), fica estabelecida a equivaléncia das duas defini¢des 3
e4.

o | b

Até aqui temos considerado razdes de grandezas no pressuposto de que elas sejam
comensuraveis. Antes de passarmos ao caso incomensuravel, vamos ilustrar a utilizacao
dessas idéias na demonstracdo de um importante teorema da Geometria Plana, chamado
Teorema de Tales: num mesmo plano trés retas paralelas determinam em duas retas
transversais segmentos proporcionais. Isto significa, de acordo com a Fig. 1, que:
PQ PO m

B e

QR Q'R

Fig. 1
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Faremos a demonstracdo deste teorema como se todos os segmentos fossem comen-
suraveis. Seja S um submultiplo comum de PQ e QR, de sorte que existem inteiros m

e n tais que PO = msS e QR = nS. Sobre PQ marcamos PS= ST = TU = ... =S, como
ilustra a Fig. 1, e tragcamos as retas SS’, TT’, UU’, ..., todas paralelas a PP’. A seguir tra-
camos as retas P’V’, S’X°, T’Y’, ..., paralelas a PQ. E facil verificar que os triangulos

P’V’S, SX°T’, T'Y’U’,... sdo todos iguais (congruentes!) entre si, de sorte que os seg-
mentos P’S’, S’T’, T’U’,... sdo também iguais a um mesmo segmento S’. Segue-se entdo
que P’Q’ = mS’, e de modo andlogo se prova que

Q’R’ =ns’; portanto,

P

(L]

fe_
Q'R

LN

5]

A definicao de Eudoxo

O Teorema de Tales ¢ de importancia fundamental em Geometria Plana, pois dele depende
toda a teoria sobre semelhanga de figuras; em particular, os teoremas sobre semelhanga de
triangulos. Mas sua demonstracdo, dada acima, pressupde, como vimos, que todos os
segmentos sejam comensuraveis. A descoberta dos incomensurdveis, na antiguidade,
solapou as bases dessa teoria e de outras mais, precipitando uma crise de fundamentos, a
primeira a ocorrer na Historia da M atematica. Era preciso encontrar uma saida, um modo
de demonstrar teoremas como o de Tales, mesmo que os segmentos envolvidos fossem
incomensuraveis.

. . . cC
Explicaremos agora como Eudoxo definiu a 1gualdade de duas razdes 5 & o 1T ESMO qUE 03

segmentos A e B, C e D fossem incomensuraveis. Embora A e B sejam segmentos ¢ nao

. e L. . . A - L
nameros, a def 4 atribui significado numénco drazdo = quando 4 e B sdo comensurdveis.
¥l

Eudoxo abre mao disso no caso incomensuravel. Para ele, o que realmente importa ¢ achar

. . - :
um tmeio de exprimir a 1gualdade de duas razfes —e—, e mesmo que nenhuma delas seja
E D N
um numero! Para 1sto notamos, da def 4 que, na hipdtese de comensurabilidade Eeﬁ= £
0 mesmo que escrever: dados os nimeros m e n, entao:
nA = mB < nC =mbD.

Acontece que, se A e B forem incomensuraveis, igualdades do tipo nA = mB nunca
ocorrerdo! Todavia, dados dois nimeros inteiros quaisquer m € n, podemos certamente
testar se

nA > mB, nA = mB ou nA <mB;

nC > mD, nC =mD ou nC < mbD.
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Pois bem, esse teste ¢ utilizado para definir igualdade de razdes (tanto no caso
comensuravel quanto no incomensuravel) como segue.

Defini¢do 5. Dados quatro segmentos A, B, C e D, diz-se que A est4 para B assim como

C
. L . C . : .
esta para D (1sto €, em nossa notagio, B = D ) 88, quaisquer que Sejam 08 NILMEros W e K,

entao
nA >mB < nC>mD, (9)
nA=mB< nC=mD, (10)
nA<mB<=nC<mD (11)

Esta definicdo merece varios comentarios. Antes, porém, mostraremos como utiliza-la na
demonstragdo do Teorema de Tales, mesmo que os segmentos envolvidos sejam
incomensuraveis. Para isso, dados m e n quaisquer, dividimos PQ em m partes iguais a um
certo segmento s, de sorte que PQ ms. Ao longo de QR marcamos n segmentos o,
perfazendo o segmento QS (fig. 2), isto ¢, QS = ns. £ . claro entdo que

@ = E,ou seja, nPQ =m . QF

D3 n

Pode ser que o ponto S caia entre Q e R, exatamente em R, ou além de R. Vamos supor a
primeira destas hipoteses, como ilustra a Fig, 2.

I'I \r

Entao,
n.PQ=m QS<m.QR
Tragando, a seguir, a reta SS’ paralela a PP, obtemos, como na demonstragao anterior:
P

el S seja n. PPQ'=m . 057,
lel n
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portanto,
n.P’Q’=m.Q’S<mQ’R’.
Fica assim provado que
n.PQ <m.QR=n. P’Q’<m.Q’R’.

O raciocinio ¢ 0 mesmo para provar a reciproca desta ultima implicagdo. Isto completa a
demonstragao de que

nPQ<mQR<=n.P’Q<m.Q’R’. (12)
De modo analogo se demonstra que

nPQ>mQR<n.P’Q>>m.Q’R’, (13)
¢ a demonstracao de

nPQ=mQR<n.P’Q’= m.Q’R’. (14)

¢ a mesma da versdo anterior do Teorema de Tales. De (12), (13), (14) e da def. 5
concluimos que:

PQ_PQ c.oD.
QR QR

Dedekind e os NUmeros Reais

A def. 5 encerra muita engenhosidade. Com efeito, ¢ admiravel ter ocorrido a alguém, ha
quase 2.400 anos, a idéia de definir igualdade de razdes mesmo quando ndo se pudessem
identificar essas razdes com nimeros. E como costuma acontecer com as idéias geniais, ela
¢ a0 mesmo tempo simples, razoavel e fecunda. Com ela foi possivel construir toda a
teoria das proporgdes*[le resolver uma grave crise nos fundamentos da Matematica. E
quando, no século XIX, quase 2.300 anos mais tarde, Dedekind elaborou uma teoria dos
numeros reais, ele foi buscar sua inspiracao na def. 5 de Eudoxo! Para bem entendermos
isto,

examinetmos cuidadosamente essa definicio. Ela exige que consideremos todas as fracdes

e - -
— e com elas facamos testes para saber se nd =mB . Isto leva a uma separacio das fragdes
P

o .
et duas classes: aclasse A1 das fragdes — tais que nd menor eigual mB e a classe A2
”

dacquelas para as quats n& =mPB. Podemos fazer outra separagio das frapdes em duas outras
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classes Aj e 43, utilizando os testes nC=mD enC >mD, respectivamente. Dedeland

. : A C .
percebeu que a definiciio de 1gualdade das razdes —e o’ dada por Eudoxo, correspondia
a coincidéncia das classes Ay e A5 e das classes A;e Ay" Mo fundo, a definicdo de Eudeoxo
associa a cada razdo 3 um par de classes & e Ay Este par de classes € o que Dedekind

chama de corte e que ele utiliza para definir nimero real.

Por exemplo, o corte que define o niimero real (irracional) +f2 é o par de classes &) e A5

2
: . ) . . e . .
assim descritor &) € o conpunto de todas as fracdes — tais que | — | < 2; sdo as “raizes
e e

gquadradas de 2 por falta”, como 1;1,1;1,41,1,48,1,417,1,4143;

o P P ”
E A5 constitui-se das fragdes — tais que “raizes por excesse’, cotno
#

5.2, 1.5, 148, 1417, 14145,

Escrevendo em 1887 ([1], pp. 39-40) o proprio Dedeking identifica a fonte de sua
inspiracdo: “... e se interpretarmos numero real como razdo de duas grandezas, ha de se
convir que tal interpretagdo ja aparece de maneira clara na célebre definicdo dada por
Euclides sobre igualdade de razodes (Elementos, V, 5). Ai reside a origem de minha teoria,
bem como a de Bertrand e muitas outras tentativas de construir os fundamentos dos
nimeros reais”.

A citagdo feita por Dedeking — Elementos, V, 5 — refere-se ao livro V dos “Elementos” de
Euclides, def. 5, que ¢ a definicdo de Eudoxo, que no presente artigo também parece com o
numero 5! A titulo de curiosidade, reproduzimos, a seguir, a defini¢do como se encontra
nos Elementos:

Diz-se que (quatro) grandezas estdo na mesma razao, a primeira para a segunda e a terceira
para a quarta, quando, quaisquer que sejam os eqiiimultiplos que se tomem da primeira e
da terceira (nA e nC), e quaisquer que sejam os eqiiimultiplos da segunda e da quarta (mB
e mD), os primeiros igualmente excedem, sdo iguais a ou menores do que os Ultimos,
tomados, respectivamente, na ordem corresp ondente.

Inserimos os parénteses nesta defini¢do para facilitar o entendimento. O leitor ndo se deve
esquecer de que na época em que ela foi escrita— e por muitos séculos depois —era assim
que se fazia Matematica: Muita escrita € pouca notagdo, o que tornava muito penoso o
raciocinio. Esta ¢ mais uma razdo para admirarmos ainda mais os feitos dos matematicos
da antiguidade.

A Matematica como Geometria e a volta a Pitagoras

Como ja notamos, a teoria de Eudoxo foi decisiva para resolver a primeira crise que
ocorreu nos fundamentos da Matematica. E, como vimos, a solu¢do ocorreu por um
artificio que consistiu em evitar os niimeros, ja que estes se revelaram insuficientes para
definir razdes de duas grandezas. Isto significou, na Histéria da M atematica, um desvio de
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énfase: o ideal pitagdrico de reduzir tudo aos niimeros cedia lugar aos fatos geométricos.
Falava-se agora em razao de segmentos, areas, volumes, angulos etc., sem que tais razdes
tivessem necessariamente medida numérica. A Matematica passa a ser Geometria, tanto
que Platdo proclama que “Deus Geometriza sempre” e no poértico de sua Academia manda
escrever: “quem ndo for gedmetra ndo entre”. E oportuno observar que até muito
recentemente os matematicos eram conhecidos como gedmetras.

Foi s6 em fins do século passado que os numeros voltaram a ocupar papel de destaque nos
fundamentos da Matematica. Isto ocorreu devido ao ja citado trabalho de Dedekind e a
contribuicdo de muitos outros matematicos que criaram teorias dos nimeros mais
confidveis que a propria axiomatica da Geometria. Sem duvida, isto revigorou a antiga
crenga pitagorica de que os nimeros sao o fundamento de tudo.

Implicagoes no Ensino

O ensino da Geometria também acompanhou essa evolucao das idéias que restituiu aos
numeros um lugar proeminente nos fundamentos da M atematica. Tanto assim que quando
ensinamos Geometria admitimos os nimeros reais ¢ a possibilidade de sempre atribuirmos
a razdo de dois segmentos um nimero, mesmo que ele seja irracional. Esta orientacao
pedagoglca que ¢ devida ao matematico americano George Birkhoff**2 (1884- 1944)
simplifica muitas demonstragdes, inclusive a do Teorema de Tales. O leitor pode apreciar
este fato no livro do Prof. Lucas Barbosa [2], onde, a pag. 90 e seguintes, se encontra uma
demonstragdo do Teorema de Tales diferente da que apresentamos acima. Pode até parecer
ao leitor menos atento que a demonstracdo feita em [2] nada tenha a ver com a defini¢ao 5
de Eudoxo; mas ndo nos esquecamos de que tal demonstragdo se baseia nos numeros reais
que, por sua vez, dependem das idéias de Eudoxo ou de algo equivalente

*Um tratamento das razoes e proporgdes a maneira de Eudoxo encontra-se no 1.° capitulo
do 2.° volume da obra de Severi [3].

** Birkhoff se notabilizou por muitas contribuicdes significativas em M atematica, face as
quais a que mencionamos ¢ praticamente desprezivel em imp ortancia.
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