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Distribui¢oes Estaveis

Distribuicoes Estdveis

Dizemos que uma varidvel aleatéria X é estavel se para n > 2,

existe um nimero positivo ¢, € um nimero real d, tais que:

Xi+ o+ X £ X + dn,

onde as v.a.'s X;'s s3o cdpias independentes de X.
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Distribui¢oes Estaveis

Um teorema importante

Seja X uma v.a. com distribuicdo F estavel ndo degenerada e

sejam Xy, --- , X, cépias independentes de X. Entao,

(i) Existe 0 < av < 2 (inico tal que ¢, = nt/® isto &,

So=X{ 4+ X, Lplloax +d .

(i) Se o # 1 existe um b € R tal que d, = —b(n'/* —n) e b é

tal que X — b possui distribuicdo estritamente estavel.

Ver Feller (1966)

Jhames Matos Sampaio Probabilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estaveis



Distribui¢oes Estaveis

Notacao

Definicdo 1.2
Dizemos que X tem distribuicdo estdvel se existirem constantes

0<a<2 0>0,|8] <1 e putais que a fungdo caracteristica

de X é dada por

itw — o|t|* [1 — iBsinal(t)tan ()] se a#1,

In®x(t) =
28 it — o|t| [1 + iBsinal(t) In(t)] se a=1
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Distribui¢oes Estaveis

Notacao

Em Breiman (1968), mostra-se que a definicdo acima é equivalente

a Definicao 1.1 e

Func3o sinal

1 se t>0,
sinal(t)=¢ 0 se t=0,
—1 se t<O.
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Distribuicdes Estaveis

Notacao

A Defini¢do 1.2 motiva a nota¢do S,(o, 3, 1) para indicar uma

v.a. X com distribuicdo estavel e parametros

0 < a < 2: indice de estabilidade.
o > 0: indice (pardmetro) de escala.
|B] < 1: pardmetro de assimetria ou viés.

w: parametro de locac3o.
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Processos de Lévy a-estaveis

Processos de Lévy

Definicdo 1.3

Um processo estocastico X = {X(t) : t > 0} com valores em R é dito um processo

de Lévy se :
(i) P{X(0) =0} =1 ou X(0) =0 q.c.

(if) X tem incrementos independentes.

(iii) X é temporalmente homogeéneo, isto é, X(t + h) — X(t) 2 X(h),V t > 0.
(iv) X é estocasticamente continua, isto &, Iim P{|X(t) — X(to)| > €} = 0.
(v) Para quase todo w, X(t,w) é uma trajetéria continua a direita com limite a

esquerda.
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Processos de Lévy a-estaveis

Processos de Lévy a-estaveis

Definicao 1.4
Dizemos que Z, = {Z,(t) : t <0} é um processo (movimento) de

Lévy a-estavel se:
(i) P{Z,(0) =0} =1 o0u Z,(0) =0 q.c.
(i) Z, possui incrementos independentes.
(i) Za(t+h) — Za(t) £ Sa (h/*, 8,0) para 0 < t, h < oo,

onde0<a<2 0>0e|f <L
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Processos de Lévy a-estaveis

Auto-Similaridade dos Processos de Lévy a-estaveis

Definicdo 1.5

Um processo X é dito auto-similar se dado a > 0 existir um b > 0

tal que

{(Xor : t >0 £ {bX, : t > 0}.

Proposicao 1.1

| A\

Todo processo Lévy a-estdvel é auto-similar, onde para todo ¢ > 0

{Zo(ct): t >0} 2 {cl/o‘Za(t) Lt > o} .
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O espaco D

O espaco D

O espagco D = DJ0, o) consiste das fun¢des x em [0, 00) que sdo
continuas a direita e possuem limite a esquerda, em outras

palavras:

(i) Para t € [0,00), x(t1) = yILrT;+ x(y) existe e x(tT) = x(t).

(i) Para t € [0,00), x(t7) = lim x(y) existe.
y—t—
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Topologia de Skorohod

Métrica de Skorohod

Definicdo 2.1

Defina d(x,y) como o infimo dos € positivos para o qual existe em

A (a classe das fungdes estritamente crescentes e continuas de

[0, 00) sobre [0,00)) um X tal que
sup At —t| <e
t

sup x(t) — y(At)] < e
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Convergéncia Fraca

Covergéncia Fraca e em Probabilidade

Definicao 2.2

Dado um espago de probabilidade (2, X, P) dizemos que um
conjunto A € ¥ é P-continuo se P{F.(A)} = 0.

Definicdo 2.3

Dizemos que {P,},>1 converge fracamente para a probabilidade P

se P,{A} convergir a P{A} para todo A P-continuo.
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Convergéncia Fraca

Convergéncia em termos de elementos aleatérios

Agora vamos definir a convergéncia em termos de elementos
aleatdrios, onde considerados os espagos (2, X, P), (S,S) e
varidveis aleatérias X, X, : 2 — S, definimos abaixo:

Definicdo 2.4

Dizemos que X, 4 X se Px, N Px onde VA € S,
Px{A} = P{X € A} e Px (A) = P{X, € A}.
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Convergéncia Fraca

Teorema da Aplicacao Continua

Considere o espago métrico (S, S') e os espagos ji citados acima.

Teorema 2.1

Sejam {X,}n>1 € X varidveis aleatdrias e h: S — S’ uma fungdo

mensuravel. Seja D(h) o conjunto dos pontos de descontinuidade
de h e suponha P{X € D(h)} = 0. Nessas condi¢des se X, =2 X
entdo h(X,) == h(X).

Ver Billingsley (1968)
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Convergéncia Fraca

Convergéncia em Probabilidade

Definicdo 2.5

Dizemos que X, = X (converge em probabilidade) em (S, S) se

dado € > 0, P{p(X,, X) > ¢} — 0, quando n — oo.

p € a métrica associada ao espaco referido. Quando nos referirmos
a convergéncia em probabilidade na topologia de Skorohod, a

métrica associada serd a métrica de Skorohod.
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Processos de risco e a Probabilidade de Ruina

O que é um processos de risco?

Definicdo 3.1

Um processo de risco ou de reserva R = {R(t) : t > 0} é um

processo estocastico dado por

N(t)
R(t) = u+ ct — Z Y.
k=1

Supomos que a v.a. Y é ndo-negativa, u > 0 e ¢ > 0 tal que

N(t)
ct > E (Z Yk) )
k=1

Jhames Matos Sampaio Probabilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estaveis



Processos de risco e a Probabilidade de Ruina

O Tempo de Ruina

Defini¢do 3.2
Dado um processo de risco R = {R(t) : t > 0} definimos o tempo

de ruina associado ao processo R(t) por

T(R) =inf{t:t>0,R(t) <0},

se {t:t>0,R(t) <0} #0e T(R) = oo caso contrario.
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Processos de risco e a Probabilidade de Ruina

A Probabilidade de Ruina

Definicdo 3.3

Definimos a probabilidade de ruina associada ao processo R(t) por

P{T(R) < oc}.
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Caso Classico

Quais as condicbes no caso classico?
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Caso Classico

Quais as condicbes no caso classico?

@ N é um processo de Poisson com parametro A > 0.
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Caso Classico

Quais as condicbes no caso classico?

@ N é um processo de Poisson com parametro A > 0.

@ N é independente do Processo { Yk}.
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Caso Classico

Quais as condicbes no caso classico?

@ N é um processo de Poisson com parametro A > 0.
@ N é independente do Processo { Yk}.

@ Em um caso particular podemos tomar as indeniza¢bes Y

com distribuicdo exponencial de parametro § > \.
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Caso Classico

Qual a probabilidade de ruina no caso classico?

No caso classico, N(.) processo de Poisson e E(etYk) < oo para
algum t > 0, temos a desigualdade de Lundberg, ver Asmussen

(2000),

Desigualdade de Lundberg

P{T(R) < o0} < e 7Y (1)

onde v > 0 é o coeficiente de ajuste.
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Caso Classico

Caso classico com indenizacbes exponenciais

No caso cldssico com indenizacdes exponenciais a probabilidade de

ruina é conhecida, ver Asmussem (2000), e é dada por:

Probabilidade de Ruina com indenizagdes exponenciais

P{inf R(t) < 0} = %exp[—@ — A)ul.

t>0
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Caso Classico

Ruina em tempo finito

A ruina em tempo finito é a probabilidade do tempo de ruina ser
menor que um valor finito e temos assim a distribuicdo do tempo

de ruina:

Probabilidade de ruina em tempo finito

P{T(R) < t}.

Para Y} 's exponencialmente distribuidas com a exponencial padrao

e para o processo de Poisson com taxa A < 1 também é conhecida.
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Caso Classico

Ruina em tempo finito

Ruina em tempo finito

P{T(R) <t} = Ae M _ 2 / ’ fl(Z)(’;Z)(e) o, (2)
T Jo

onde
f(0) = Xexp[2V/ At cos 6 — (1 4+ A)t + u(v/tcosf — 1)],
f(0) = cos(uv/Asen ) — cos(uv/Asend + 20),

f3(0) =1+ X — 2V Acos®.

Ver Asmussen (2000).

Jhames Matos Sampaio Probabilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estaveis



Estudo realizado

© Estudo realizado

Jhames Matos Sampai ilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estavei



Estudo realizado

SituacOes praticas

Jhames Matos Sampaio Probabilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estaveis



Estudo realizado

SituacOes praticas

@ Queremos limitantes superiores para a probabilidade de ruina

a tempo finito.
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Estudo realizado

SituacOes praticas

@ Queremos limitantes superiores para a probabilidade de ruina
a tempo finito.

@ O valor das indenizagdes ndo possuem segundo momento

finito.
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Estudo realizado

SituacOes praticas

@ Queremos limitantes superiores para a probabilidade de ruina
a tempo finito.

@ O valor das indenizagdes ndo possuem segundo momento
finito.

@ Portanto o valor das indenizagcdes possuem cauda pesada.
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Estudo realizado

SituacOes praticas

@ Queremos limitantes superiores para a probabilidade de ruina

a tempo finito.

@ O valor das indenizagdes ndo possuem segundo momento
finito.

@ Portanto o valor das indenizagcdes possuem cauda pesada.

@ O estudo da probabilidade de ruina requer outras técnicas.
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Estudo realizado

O que fazemos nessas situacoes?
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Estudo realizado

O que fazemos nessas situacoes?

e Furrer, Michna e Weron (1997),
Stable Lévy motion aproximation in collective risk theory.

Insurance: Mathematics and Economics 20, 97-114.
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Estudo realizado

O que fazemos nessas situacoes?

e Furrer, Michna e Weron (1997),
Stable Lévy motion aproximation in collective risk theory.

Insurance: Mathematics and Economics 20, 97-114.

@ Estudamos a probabilidade de ruina via aproximacdo de
processos de risco {Q(”)} por processos Lévy a-estaveis,

coml<a<?2.
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Estudo realizado

Como obter os limitantes?
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Estudo realizado

Como obter os limitantes?

o Primeiramente mostramos que Q("(t) = Q(¢).
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Estudo realizado

Como obter os limitantes?

o Primeiramente mostramos que Q(")(t) N Q(t).

@ Mostramos em seguida que o funcional T é quase certamente

continuo e T(Q(M) = T(Q).
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Estudo realizado

Como obter os limitantes?

o Primeiramente mostramos que Q(")(t) N Q(t).

@ Mostramos em seguida que o funcional T é quase certamente
continuo e T(Q(M) = T(Q).

e Consequentemente

lim P{T(Q\) < 1} = P{T(Q) < t}.
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Estudo realizado

Como obter os limitantes?

o Primeiramente mostramos que Q(")(t) N Q(t).

@ Mostramos em seguida que o funcional T é quase certamente
continuo e T(Q(M) = T(Q).

e Consequentemente

lim P{T(Q\) < 1} = P{T(Q) < t}.

@ Obtemos os limitantes.
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Estudo realizado

A sequéncia de processos adotada.

Considere a sequéncia de processos de risco {Q(")} dada por:

Sequéncia de processos de risco.

N (¢)
Q(”)(t) — y( + (Mg Z YIE")7 t > 0. (3)
k=1

Como as sequéncias u(™ e c(" s3o deterministicas, na busca de
um processo limite @ é natural a hipétese u(™ — u >0 e

M 5 ¢c>0.
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Estudo realizado

Por que processos Lévy a-estdveis?

Teorema do Limite Central

Sejam as v.a.'s Yy i.i.d.'s com distribuicdo qualquer,

E(Yx) = pu < oo e0 < var(Yy) =02 < oo, entdo

1

ay/n

S (Y — 1) = N0, 1). (4)
k=1
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Estudo realizado

Por que processos Lévy a-estdveis?

Sendo B(1) 4 N(0,1), a convergéncia (4) sugere que

Processo de Lévy av com pardametro 1

onde Z,(1) tem distribui¢do estdvel com indice de estabilidade

1 <a<2e{¢(n)} sdo constantes normalizantes.

Jhames Matos Sampaio Probabilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estaveis



Estudo realizado

Um caso particular

No caso particular de o = 2 temos ¢(n) = n*/?0 e a nocdo de
divisibilidade infinita, juntamente com o Teorema de Donsker,
indica que se Y,E") = Yy /#(n), entdo nossa sequéncia dada em (3)

converge fracamente para

Processo limite

Q(t) = u+ ct — B(t).
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Estudo realizado

O que faremos nesse trabalho?
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Estudo realizado

O que faremos nesse trabalho?

@ Supomos Yk(") = Yk/¢(n) onde, novamente, {Yx} é uma

sequéncia de v.a.'s i.d.d. com média .
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Estudo realizado

O que faremos nesse trabalho?

@ Supomos Yk(") = Yk/¢(n) onde, novamente, {Yx} é uma

sequéncia de v.a.'s i.d.d. com média .

@ Assumimos a ocorréncia de (5).
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Estudo realizado

O que faremos nesse trabalho?

@ Supomos Yk(") = Yk/¢(n) onde, novamente, {Yx} é uma
sequéncia de v.a.'s i.d.d. com média .

@ Assumimos a ocorréncia de (5).

o A funcdo ¢ serd dada por ¢(n) = n*/*L(n) onde L cresce
lentamente para o infinito, ou seja, L(n)n~® converge a 0 para

todo § > 0.
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Estudo realizado

O que faremos nesse trabalho?

@ Supomos Yk(") = Yk/¢(n) onde, novamente, {Yx} é uma
sequéncia de v.a.'s i.d.d. com média .

@ Assumimos a ocorréncia de (5).

o A funcdo ¢ serd dada por ¢(n) = n*/*L(n) onde L cresce
lentamente para o infinito, ou seja, L(n)n~® converge a 0 para

todo § > 0.

@ Se n3o explicitado anteriormente, assumimos pelo restante do

trabalho que 1 < a < 2.
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Estudo realizado

Qual o processo limite nesse caso?

Vamos mostrar que a sequéncia dada em (3), nas condi¢cdes dadas

acima, converge fracamente para o processo de risco

Q ={Q(t): t > 0} dado por

Processo limite

Q(t) = u+ ct — A\Y2Z,(t) (6)

onde, novamente, u e ¢ sdo constantes positivas e {Z,(t) : t > 0}
€ um processo de Lévy a-estdvel; a constante positiva A serd

explicitada no Teorema 3.1.
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Estudo realizado

Processo pontual no trabalho

Diferentemente do caso classico nio supomos N um processo de
Poisson em (3), veremos adiante que este pode ser um processo de
renovacao arbitrario:
n
N(t) = max n:ZTkgt ,
k=1
onde assumimos que os tempos entre chegadas (T : k € N) sdo

v.a.'s i.i.d.’s positivas.
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Estudo realizado

Teorema 3.1

Seja a sequéncia (Y : k € N) como acima e considere (N(") : n € N) uma sequéncia

de processos pontuais tais que

)
NP =Ant pg oo @)
@(n)

na topologia de Skorohod para alguma constante positiva A. Assuma também que

para E[Yx] = p temos

g (gl =e pg=n ®
Ent3o
1 N (£)
u<">+c(")t—m S Ve =D utct—AYZa(t), n— oo, (9)
n
k=1

na topologia de Skorohod.
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Parte IV

Limitantes para a Probabilidade de Ruina em

Tempo Finito
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Aproximacao dos Tempos de Ruina

© Aproximacio dos Tempos de Ruina
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Aproximacao dos Tempos de Ruina

Aproximacao do Tempos de Ruina

Mostramos que temos a convergéncia fraca

T(QM) L T(Q)

e também a aproximac3o para a probabilidade a tempo finito

lim P{T(QM) <t} = P{T(Q) < t}.

n—o0
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Aproximacao dos Tempos de Ruina

Teorema 4.1

Seja T o tempo de ruina definido na Definicio 3.2. Se Q(") = Q onde Q é dado em
(6), entdo
T(Q") = T(Q). (10)
Mais ainda,
lim P{T(QM) <t} = P{T(Q) < t} (11)
n— o0
e
lim P{ inf Q"(s) < o} = lim P{ inf Q(s) < 0} : (12)
n—o0 0<s<t n—oo 0<s<t
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Ruina em Tempo Finito

@ Ruina em Tempo Finito
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Ruina em Tempo Finito

O que faremos nessa secao?
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Ruina em Tempo Finito

O que faremos nessa secao?

@ Estabelecemos cotas superiores para a probabilidade de ruina

a tempo finito, P{T(Q) < t}.
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Ruina em Tempo Finito

O que faremos nessa secao?

@ Estabelecemos cotas superiores para a probabilidade de ruina

a tempo finito, P{T(Q) < t}.

@ Primeiro para movimentos de Lévy a-estaveis simétricos.

Jhames Matos Sampaio Probabilidade de Ruina e Processos de Lévy a-estaveis



Ruina em Tempo Finito

O que faremos nessa secao?

@ Estabelecemos cotas superiores para a probabilidade de ruina

a tempo finito, P{T(Q) < t}.
@ Primeiro para movimentos de Lévy a-estaveis simétricos.

@ Em seguida para movimentos de Lévy a-estaveis arbitrarios.
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Ruina em Tempo Finito

Seja X 4 Sal(o, B, 1) com 1 < o < 2. Entéo

1
lim A*P{X > \} = Caﬂaa,
A—00 2

1
2ﬁao‘.

lim A*P{X < =A} =C,
A—00
A constante C, é dada por

l—«o

Ca = (2 — «) cos(ma/2)

Ver Samorodnitsky e Taquu (1994).
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Ruina em Tempo Finito

Primeira Aproximacao

Proposicao 4.1

Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy com parametro de

assimetria —1 < 8 < 1. Ent3o

P{T(u+cs—A"*Z,(s)) < t} ~ Ca#/\t(wct)“’, u— 0.

Para duas fun¢bes f e g, vamos usamos a notacdo f ~ g para

indicar que Ii_)m f(x)/g(x)=1.
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Ruina em Tempo Finito

Limitantes para o caso simétrico

Para X < Sa(1, 3,0) vamos denotar por G(x; «, 3) sua fungdo de

distribuicdo e representaremos G =1 — G.

Teorema 4.2
Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy simétrico. Para niimeros

positivos u, ¢ e A nés temos

P{T(u+cs — A\Y9Z,(s)) <t} < 2P{Z,(t) > ur~Y/}
= 2G(u/(A)Y?; ,0).
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Ruina em Tempo Finito

Caso nao simétrico

Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy com o # 1 e pardmetro

de desvio 8| < 1. Entdo para z > 0 temos

(i) P{Za(t) >0} = 3 + L arctan (Btan Z2) =: p,

a

(il P{ S 26 = z} < </1)> P{Zo(t) > 2.

0<s<t
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Ruina em Tempo Finito

Caso nao simétrico

Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy com indice o # 1 e

|8 < 1. Para ndmeros positivos u, ¢ € A nés temos

P{T(u+cs — \V*Z,(s)) < t} < (;) P{Z,(t) > ux~}

_ C}) G(u/(A); , B).
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Ruina em Tempo Finito

Caso nao simétrico

Teorema 4.4
Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy com indice o # 1 e

|B] <1loua=1e S =0. Para nimeros positivos u, c € A nds

temos

G((u+ ct)/ (M) a, B)
G(ct/(At)Ya,8)

P{T(u+cs — X\/*Z,(s)) < t} <
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Ruina em Tempo Finito

Divisibilidade Infinita

Definicao

Dizemos que uma v.a. X tem distribuicdo infinitamente divisivel se

Vn € N existem v.a.'s X\, X\ ... x{" iid's tais que

X2 x4 x.
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Ruina em Tempo Finito

Definicao Alternativa

Definicao

Um processo Z,(t) iniciado em 0, com incrementos independentes

e estaciondrios, é dito Lévy a-estavel se

Zo(1) £ 54(0, 8,0).

Essa definicdo é equivalente a Definicao 1.4.
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