MAE 229 - Introducao a Probabilidade e Estatistica II
Resolucao Lista 2

Professor: Pedro Morettin

Exercicio 1

Denotando por Y a varidvel aleatéria que representa o comprimento dos cilindros de aco,
temos que_Y ~ N(3,25;0,0008). O comprimento dos dois cilindros Justapostos ¢ Y + Ys.
Note que YV = Y1E¥2 ~ N(3,25;0.0004). Portanto, P(Y; +Ya < 6,55) = P(Y < 3,275) =

P (Z < %%”035) = P(Z < 1,25) = 89, 44%.
Exercicio 2

Denotando por X a varidvel aleatéria que representa a vida de uma lampada em dias,
temos que X ~ N(50,192). Considerando a colocacao de uma lampada no dia 01 de janeiro,

1—
apos 31 dias (dia 01 de fevereiro), teriamos P(X < 31) = P <Z < 5 50) = 15,86%. Logo,

19
espera-se que (15,86%).5000 ~ 794 lampadas devam ser substituidas neste dia.

Exercicio 3

Pelo TLC, para n suficientemente grande, temos que X ~ N (u, %2) Logo, considerando
X; o peso do i-ésimo individuo em libras, temos que para n = 50, u = 150 e 0 = 25,

P(X1 + -+ Xs0 > 7800) = P(X > 7800/50) = P (2)27555% > 12556/%)) — P(Z > 1,697) =
4, 48%.

Para achar o aumento de capacidade necessario, temos que achar a capacidade C tal que

P(Xi+ -+ Xs50 > C) = 1%. Ou seja,P(Z>%) = 1% = (L0 — 2,326 =

C = 7911,244. Portanto, o aumento de capacidade teria que ser de aproximadamente 111
libras.

Exercicio 4

(a) Sim, pois F(X) =8-0,25+10-0,254 11-0,5 = 10, que é o verdadeiro valor para o
comprimento.

(b) Sim, pois E(Y) =0,5-4+0,5-6 = 5.

(c) Combinando todos os possiveis pares de largura e comprimento, e assumindo indepen-
déncia entre as varidveis aleatérias X e Y, chega-se & seguinte distribuicao de probabi-
lidade para a varidvel aleatoria A = XY



(d)

Distribuicao de probabilidade para A

A 32 40 44 48 60 66
P(A=a) 0.125 0.125 0.25 0.125 0.125 0.25

Assim, como E(A) = 50, temos que A = XY ¢é um estimador ndo viesado para a
verdadeira area. Com efeito, pela independéncia temos que F(XY) = E(X) - E(Y), e
como ambos sdao estimadores ndo viesados individualmente, entdo o produto também é.

Var(A) = E(A%) — E(A) = 2639 — 2500 = 139.

Exercicio 5

(a)

(b)

Todos sdo nao viesados, note que a soma dos pesos de i1 e fio € igual a 1 em todos os
casos, de modo que a esperanca é sempre L.

O estimador mais eficiente é aquele que possui a menor varidncia. Considerando que

01 = DesvPad(j11) =5 - DesvPad(ji2) = 5 - 02, temos:

Var(Wy) = (1/2)2 - 612+ (1/2)2- 22 = 1/4 - 612 +1/4 - 622 = (25/4 + 1/4) - 65>
= 6,5 da?

(4/5)% - 612 4 (1/5)2 - 622 = 16/25 - 612 4+ 1/25 - 622 = (16 + 1/25) - 6>

2

Var(Ws) = (5/6)2-612+(1/6)2- 522 = (25/36) - 512+ (1/36) - 52 = (625/36+1/36) - 62
~ 2

VQT(W4) = JAlQ =25 UAQ2

Assim, os estimadores do mais eficiente para o menos eficiente sdo, respectivamente:
Wl,WQ,Wg € W4.

Sejam wy 0 peso de g1 e we 0 peso de . O estimador Wy = wy - piy + we - fia possui
menor varidncia quanto menor for wy, uma vez que a varidncia de iy é 25 vezes a vari-

ancia de fio. Logo, a combinacao mais eficiente possivel ocorre quando w; = 0. Neste
caso, Wo = iz e Var(Wy) = Var(jiz) = o2

Exercicio 6

(a)

O viés V de um estimador T é a diferenca entre E(T) e o verdadeiro valor do parametro
a ser estimado. Suponha que valor verdadeiro para a area seja A. Portanto, no caso
(1), temos:

X1+X
Vi = B{(X22)%) - 4.



Note que E(X?) = Var(X) + {E(X)}> = 2 + 12, logo Vi = & + 1i® — A.
J& no caso (2), temos:

2 2 2 2
Vo = E(XlJQFXz )— A= E(§1) + E(;(z) A= V‘“”(Xl)JFZ{E(XI)}2
2. CHE _A— g2 42— A
Sendo assim, a opg¢ao (1) tem menor viés.

Var(X2)+{E(X2)}?2
( 2)2{ (X2)} A=

_l’_

(b) Da mesma forma o estimador (1) ¢ X? e o estlmador (2) e ZZL%XIZ
) —

) é
Portanto, o viés de (1) é V1 B(X? 7 +u? — A
L L1 — ien BX?) _ 2) A — 524 2
Jaoviésde (2) é Vo = L A—E(X) A=o0c"+p° — A
Assim, temos que a opcao (1) tem menor viés.

(c) Como X; e X3 sao observagoes independentes, V = E(X; - Xo) — A= E(X;) - E(X2) —
A=p2—A<V <V

Exercicio 7
Denotando por X; o consumo da i-ésima familia (todas com mesmo padrao de renda, ou

seja, identicamente distribuidas), temos para n = 25, X = 8, 2. Queremos construir um IC de
95 % para E(X;) = u, considerando que o = 0,72. Pelo TLC, temos para n suficientemente

grande que X ~ N(u,n) logo P(—z /\F<Z)—95%:>Z—196
Assim, temos que P (X 139‘7 <u< X+ 13@7) = 95%. Substituindo pelos valores

mencionados para X e o, chegamos ao intervalo [7,917 ; 8,482].
Exercicio 8

Denotando por X; o tempo de reacio do i-ésimo motorista em segundos, temos X = 0, 83,
com n = 30. Outro dado do problema é que o desvio padrao amostral S = 0,2. Usaremos a
aproximacao normal para calcular um IC de 95% para p como no exercicio anterior, utilizando
\/ﬁ()sf D))

~

como aproximacao para Var(X) = %2 Veremos, mais adiante, que na realidade
t(n —1).

Assim, o IC de 95% para u é [X' 1395 X +1 f . Substituindo pelos valores de X, n
e S, temos que o IC é [0,758 ; 0,901].

Exercicio 9

Para essa amostra com n = 40 temos que X =66 e 0 = 11,83. Assim, vamos usar
a aproximagao normal tal que \/ﬁ% ~ N(0,1) para n suficientemente grande. Precisa-

mos encontrar z tal que P (—z < ﬁ% < z) = P(—2 < Z < z) = 90%. Verificando a

taibela da normal padrao, temos que z = 1,645. Assim, o intervalo de confianca para u é
[X — \Z/‘l,X—F \Z;] [62,923; 69, 076].

Exercicio 10
Seja X o tempo de execuc¢do do servico em minutos da primeira fibrica e Y o tempo

de execucdo do mesmo servigo em minutos da segunda fabrica. Seja n = 120 o tamanho
de amostra da primeira fabrica, e m o tamanho de amostra da segunda fabrica. Assume-se



que para n suficientemente grande X ~ N(22,4/120) e Y ~ N(19,10/120). Assim, as-
sumindo independéncia entre X e Y, temos que (X —Y) ~ N ([LX — Uy, %2 + %2) =

N(3,14/120). Portanto, um intervalo de confianca de 95% para a diferenca ux — py €

£

— V) = 1,960/ 2 + 22 (X — V) + 1,96/ 2 +”Y} [2,331;3,669].

Exercicio 11

(a)

(b)

Para encontrar o estimador de minimos quadrados precisamos achar o ponto de minimo
de f(u) = Y7, (y; — u)?. Derivando, obtemos f'(u) =23 1 (u — y;) = 2nu — 2ny =
2n(p — ).

Portanto, o ponto critico é u = §. Como f”(g) =1 > 0, § € ponto de minimo, sendo
assim o estimador de minimos quadrados de pu.

Com os valores do enunciado, temos que § = w =17,6.

Exercicio 12

(a)

O erro amostral do estimador p = X/n (sendo X o ntimero de sucessos em n tenta-
tivas) é a diferenca e = p — p, em que p é o verdadeiro valor do pardmetro (no caso
a proporcao populacional dos eleitores favoraveis a um determinado candidato). Por-
tanto, seja X o ndmero de eleitores favoraveis em uma amostra de tamanho n. Sabemos

que X ~ Bin(n,p) e usando o TLC, temos que Z = % ~ N(0,1) ou ainda
np(1—p

Bp)Vn | N(0,1).

p(1-p) ’
Portanto, considerando um erro absoluto de no méaximo 0,01, temos P(le|] < 0,01) =
P(—0,01 <e<0,01)= P -0V o evn o 00lvn

( ) ) <\/p(1 -p)  Vp(l-p) ~ /p(1-p)

Para o célculo da Var(p) = @
piloto. Assim, calculamos n tal que P( %%f <Z< _(0)’791;?) = P(-0,0204y/n <
Z <0,0204y/n) = 80%. Logo, n ~ 3942.

, podemos usar p = 0, 6, conforme obtido na amostra

Sabemos que P(—1,96 < Z < 1,96) = 95%, logo usando a aproximagao utilizada em

(a), temos que P (—1,96 < \/ﬁ(g_p)) < 1,96) = 95%.
p(1—p

Assim, usando novamente que p = 0,6 e dado que p = 0,55 e n = 3942 , 0 IC de 95% para
a proporcio populacional p é [ — 1,964/ 22 5 4 1,96, /2= )} = [0,534;0, 565].

Exercicio 13

(a) Como visto, o IC de 95% para a propor¢ao populacional p é [ﬁ — 1,96 @;ﬁ +1,96 p(ln_p)} .

Conforme enunciado, p = 1/3 e n = 300, porém nao temos amostra piloto. Neste caso,
1 96 . ~ 1, 96}

podemos usar o fato que p(1—p) < 1/4. Assim, usamos que o IC & [A 3P+ 1,967

4



[0,276;0,389]. Podemos interpretar esse resultado da seguinte maneira: com 95% de
confianga o intervalo encontrado contém o verdadeiro valor do parametro.

b) Pode-se d _ Arlon) 5 ¢ tal que P(—2, < Z < 2,) =

(b) Pode-se demonstrar que n = 2= ~ %, em que z, & tal que P(—2, < Z < zy) =7
ee=(p—p)éoerro de estimagao (note que utilizou-se novamente que p(1 —p) < 1/4
para aproximar). Usando esta formula, com z, = 1,96, temos que n ~ 2401. Isso quer
dizer que se o tamanho da amostra for maior ou igual a 2401 o erro de estimacao p — p
serda no maximo 0,02 em valor absoluto com 95% de confianga.

Exercicio 14

Para encontrar os estimadores de minimos quadrados de « e (3, precisamos minimizar a
soma Y i, (y; — a — Bx;2)? = f(a, B). Derivando em relagio & « e igualando a zero, temos:

5l(mﬁ%:%—n§3w—a—5%%zo (1)
i=1

g — By @
S = .
n

Derivando em relagdo & 8 e igualando a zero, temos:

n

;ﬁf(o«ﬁ) =2(-1)) (i — @ — Bz”)(x*) =0 (3)
=1
R @

D i1 Ti

Substituindo o valor de @ = & encontrado em (2) na equacao (4), chegamos a

Y iy Vi — g Y i

ny i xit = (0L w?)?

O valor de & pode ser encontrado substituindo na equagao (2), o valor de 3 .

B =

Exercicio 15

(a) Neste caso, p = 0,6, e usando a formulas do Exercicio 13, temos que o IC de 95% é
[0,543;0,656].

(b) Considerando um erro absoluto de no maximo 0,001, temos P(|e| < 0,001) = P(—0,001 <
e <0,001)=P <\23081‘§ < \/;E{ﬁ*p) < :J/’Z?i\/g). Como nao conhecemos p, podemos
usar o fato que p(1 —p) < 1/4.

Assim, para n = 300 temos P <_0’001 V300 7  =0.001v300 v300) = P(—-0,0346 < Z <

/1/4 1/4
0,0346) = 2, 76%.




2
(c) Podemos achar um tamanho de amostra n =~ ;%, em que 2, ¢ tal que P(~z, < Z <

zy) =7 ee=(p—p)=0,0005¢é o erro de estimagao. Para v = 95%, temos z, = 1, 96.
Assim, n ~ 3.841.459. Como este tamanho de amostra é muito alto o custo tende a ser
invidvel.

Exercicio 16

Suponha que tenhamos uma amostra z = z1, ..., z, de X ~Poi()\), entdo a log-verossimilhanga

é dada por
n e—AAxi
I\ | X) = log <H p

i=1 v

—nA)\nm
=1 R
o8 <Hz 11:1')

= —n\+nzlog(\) + Z log(z;!)

Derivando obtemos:

nr
AMzx)=-n+—
S 1) = 0+ 5
Igualando a zero, chegamos ao estimador de maxima verossimilhancga:
Ay =X,
Note que 6/\2 A z)= ;—Qni < 0. Logo, z é ponto de maximo.

Exercicio 17

Precisamos achar o estimador de minimos quadrados para o modelo y; = a4+ fz; com base
numa amostra de n pares com (1,y1),- .., (Tn,yn). Entdo, precisamos encontrar o ponto de
minimo de f(a, 8) = Y1, (y; — a — Bz;)?. Derivando em relagio a «, obtemos

8 n
0 (o, 8) = =2 ;(yi —a — pr;)

= 2na + 2nfT — 2ny
= 2n(a+ BT — 7)

Derivando em relacdo a 3, temos que

0

8Bf( ,B) = 2no¢:n—|—2ﬂz:r — 22::1311/z

Igualando & zero as duas equactes anteriores, chegamos, portanto, ao seguinte sistema linear
a+ Bz =9
nTa+ By L xt =30 Ty



A solucéo do sistema linear, é dada por

y - pz
3= Yo Ty — NTY
Yy xf —na®

i

&

Usando os dados do enunciando e realizando os célculos chegamos a & =4 e = 3.
Exercicio 18

Como ja visto, o intervalo de confianca de 4% para p é [p— %;ﬁ—i— %] Substituindo na
férmula os valores de p = 0,6, n = 100 e dado que a amplitude A do intervalo é 0,09, temos
que A = 22 =0,09. Segue que z, = 0,9 é tal que P(—0,9 < Z < 0,9) = 63,19% = 1.

Exercicio 19

O intervalo de confianga de 95% para p é [X — 1’951‘7; X+ 1’3%"

de X =510,6, n =100 e o = 4, temos que IC=[509,816 ; 511,384].

|. Substituindo pelos valores



