Curso: MAT 221- CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Periodo: Segundo Semestre de 2008

SERIES E SOMASEM R E EM C

1. Denotamos a série associada & sequéncia (x,), ou simplesmente série, e o limite, ou

+oo +oo +0o

valor da série, se existir, por: Y x, ou Y. x,. Por Y x, indicamos a série associada a
n=1 n=p

sequéncia (Tp, Lps1, Tpe2, -ooeee ). O limite de uma série depende da ordem dos elementos

em (x,) e tais notagoes refletem tal aspecto. J4 a soma, abaixo definida, da sequéncia

(x,) independe da ordem e a notagao Y. z,, é apropriada. A notagdo Y x,, seria adequada
N

para a soma de (z,) mas é assaz utilizada para séries e assim, a adotamos sé para séries

de termos positivos, quando as defini¢oes de soma e séries sao evidentemente equivalentes,

ou para somas indexadas em conjuntos que nao N e o contexto permitir.

+ 00
2. Definicao A série Y x,, em K, é comutativamente convergente se existe xz € K tal
n=1

+ 0o
que para toda bijecao ¢ : N =N, ¥ x,,) =2. A funcao ¢ é uma ordenagao da série.
n=1

+00o
3. Teorema 1 (Convergéncia e Comutatividade) Seja Y x, uma série em R*. Temos,
n=1

+o00o
Yoxy, = sup{ Y x, :F finito} =a € [0,+o0] .
n=1

neF
+o00
Se a< oo, Y x, écomutativamente convergente; se o = +o0, comutativamente divergente.
n=1

Prova Como o supremo independe da ordenacao dada na série, provada a convergéncia
em R, ou a divergéncia a +oco, ambas s@o comutativas.

+o00
Caso a = +00. Seja (s,) a sequéncia de somas parciais de Y x, e M > 0, arbitrério.

Por hipdtese, existe F' c N, F finito, tal que Y x, > M. Para n > ng = maz(F) temos,

ner
+o0o
Sp=T1+ oo+ Ty + ..y 2 Y, Ty > M. Logo, Y x, = lim s, = +oo.
neF n—>+o0

Caso a < oo. Por defini¢ao, Ve > 0 existe F, c N, F, finito, tal que a —€¢ < Y}z, < a.
F.

Portanto, se N e Nétal que F, c {1,2,....., N}, paran > N temosa-e< Yz, < s, < a,
Fe

+o00
Sp a n-ésima soma parcial da série. Logo, = lim s,= Y =, ®
n=1

n—+oo
Somabilidade : (a) Uma sequéncia (z,) é somavel, com soma z € K, se para todo €
positivo existe F. c N, F, finito, tal que:

an -

nel

<€ VFoF. ,FcNelF finito .

(b) Uma familia em K é uma fungéo z: I — K, I um conjunto de indices, que notamos

(x;),, ®; = 2(i), Vi. Trocando N por I, em (a), temos a defini¢do de familia soméavel.



+00
Corolario 1 Se a série Y, x, em [0, +00) é convergente, a sequéncia (z,) é somével e,
n=1

+ 00
S ==Y
n=1 N

Prova Segue imediatamente do teorema 1 e da defini¢ao acima m

+oo too
. Proposigao 1 Se (z,) c K é somdvel, Y x, converge comutativamente e Y x, =Y .
n=1 n=1 N
Prova Dado ¢ > 0 seja F. ¢ N como na definicdo de somabilidade, = = Yz, e (s,) a
N

+o00
sequéncia das somas parciais da série Y x,. Escolhendo N € N tal que F, c {1,2,..., N}
n=1
+o00
temos, paran > N, F,, ={1,....n} > F.e|s,—x| =| Y x, — x| <e. Logo, ¥ z, =T e,
Fy n=1

como a soma da sequéncia (z,) independe, é 6bvio, da ordem adotada, segue a tese m

. Proposigao 2 As sequéncias somaveis em K formam um espaco vetorial com as operacoes,

(xn) + (yn) = (xn +yn) € Mxn) = (Azy,). Ainda mais, se Yz, =z e Yy, = y entao,
N N

(a) Z(mn + yn) =2 Tn+ 2 Yn.
N N N
(b) XAz, =AY x,.
N N

Prova Exercicio (¢ trivial).

+o00

Definicao Dada Y a, em R, p,, , a parte positiva de a,, é dada por p, = a, se a, >0
e p, =0 se a, <0. A parte negativa de a,, é ¢, =—a, se a, <0 e, g, =0se a, >0.
Temos, an =pn = qn, |an| =Pn+qn, Pn20e g, >0 para todo neN.

Mantendo a notagao desta definicdo temos os lemas abaixo.
+00 +00
. Lema 1 Para toda série ¥ a, em R temos, Y |an| =Y pn+ Y Gn-
n=1

m m m
Prova Basta tomar o limite, para m — +oo, da expressao Y |an|= X po+ X ¢, ®

n=1 n=1 n=1

+o0
. Lema 2 A série Y a,, em R, converge absolutamente se, e s6 se, (p,) e (¢, ) s@o somaveis.
n=1

+o00

Neste caso, (a,) é somavel, Y a, é comutativamente convergente e

+oo +oo

Z |an| = Zlan| = an + Z(Jn 5 Z Up = an—ZQn = Zan«

n=1 N N N n=1 N N N
Prova Segue do Corolario 1, do Lema 1 e da igualdade a,, =p, -¢, =
. Teorema 2 Em K, se Z |an| < oo entdo (a,) é somdvel; isto é, Zan < o0.

n=1

Prova Resta o caso complexo. Se Z |zn| < 00, como |Re(zy)| < |zn| € [Im(z,)| < |znl,

segue que Z Re(zy,) e Z Im(z,) convergem absolutamente. Logo, (Rez,) e (Im z,)

sdo somédveis e portanto, (zn) (Rezp) +i(Im z,) também é somédvel =



9.

10.

11.

12.

Teorema 3 Dada a sequéncia (z,) em K, sdo equivalentes :
+o00
(a) A sequéncia (z,) é somavel e Y.z, = ¥ Zp,.
N n=1

(b) A série Y. x, é absolutamente convergente.
n=1

[eo)
(c) A série ¥ x, é comutativamente convergente.
n=1

Prova No teorema 2 e na proposicao 1, vimos (b) = (a) = (¢). Mostremos (¢) = (b).

Obviamente, podemos supor que a série é de nimeros reais. Fagamos a prova por absurdo.
+00 +00

+o00
Se Y |xn| = +o00 entdo temos +o0 = ¥ pp, + ¥ gp, € a0 menos uma destas séries diverge.
n=1

+o00 + 00 +o00
Se Y pp=+c0e Y g,=x>0ecR. A série ) =z, étal que, se s, =x1 +.... + T, entdo

n

n n
Sn=2.Di—2.qi 2 ).Pi—T,
i1 i=1

i=1

e, como » p; = +00, segue que lim s, = +oo0, contra a hipétese de convergéncia.
+o00 n—oo

+o00 +o00

Se Y p, =Y qn = +00, reordenemos: na etapa 1, os primeiros termos, x,, positivos com
soma > 1; na etapa 2, os primeiros negativos cuja soma com os anteriores é < 0, na etapa
3, subtraidos de N os j& escolhidos, coletamos os préximos positivos cuja soma com os
anteriores ¢ > 1. Por inducao, o reordenamento é tal que (s,), sequéncia das somas par-

ciais, admite subsequéncia (s, ), sn, > 1, Vk, e uma outra de termos negativos ¢ Fim!

+00
A parte: (¢) = (b), acima, é uma forma fraca do Teorema de Riemann : se Y a,, em
+o00

R, converge condicionalmente entao, ¥V x € R ha uma ordenacao de Y. a, convergente a x.

+o00 +o00

Definigao Seja ¢ : N — N estritamente crescente e, Y a, e Y. b, relacionadas por:

bi=ay+as+..... + Ay (1) ,....,bn+1 =0p(n)+1 T Ap(n)+2 t o T Ay (1), M= 1,2,.....

+o00 + 00 +o00 +o0

A série Y. b, é obtida de Y a, por associagao e a série . a, de Y b, por dissociagao.

+o00

+o0o +o0
Associatividade em Séries Se ) a, =ae Y b, é dela obtida por associagao, Y. b, = a.
Prova Mantendo a notacao acima, sejam s, = aj+....+a, € t, = by +.....+b,. Por defini¢ao,
bn = Sp(n) € assim, limt,, = lims,,) ®

+ 00

Proposigao Seja Y. a, uma série em K e absolutamente convergente. Seja N = F;, F;

finito, Vi e N, e F; n F; = @, se i # j, uma particao de N por conjuntos finitos. Temos,

+o00 +00o
Zan:Zui ; se ui:Zan,VieI.
n=1 i=1 nekF;

Prova Segue do Teorema 3 e da associatividade acima citada m
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14.
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A associatividade para somas se dd mesmo particionando N em infinitos subconjuntos
infinitos. Por exemplo, listando todos os primos: I ={2,3,5,7,.....}, em ordem crescente,
e definindo F5: os naturais multiplos de 2; F3: os multiplos de 3 mas nao de 2; F5: os

miltiplos de 5 mas nao de 2 ou 3, ..... temos, N=U, F, e F,nF,=@sep#*q.

Associatividade em Somas Seja Y a, uma série de termos positivos convergente.
Suponhamos N = U, J;, uma particdo de N, I ¢ N um conjunto de indices e J; # @, Vi.

Entao, (an)nes, 6 somével, Vi eI, e ainda, ( ¥ a,), é também somdvel e
ned;

Sa=Y Y an

ielned;

Prova Para cada n € N existe um tnico ¢ € I com n € J; e indicamos a,, = a.,.

Dado F c N, F finito, existem {i1,...,4;} tais que F c {J;,,..., J;, }. Consequentemente,

Y a,<Yal+..+ ¥ a* <Y Yal e portanto, pela definicio de supremo,
neF Ji ; el J;

ik

ay = sup{ > a, : Ffinito} < > 3 al, .

nekF ielned;

Por outro lado, dados {i1,....,ix} em I e F;_ c J; , F;_ finito,1 <r <k, é claro que

11 ik
Zan+ ..... +Zan£2an.
nekr;; nekF;
Fixando Fj,,..., F

i, € tomando o supremo sobre os conjuntos finitos F;, em J;, temos

Yat+ yaz+... + Y a <Y a,. Como Fj, c J;, é qualquer conjunto finito em J;,,
Ji Fy, I,
fixando Fj,,....F;, temos Y ajl + Y a2+ Y a® + ... + Y ayr <Y ay e, por indugao,
Ji Jiy Fy ,
i1 12 1k
Yagf+d a4+ Yy aF <> a,
T J; J; N

Finalmente, como {i1,is2,....ix } é qualquer subconjunto finito de I,
Z Z afl < Zan |
i€l ned;

+o00

Associatividade, como soma, para séries absolutamente convergentes Seja Y a,,
em K, Y |a,| < 0. Se N=UJ, J;, com unido disjunta, I ¢ N um conjunto de indices, temos,
+o00
Yan=Yan=Y, Y an.
N T nel;
Prova Em R segue da decomposi¢ao Y. a, = Y. pn — 2. ¢n, € da associatividade acima. Em
N

C, segue da decomposicao Y a, = Y. Re(a,) +iY. Im(ay) e do caso anterior m
N N N

Lema 3 Se (z,) é somdvel e (I,,) é uma sequéncia crescente de subconjuntos de N tal

que UL, =N (sequéncia exaustiva) entdo, (T )ker, € é somavel e im Y = Y a,.
n—+oo k:EI,,L N

Prova E uma consequéncia imediata da definicao de somabilidade. Verifique.
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As definigoes e resultados dependendo s6 da enumerabilidade de N estendem-se a subcon-
juntos infinitos de N ou a N x N, também enumeraveis. Uma familia em K, com indices
em I, é uma funcao z : I - K, denotada por (z;) ou (z;);. Uma sequéncia é uma familia
indexada em N. O préximo resultado é imediato do similar obtido para séries.

+o00 +o00

Teorema 4 Sejam Y x, e Y. Y, séries em K. Sao equivalentes:

(a) A familia (2, Ym )nxy € somével.
(b) ¥ |znym| < oo (isto é, a familia (x,y,,) é absolutamente somével).
NxN

+o00
(¢) Se ¢ :N — NxN é bijetora, a série ¥, z;, com 2; = ZpYm , (n,m) = (i), é convergente.
i=1

+ 00 + 00

Definicao Dadas as séries Y. x, € > ¥, seu produto de Cauchy ¢é a série

+ n

+o00
( Tp yn—p) = Z Z Ty = (zoyo) + (zoy1 + T1Y0)-.. -
p=0 n=0 i+j=n

[}

n=

Teorema (Produto de Séries) Sejam Y x,, =z e ¥ ¥, = y absolutamente convergentes.

(A) Comutatividade Para toda ordenagao (bijegdo) ¢ : N - N x N temos,
+00

Z InYm = Z TnYm

(n,m)=p(i),1=1 NxN

(B) Se (Ix),Ir c NxN,k € N, é uma sequéncia crescente e |J I = NxN (uma exaustao),

k—+o0 Ik: NxN

(©)
(iomn) (ioym) = N;anym

(D) Associatividade Se NxN=Uj;.;J;, I cN, uma particio de N x N entdo,

2. 2 Ta¥m= ), TnYm.

i€l (n,m)eJ; NxN
(E)
+00 400 +00 400
Z Z TnlYm = Z Z TnlYm = Z TnYm
n=1m=1 m=1n=1 NxN

(F) O produto de Cauchy das séries dadas é uma série absolutamente convergente e,

(o) + o0
Z ( Tp yn—p) = Z Z ZiYj; = Z InYm-
n=0 " p=0

n=0 i+j=n NxN

n



Prova

(A) Consequéncia imediata do teorema 4.
(B) Seja a= ¥ x,ym. Dado € > 0 existe F, finito, em N x N, tal que | Y z,ym — | < €
NxN F
para F' 5 F.. Logo, se Iy 2 F. e k> N entéo | Y x,ym — a| <e.
Iy

+ 00 +o00

(C) Sejam (s,) e (tm) as sequéncias das somas parciais de Y x, € Y yn,. Entao,

e tomando o limite em (*), por (B) segue a tese.
(D) Segue da propriedade similar para séries simples absolutamente convergentes.

(E) Segue da associatividade vista em (D). Em um caso temos Nx N =U{n} xN,n e N,
e, no outro, Nx N=UNx {m}, meN.
(F) Segue da associatividade simples, para uma particdo constituida por subconjuntos

finitos. A familia (Jy), Jr ={(i,7) e NxN:i+j =k} é particio de NxN m

Obs: O produto de Cauchy surge na multiplicacao de séries de poténcias.

APLICACOES

A Funcao Exponencial Complexa,

+oo . n

exp(z):zz—' ,2eC
O n-

é bem definida, sendo a série uniformemente absolutamente convergente sobre subconjun-

tos compactos do plano. Ainda mais,
(%) exp(z+w) =exp(z)exp(w), ¥V z,weC .
Propriedades

(a) exp(z) #0,V zeC, exp(0) =1, exp(2) " = exp(-2).
(b) exp’(z) =exp(z),Vz € C e, entdo, a fun¢ao exp é infinitamente derivével em C.
(¢) A restrigdo de exp:C — C a R é a fungao exponencial, real, exp : R — (0, +00).
Notagao: exp(z) =e*,z €C.
(d) € = cosf +isenf VO eR, €% =1,
2 9271 93 92n+1

9 n
cosf =1 - 5(—1) (2n)' + . senf =0 - ? + ...+ m .

(e) A funcgao exp: C — C é 2w periddica.

(f) Para todo w € C* existe z (inico médulo T = 27i) tal que e* = w.

Prova de (*), (b) e (d). As demais verificagdes sdo deixadas ao leitor.



(*) O produto de Cauchy das séries absolutamente convergentes exp(z) e exp(w) é,

T (I - Z )3 -

=0 n+m= p

Sl e f”i() f(w)

1
p! n=on'(p DN

+

[}

25

(b) Neste cdlculo os nimeros sao complexos, incluindo h. Temos,

ez+h —e* Bh +oo pn h h2
=e? ——1 E(l+—=+—+...
h h (Z ) TR )
L h[?
Logo, se [h] < 1, [p(h) = &+ B o | < B BE < hlly + 4+ .] < elhl

Portanto, }ILIH(l) w(h)=0eexp’(z) =exp(z),Vz eC.

(d) As séries de Taylor das funges coseno e seno convergem e sao as séries obtidas. m



