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Professor Oswaldo Rio Branco
Raizes de um Polinémio com Coeficientes Inteiros

Para pesquisarmos as possiveis raizes inteiras, ou racionais, de um polinémio P com coe-
ficientes inteiros contamos com o resultado abaixo que afirma que uma raiz inteira, se existir,
divide o termo independente e uma raiz racional, se existir, deve ser procurada entre os niimeros
da forma %, p e q inteiros e primos entre si, tais que p divide o termo independente e ¢ divide
o termo dominante.

Proposigao Seja P = P(z) = a,2™ + ap_12" 1 +.... +a12+a, um polindmio de grau n
com coeficientes, a;, 0 < ¢ < n, inteiros. Temos os resultados abaixo.

(i) Se a € Z é raiz entdo ala,.

(ii) Se a = £ € Q, mde(p, q) = 1, é raiz entdo p divide a, e ¢ divide ay.

Demonstracgao

(i) Segue de P(«) =0 que a,o™ + .... + aja = —a, . Logo,
alapa™t 4.+ asa + a1) = —a,

e portanto 7= € Z pois a; e o’ sao inteiros, Vi, V j, e %2 = —(ana™t 4+ ... + aza + ay).

Isto é, a divide a,.

(ii) Neste caso temos, P(a) = 0, donde

e, multiplicando por ¢",

Assim, colocando p em evidéncia temos p(a,p” !+ ...+ a1¢" 1) = —a,q". Logo, p divide a,q"
e portanto, como mdc(p,q) = 1, p divide a,.

Analogamente, por (x), temos
anp" gt g+ aog” = —anp”

e assim, pondo ¢ em evidéncia, temos q(a,_1p" ! + ... + a,q" ") = —a,p™ . Consequentemente

g divide a,p™ e entdo, como mdc(p, q) = 1, segue que ¢q divide a,, W



Férmulas trigonométricas

Verifique as férmulas abaixo, assumindo ou a férmula 1 ou a 2, que podem ser encontradas
em livros de segundo grau. Mantenha-as consigo e familiarize-se. A terceira é 1til para a
demonstracdo das propriedades de reflexao das coOnicas : pardbola, elipse e hipérbole. As
férmulas 6, 7, 11 e 12 aparecem naturalmente quando da mudangca de varidvel visando o computo
de determinadas integrais. As demais surgem em inumeras situacoes, sendo fundamentais
quando do estudo das séries de Fourier, que se trata da aproximagao de uma fungao periédica

qualquer por uma soma de fungoes trigonométricas.

cos(a+ B) = cosacosf — senasen3

1

2. sen(a+ ) = senacosf + senfcosa
3. tglat )= fetias
4. sec’0 =1 + tg?0

5. cossec’d = 1 + cotg?0
6. cos20 = cos*0 — sen?

7. sen20 = 2senfcost

8. cos?0 = % + %00520

9. sen’f = % — %00820

10. Férmulas de prostaférese ( transformam produto em adi¢ao ou subtragio)
(a) senacosf = 3| sen(a+B) + sen(a— )]

(b) cosacosB = %[ cos(a+B) + cos(a—f) ]

(c) senasenf = %[ cos(a— ) — cos(a+ ) ]

. 2tg% T
11. senx = 27 197z S€ 0S5 #0
19, cosp — L=t5 o oe £0
‘ T+ 7% 2 ‘



Progressao Geométrica

Dado r > 0 consideremos a soma S, =1+ .... + ! a soma dos n primeiros termos de
uma progressao geométrica de razdao r. Multiplicando S,, por r temos S, = r+ .... +r"~1 4 "
e portanto, S, —rS, =1 —r". Assim, pondo S,, em evidéncia obtemos a férmula
1=

() Sn 1—r "’

r#£1.

Tal férmula é extremamente ttil e dela podemos obter convergéncia de séries, identidades
polinomiais, identidades algébricas, etc.
(1) Apliquemo-la em polinémios. Considerando x uma varidvel real temos, por (*), que
1—2"
1—x

=l4z+ ... + 2" z#£1,

e assim,

()¢) 2" —1=(x—-1)(1+2 + ... +2" ),VzecR.

(2) Identidade algébrica: sejam a e b dois nimeros reais, a # b, por (*) temos

a" — b = a"[1-— (g)n | =a™(1— g)[ 14+ ... + (S)nﬂ =
= (a=b)a" 1+ ..+ Z— o+ (g)”‘l] -

= (a=0)]a" '+ ..+ "V ¢ o+ ]

a” —b" = (a—b)(a"' 4+ a"% + ... + ab"™? 4+ vy
(3) Calculemos a série geométrica de razao r, —1 < r < 1. Observemos que r"™ — 0 quando

n — + 00, isto é, ™ tende a zero quando n tende a mais infinito ou, em simbolos,

lim »"=0.
n—-+oo

Logo, as somas parciais da série geométrica

n=+oo
g m=1+r+ +r" + ...
n=0
- . ~ - ~ _pntl
sao as somas finitas de uma progressao geométrica de razaor, S, = 1+ r + ... + r» =1 T
e, como é natural, definimos
n=-+oo
g r"= lim S, .
n—-+4oo
n=0
Portanto, temos
n=-4oo +1
" . 1—r" 1
E r" = lim = ,
n—+too 1—17 1—r
n=0
pois 7"t tende a zero quando n tende a + oo.



Por exemplo, temos

Exercicio extra A equagao geral de uma reta no plano cartesiano é: D : ax + by 4+ ¢ = 0;

a ou b nao nulo. Dado um ponto P, = (z,,,) € R?, a distancia de P, & reta D é :

| azo + by, + c¢|
va? + b2 -

Prova Seja m, o coeficiente angular de uma reta r qualquer. As retas, designadas por S,

PD| =

perpendiculares a reta D, tem coeficiente angular mg tal que mg.mp = —1. Logo, utilizando
o parametro d, uma equagao geral de tais retas é:

S —brx+ay+d=0, deR.

Entre tais retas perpendiculares a D queremos a que passe por P, = (2,,9,). Isto é,

—bzx, + ay, + d = 0 e, portanto, determinamos d = bz, — ay,. Temos entao a reta

Sp,

o

:—=bx + ay + (bxo — ay,) =0

Para determinarmos o ponto P; = (z1,y1) = D N Sp, resolvemos o sistema:

(*){ axr +by =—c

—bx + ay = ay, — bx,

Multiplicando a primeira equagao por a, a segunda por —b, e entao somando-as temos :

_1
a?+b2

agora, multiplicando a primeira por b e a segunda por a e somando-as concluimos :

T = (b%x, — aby, — ac) e,

Y = ﬁ(—abxo + a?y, — be).

Computemos agora o quadrado da distancia de P, = (z,,4,) a P1 = (z1,v1):
|P.PL? = (xo — 21)° + (o —91)* =
=[xy — e (VPwo —abyo —ac) 1® + [yo — e ( —abz, +a’y, —be) > =
= m[ (a*z,+aby, + ac)? + (abzr, + by, +bc)? ] =
= ﬁ[az(a% + by, + ¢)? + b}ax, + by, + ¢)? ] =

= Gl (@ + 1) (azy + byo + 0] =

(azo + by, + ¢)?

2107 , donde segue a tese.

segunda prova Reescrevendo (*) na notagao matricial temos:

S | R



E facil constatar que dada uma matriz inversivel,

| A B
| c D
sua inversa é dada por
1 D -B
—1 _
M= AD—-BC | _C¢ A

Assim, a solugao de (*) é

1| 1 a —=b —c
n a2+ | b a ayo —bx, |

Logo, x1 = ﬁ(—ac — aby, + b%z,) e y1 = %W(—bc + a?y, — abz,) e a demonstragio

segue como a anterior WM



