Séries
Expansao Binaria

1. Expansao na base 2 Para x € (0,1] temos as propriedades abaixo:

(a) Existe uma tinica sequéncia (a, ) ndo eventualmente nula (Vp,3n > p, a,, # 0) bindria,
+o00
an=00ua,=1,comx= 3% 52 Istoé uma tnica expansao infinita (ndo finita).
n=1

(b) SexeJ={f; p,neN,p<2"}, hd uma expansio finita (AN [ a, =0sen 2 N) e

uma infinita, com (a, ) eventualmente igual a 1 (3N tal que a, =1,Vn > N).
(¢) Se z tém expansao finita, ou (a,) é eventualmente 1 mas nao igual a (1), x € J.

(d) A expanséo finita é tnica.
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Sugestao: -

+op .t =1-
Prova:

(a) Sejam I; = (0,%] e Ji = (%,1]. Se x € I pomos a; =0 e, se x € J, a; = 1. Logo,
O<az-% <1
Suponhamos definidos ay, ..., a, € {0,1} tais que para todo j, 1<j <n, existe um

tnico i, 0 <4 <27 — 1, satisfazendo:

1 aq a; 1+ 1 . ,
— < — 4.+ —2 <x <—,0<i <21,
27 2 27 27
Na etapa n, Jip, 35 <% +...+5% < o < Z%fhl, 1o < 2" — 1, e considerando n + 1,

(io i0+1]_(2i0 2i0+1]u(21'0+1 215 +2

on’ 9gn |~ \9on+l’ 9n+l on+l 7 9n+l ]:I"UJ”;

e reescrevendo 2i, +2 = (20, + 1) +1: 2i,+1<2(2" -1)+1=2""~1, com I, e J,

na disjuncgéo (0,1] = U(gn%a 2%11]7 0<i<2ntl_1.

Pondo ap+1 =0,se x € I, € apy1 = 1se x € Jy, temos 557 < L R

2 on+l = = gn+l
para um tnico4, 0 < i <2"*1-1. Portanto, 0 < x—%4-—....— §i < Qn%e T = Yon

Infinitude da expansao: supondo, por absurdo, que 3N tal que a,, =0, Vn > N, temos
ve (o, Y e,paran=N+m, ze (55,55 + 5], para todo m ¢

Unicidade (expansao infinita): segue da construgdo e por indugdo. Dadas duas
para z, elas tem mesmo termo inicial, sendo x pertenceria a intervalos distintos.

Cancelando-o e multiplicando as expansoes por dois, recaimos no caso anterior.

: _ P
Obs: se x = 5,

Exemplo: 1% = 9+ 5+ 55+ 55+ 55 +.... e identificamos % com (0,1,1,0,1,1,1,1,...,1,...).

p=1 »p
277, b 271

1<p< 2™ naetapan, x € ( ] e, da etapa n+1 adiante, ax = 1.



(b)

Mostremos por indugao em n, para 1 < p < 2", que existe a expansao &= = L +.....+ %z,

27 T 2 2n
Sen=1¢dbvio: p=1eaj=1.

(Hipétese de Indugao) Supondo o resultado para n, seja s, 1< p < on+l,

Se p é par, p=2N = 2N < 2™ N <27, ST = 2% e, por hipétese, 2ﬂn =Gt +gm.

Se p é fmpar, p=2N+1= 2t = Lo L. ainda, 2N+1<2""!' = N<N+1<2n

e entdo, para ix é vélida a hipétese de inducéo.

27L
Seja x = G+ ...+ 2%,

+o= o

1
on+j n

+

N[
=

a; =0,1. Temos, QW% +...+

+ + L entio x = 2" Ya; + 2" 2%a3 + .. 2a,_1 + 1)

_ a1 1
Se xXr = 53 on on

e

p=2"Ya + 2% %40 + o+ 2041 + 1 < 1424427 2" 1<,

_(a 1 1 1 1 . 5 _(1 1 1
Sex— (71+....+21V7_2)+27N+W“.+...W+..., entao, X = (27++2N7—2)+2N7—1 €J.

Basta analisarmos: G- +....... +on = %1 o 12’7 ,n > 2. Suponhamos, por absurdo,
ay # by; digamos a; =1 e by = 0. Entao,
1 1 bo by, 1 1 1 1
- S -+ ... — =X = y = — 4 ... _ — 4+ = _ ,
2 2n 22 2n 22 2n 2n 2
e portanto, % <1- 2% - % 4 Logo, descartando a, = b; temos
a9 Ay bQ bn
— ot — =+t —.
22 n 22 an

Multiplicando por dois recaimos no caso anterior e: as = by. Por indugao, a; = b;, Vi.



