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Capitulo 1

MEDIDAS

Os conjuntos cuja medida podemos definir em virtude das
idéias precedentes, nos chamaremos de mensuraveis. Assim
o fazemos sem a intencao de querer dizer que nao é possivel

associar um nimero a outros conjuntos. E. Borel, 1898

1.1 Introducao

Um dos mais importantes problemas em geometria é o de determinar a area
(volume) de uma regiao no plano (espago tri-dimensional). As técnicas do calculo
integral fornecem uma solucao satisfatéria para tal problema para regioes limi-
tadas por curvas suaves (superficies suaves) mas que sdo inadequadas para lidar
com conjuntos mais complicados, até mesmo em dimensao um. Idealmente, para
n € N, gostarfamos de ter uma funcao p que associasse a cada £ c R® um nimero
u(E) € [0,00], a dimensao n-dimensional de E, tal que p(E) fosse dada pelas
férmulas usuais do calculo integral, quando estas fossem aplicaveis. No caso uni-

dimensional, tal fungao p certamente deveria possuir as seguintes propriedades:
(a) n([0,1])=1.
(b) u(E) =pu(F) se E é uma translacao de F.

(¢) p(EyuBEyu...)=%" u(E,), com (E,) uma sequéncia, finita ou nao, de

conjuntos dois a dois disjuntos.



Vejamos que nao existe fungao p : P(R) — [0, +oo] satisfazendo tais condigoes.

Consideremos em [0,1] a relac@o de equivaléncia z ~ y se x —y € Q (verifique).
Pelo axioma da escolha existe N c [0,1] tal que N contém exatamente um s6
elemento z, de cada classe de equivaléncia o. Consideremos {r; : j € N} uma

enumeragao de Qn[-1,1] e os transladados
Nj =N+ Tj.
Mostremos que os conjuntos N; sao disjuntos e
[0,1] c U N; c[-1,2].
j=1

o Se N;n N # @, entao existem z, e xg tais que x, +1; = v3 + ;. Logo,

To ~ Zp € entdo x, = xg. Donde, r; =1y e j =k (logo, Nj = Ny).

o Dado x € [0,1], existe x, tal que x ~ x,. E claro que -z, € QN [-1,1].
Donde, x = z, +7;, para algum j. Concluimos entao que [0,1] c U; N;. Por

outro lado, é 6bvio que U; N; c [-1,2] e é facil mostrar que p([-1,2]) < 3.

Se p satisfaz (a) e (c), como os conjuntos Nj, sao disjuntos, obtemos

1=p([0,1]) < M(U Nj) =Y u(N;) <3,
j=1 j=1
Pela condi¢ao (b) temos que p(N;) = u(N) e entdo encontramos
1<> u(N)<3,
=1
0 que nao é possivel. Assim, tal “medida” p nao existe.

Tal exemplo é adaptavel ao R” trocando a condigao (b) pela condigao

w(E) = u(F), para E e F congruentes;
(0'): { isto é, E=T(F), com T um movimento rigido

[T é uma composicao de translagoes, rotagoes e reflexoes|.
e a condicao (a) pela condigao
(a'): p(@Q)=1, se @=[0,1]"=[0,1] x---x [0,1] é o cubo unitério.
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Assim, na busca por uma medida adequada em R”, enfraquecemos as condigoes
citadas. Entretanto, mudar a condigdo (c) para uma condi¢do sobre sequéncias

finitas nao é adequado pois perderiamos resultados sobre limites e continuidade.

Em 1905, Vitali provou a existéncia de conjuntos nao mensuraveis. Deve-se a
ele o teorema: Todo conjunto de niimeros reais com medida exterior estritamente
positiva, contém um subconjunto nao mensuravel. A prova se encontra no livro

de Royden/Fitzpatrick.

Ainda, se n > 3, em 1924 Banach e Tarski provaram o surpreendente resultado:
Sejam U e V conjuntos limitados arbitrarios em R" n > 3. Existe k € N e

subconjuntos F, ..., Ey, F,..., F, de R" tais que
- os s sao disjuntos e sua uniao é U,
- os Fj, sao disjuntos e sua uniao é V,
- FE; é congruente a I, paraj=1,... k.

Uma interpretacao é entao: pode-se cortar uma bola do tamanho de uma
ervilha em um numero finito de pedacos e rearranja-los de forma a formar uma
bola do tamanho da Terra! Evidentemente, tais conjuntos sao bizarros. Gragas
a eles nao é possivel uma medida razoavel associando valores positivos finitos a
conjuntos limitados arbitrarios e satisfazendo (b’). Assim, restringimos o dominio

da medida de forma a evitarmos tais patologias.

Vale a pena, e nao requer muito trabalho extra, desenvolver a teoria da me-
dida em grande generalidade. As condigoes (a) e (b) advém da geometria eucli-
diana enquanto (c) é relacionada com medidas de conjuntos nao necessariamente
geométricas. Em fisica u(E) pode representar a distribuicdo de massa em uma

regiao e em probabilidade, se X é um espago amostral, u(E) é a probabilidade.



1.2 o- Algebras

Analisemos familias de conjuntos adequadas a dominios das medidas.
Seja X um conjunto nao vazio. Uma algebra de conjuntos sobre X é uma
colecdo A ndo vazia de subconjuntos de X que é fechada para uniao finita e

complementaridade. Isto é,
(i) se Fy,...,E,e Aentao EyU-—-UE, € A,
(ii) se £ e A entao E° e A.

A élgebra A é uma o-algebra se é fechada para unices contaveis. A identidade

NE =(UE)",

revela que as algebras (respectivamente o-algebras) sdo também fechadas para
intersecgoes finitas (respectivamente intersecgoes contéaveis).
Se A é uma algebra, entdao @ € A e X € A. De fato, A é ndo vazia e entao,

dado E € A temos que conjuntos £ n E° e E'u E° pertencem a A.

Uma familia {£}};c; de conjuntos dois a dois disjuntos [i.e., £, n E;; = & se

J #j'] é dita familia disjunta. Indicamos a reunido disjunta destes conjuntos por

L E;.

jed

Lema 1.1 Seja A uma algebra. Entao, A é uma o-algebra se e somente se A é

fechada para reunioes enumeraveis disjuntas.
Prova.
Basta mostrar, é 6bvio, a parte “se”. Dada uma sequéncia (E;), ey € A seja
k-1 k-1 ¢
FkZEk\ UE] ZEkﬂ UEJ .
J=1 J=1
E claro que (F}) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A e que

UFk:UEk*
N N
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Exemplos. Fixado um conjunto X, as familias abaixo sao o-algebras sobre X.
1. P(X)e{a,X}.
2. Se X é nao enumeravel,
A={F c X :FE é enumeravel ou E° é enumeravel }.
Dizemos que A é a o-algebra dos enumeraveis ou co-enumerdveis de X.
3. A intersecgao de qualquer familia de o-algebras sobre X.

Por favor, verifique os exemplos acima.

Definicao 1.1 Seja £ c P(X).

o A o-algebra gerada por £ € dada pela intersec¢ao de todas as familias

de o-dlgebras sobre X que contém &. Indicamos tal o-dlgebra por

M(E) [também é usual a notagio o(E)].

o Equivalentemente, M(E) é a menor o-dlgebra, sobre X, que contém &.

o Os elementos de £ sao chamados elementos geradores de M(E ).

Lema 1.2 Sejam &£ e F contidas em P(X).
(a) Se &c M(F), entao M(E) c M(F).
(b) Se & c F, entao M(E) c M(F).

Prova.

(a) Como M(F) é uma o-algebra contendo &, segue que (&) = M(E), a menor
o-algebra contendo &, estd contida em M (F)

(b) Basta notar que £ ¢ F ¢ M(F) e utilizar (a)#

A seguir, a g-algebra baseada na topologia de um conjunto X, onde X é um

espaco métrico ou um espago topologico. O caso X =R, é fundamental.



Definicao 1.2 A algebra de Borel B, de um espago métrico (ou topolégico)
¢ a o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos em X (ou, equivalentemente, pelos
fechados em X ). Os conjuntos pertencentes a B, siao chamados conjuntos de
Borel de X ou, simplesmente, borelianos de X. Uma interseccao enumerdvel de
abertos é dito um G, uma reuniao enumerdvel de fechados é um F,, uma reuniao

enumerdvel de Ggs € um Gs,, uma interseccao enumerdvel de F.y ¢ um Fg, etc.

Proposicao 1.1 A o-dlgebra By é gerada por cada uma das familias abaixo. No

que segue, a e b indicam nimeros reais.
Os intervalos abertos limitados: £ = {(a,b) : a < b}.
Os intervalos fechados limitados: & = {[a,b] : a < b}.

Os intervalos semi-abertos limitados:

E={(a,b]:a<b} ou & ={[a,b):a<b}.

As semi-retas abertas: & = {(a, ) :a € R} ou & = {(-00,a) : a € R}.
As semi-retas fechadas: & = {[a,0) :a € R} ou & = {(-00,a]:aeR}.
Prova.

Os elementos geradores nas familias acima sao borelianos. De fato, os per-
tencentes a &;, para j # 3 e j # 4, sao abertos ou fechados e aqueles em &

e & sao Ggrs. Por exemplo,

(a,b] = ﬁ(a,b+%).

n=1
Logo, pelo Lema 1.2 segue M(&;) c Bg para todo j.
Abertos em R sdo unides contaveis de intervalos abertos. Segue Bg ¢ M(&;).

Por fim, temos (a,b) € M(&;) para todo j. [Por exemplo, para j =2 temos

(a,b):U[a+%,b—%].

Verifique os demais casos.] Segue M(&;) c M(E;), para todo j #
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Defini¢ao 1.3 Consideremos { X, : a € A} uma familia de conjuntos nao vazios,

o produto cartesiano

X =T] Xa
acA

e as projecoes coordenadas
To: X — X,, onde a € A.

Suponhamos que M, € uma o-dlgebra sobre X, para cada o€ A. A o-algebra

produto sobre X € a o-dlgebra gerada pela familia de conjuntos
{mH(Ea): Eq e My e ace A},

e a indicamos por

R M.

acA
No caso finito A={1,...,n} escrevemos também

QRQM; ou Mi®...9 M,,.
=1

[Abusando da linguagem e da imagética, ' (F,) é a “faixa” E, x [I Xu .|
o'+

Proposicao 1.2 Se A é enumeravel entao

QR M,

acA

é a o-algebra gerada por

{HEazEaeMa}.

acA

Prova.

Pelo Lema 1.2, é suficiente verificarmos que os elementos geradores de uma
o-algebra pertencem a outra o-dlgebra e vice-versa. Dado E, € M, temos
TN (Ea) = [ Es, com Eg = Xge Mg, se 3 #a.

BeA
Inversamente, obtemos o produtoério

[[Ea= (7" (E.), com A enumerdvel #
acA aecA

[Abusando da linguagem e da imagética, [ F, é um “retangulo”. A prova acima
aeA
revela que toda “faixa” é um “retangulo” e, inversamente, todo “retangulo” é uma

intersecgao de “faixas”.]



Proposicao 1.3 (Refinamento da familia de geradores). Suponhamos que
a o-algebra M, sobre X, é gerada pela familia de conjuntos &,, para cada « € A.

Valem as propriedades abaixo.

(a) A o-algebra produto

& Mo

acA
é gerada pela familia Fy = {W&l(Ea) cE,e€,eac A}.

(b) Se A é enumeravel e X, € &,, para cada a € A, entao

&) M,

acA

é gerada pela familia

fQZ{HEaiEaega}.

acA

Prova. Notemos que M, =0d(&,).

(a) E claro que

M(F1) € @ M.,

acA
pois F; é subconjunto da familia de geradores de ®,.4M,. Inversamente,

fixado o € A, propriedades da fungdo imagem inversa e o fato de M(Fy)

ser uma o-algebra mostram que a colegao
(B cX,:m(E) e M(F1)}

é uma o-algebra em X,. Pois, basta notar que

T (E°) =m(E)° e m)! (U En) =Uma! (Bn).
N N
Continuemos. A cole¢ao citada evidentemente contém &, e portanto a
cole¢ao também contém o (&,) = M,.

Resumindo, temos 7 ;!(E) € M(F;), para cada E € M,, e para cada « € A.

Em consequéncia, pela definicao de o-dlgebra produto vale a inclusao

QR M, c M(Fy).

acA

(b) Andloga a Proposigao 1.2 (verifique)#
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Um espago topoldgico é separavel se contém um subconjunto denso enumeravel.

Proposicao 1.4 Sejam X,..., X, espacos métricos e
X = H X
j=1

munido com a métrica produto. Sao validas as propriedades abaixo.

(a) éBXj C Bx.
j=

s

n
(b) Se os espagos X sao separdveis entao @ Bx, = Bx [e [ X; é separdvel].

J=1 J=1

Prova.
(a) Pela Proposicao 1.3 (a), a o-dlgebra ®]_; By, ¢ gerada pelos conjuntos
771 (U;), com 1< j <n e Uj aberto em Xj.

Como tais conjuntos sao abertos no espago métrico X = [T}_; X, pelo Lema

1.2 (b) concluimos que ®’_; Bx, c Bx.

(b) Seja C; denso e contdvel em X [logo, T}, C; é denso e contdvel em X,
cheque] e &; a colecao, contavel, de bolas abertas com centro em Cj e raio
racional r. Todo aberto O em X; ¢é reuniao contével de bolas abertas de
&; [pois, se B(p;r) c O, temos que existe z; € C;, com z; € B(p;r/[2), e
portanto p € B(x;;r/2) c B(p;r) c O].

Assim, a colegao &; ¢ uma base contédvel de abertos de X e a o-dlgebra By,
¢ gerada por &;.
A colecao (de produtos cartesianos de bolas abertas)
&= {ﬁEj:Ej EEJ}
j=1

¢ uma base contavel de abertos de X (verifique). Logo, £ gera By.
Por outro lado, pela Proposigao 1.3(b), a colegao £ gera Q' Bx,#
Corolario 1.1 Temos

B]Rn = ®BR

J=1

11



Definicao 1.4 Uma cole¢ao € de subconjuntos de X ¢ familia elementar se,

o gef,
o Se B, Fe& entao EnF €&,

o Se E €&, entio E° é unido finita disjunta de elementos de €. [Atengdo:

isto nao quer dizer que E°€&.]

Se E €&, dizemos que E é um conjunto elementar.

Atencao, o enunciado abaixo é “pouco melhor” que o no livro texto, p. 23.

Proposicao 1.5 Seja £ uma familia elementar. As colegoes A, das unioes finitas
e disjuntas, e A’, das unioes finitas, ambas de conjuntos elementares, sao iguais

e formam uma &lgebra.
Prova.

E evidente que A c A’. Chequemos a inclusao reversa.

Afirmamos que UL, E; € A, se os Eys € E. O caso n =1 é ébvio. Supondo a

afirmacao valida para n — 1 escrevemos

n—1 m
LJ_E%: tJ}?, COHlfg%<Eg,
i=1 j=1

e entao B
s UG- nU(ge)- s ulge )
i= Jj= j=
sendo que temos E¢ = u}_ Gy, com Gy, € € se 1 <k < p, e consequentemente
p
F;NE,=[J(F;nGy), com F;nGre€sel<j<mel<k<p.
k=1

Logo, A’ c A.
Verifiquemos que a cole¢ao A’ (ja fechada para unides finitas) é uma élgebra.
Se E,...,E, €& temos
Ji
E? = UFfi, se 1 <1< n,
Ji=1
com os conjuntos F' jii em & e

(QE):ﬁ( J:Fi)= U F.O...NE

=1 \ 7;= 1< <Jg
1<k<n

12
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1.3 Medidas

Definicao 1.5 Seja X um conjunto com uma o-dlgebra M. Uma medida em

M, ou em (X, M), é uma fungio p: M — [0,+00] com as propriedades abaizo.

(i) n(2) = 0.

(ii) Se (E,)n € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entdo vale

neN

(Def. 1.5.1) u(U E) = (B,

A propriedade (i7), dita o-aditiva (aditividade enumerdvel) implica na propriedade

(i1)" (aditividade finita) se Fy, Es, ..., E,, sao conjuntos disjuntos em M entao
H(Ey 00 Bp) = p(Br) + 4 p(Ey),

pois podemos definir F,, = @ para n > m.

Uma funcao u: M — [0, +00]| que satisfaz (7) e (7¢)’, mas nao necessariamente
s ILL ) q b

(ii), é dita uma medida finitamente aditiva.

Comentarios.

o Muitos textos enunciam a propriedade o-aditiva apresentando a férmula

na qual a ordem dos naturais estd implicita. Justifiquemos adotarmos a

férmula (Def. 1.5.1), que independe da ordem dos naturais.

¢ A uniao de conjuntos ), £, é invariante por qualquer reordenagao dos FE, s,
por qualquer associa¢ao dos E, e por qualquer dissociacao [com cada F,,
dissociado numa uniao contavel e disjunta de conjuntos na o-algebra]. Pa-
ralelamente, a soma (nao ordenada) ¥, u(E,) em [0, +o0] é evidentemente
comutativa, é livremente associativa e, devido a propriedade associativa, o
valor da soma Y, u(E,) nao se altera ao dissociarmos cada valor u(E,)

como uma soma nao ordenada (enumerdvel) de valores em [0, +oo].

13



o Para séries (ainda que em [0, +o0]) a propriedade comutativa nao é evidente

e as propriedades associativa e dissociativa sao muito restritas.

¢ Apesar das aparéncias, a férmula (Def. 1.5.1) nao é ambigua. Seja
E e M. Consideremos duas decomposigoes (enumeraveis) arbitrarias de £

(cada qual em conjuntos disjuntos e todos estes pertencentes a o-algebra)

E=JE e E=|J&
jeN keN

Entao, temos
EjZUEjmgk e gk:UEjngk‘
k J

Logo,
p(Ey) =Y w(Ein&) e (&)= n(E;n&).

keN jeN
Donde segue

Y w(Ein&) =3 w(Ein&) = > u(E;néy).

jeN keN NxN keN jeN

Entao, como era de se esperar, encontramos

> H(Ey) = Y w(Bin &) =) p(&).

jeN NxN keN

Seja X um conjunto e M uma o-algebra sobre X. Seguem as definigoes.

o O par (X, M) é dito um espago mensuravel e os conjuntos em M sao

chamados conjuntos mensuraveis.
o Se y1 é uma medida em (X, M), a terna (X, M, ) é um espago de medida.

o Dado um espago de medida, a medida p é dita finita se u(X) < oo, e é dita

o-finita se temos

X =JEj, com Ej e M e u(E;) < oo, para todo j € N.
j=1

o Um conjunto mensuravel F é o-finito, para u, se temos

E=|JFE;, com E; e M e u(E;) < oo, para todo j € N.
j=1

o A medida p é chamada semi-finita se para todo E € M tal que u(E) = oo,

existir F' € M satisfazendo as condigoes F' c E e 0 < u(F') < oo.

14
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Exemplos. Seja X um conjunto nao vazio (solicitamos ao leitor as verificagoes).
1. Se M=P(X) e f: X —[0,00] é arbitrria entao

n(E)=>" f(z), onde E € M, é uma medida.

zeE
Temos que p é semi-finita se e somente se f(z) < oo, para todo = € X.
Ainda, p é o-finita se e s6 se u é semi-finita e {x: f(x) >0} é enumerdvel.
Se p(x) =1, para todo x, entao p é chamada uma medida de contagem.

Se existir zg € X tal que f(zg) =1e f(x) =0, se x # zg, dizemos que p é

uma medida de Dirac.

2. Suponhamos X nao enumeravel e M a g-algebra dos conjuntos enumeraveis,

ou co-enumeraveis. A funcao

0, se E ¢é enumeravel,

w(E) ={

1, se E é co-enumeravel,

¢ uma medida.
3. Se X infinito e M =P(X), entdo a funcao

0, se E ¢ finito,

oo, se E é infinito,

Y

p(E) = {
define uma medida finitamente aditiva mas nao uma medida.

Seja (X, )y uma sequéncia de conjuntos arbitraria. Dizemos que

o (X,) é crescente se X,, c X,,,1, para todo n, e escrevemos

X, 7 UJX,.
N

o (X,) é decrescente se X, > X,,,1, para todo n, e escrevemos

Xo N X,
N

15



Teorema 1.1 Seja (X, M, ) um espaco de medida.

(a) (Monotonicidade) Se E,F e M e E c F, entao u(F) < pu(F).

(b) (Sub-aditividade) Se (E,,)n ¢ M, entao
() = 2o

(¢) Se (E,)n é crescente em M, entdo ju(E,) » u(UE,).

(d) Se (E,)y é decrescente em M e u(Ey) < oo, entdo p(E,) ~ (N Ey).
Prova.

(a) Temos, u(F) = p[EU(E N E)] = pu(E) + p(F'~ E) > p(E).

(b) Observemos que
00 00 n—1
UEn=E1UU(En\ UEk)
n=1 n=2 k=2

Portanto, pela definigdo de medida e pelo item (a),
%) + 00 n—1 +00
1 (U En) =w(Ey) + (En U Ek) <u(Ey) + ) u(E,).
n=1 n=2 k=2 n=2

(c) A afirmagao é 6bvia se p(E,) = co para algum n. Suponhamos entao

u(E,) < oo, para todo n. Temos Us>y By = Fyu (EaN E1)u(EsNEy)u... e
M(U E,) = pu(Ey) + Z p(En N Enoy) =
n=2

- (B + DBy - p(Boy)] = lim (B, ).

n=2

(d) Visto que E, N\ N2, E;, temos (B \ E,) 7 (Ey ~N32, E;). Portanto, pelo
item (c), obtemos lim u(Ey ~ E,) = p(E1 ~ N2, E;). Assim sendo, j& que os

conjuntos Ej, tem medida finita obtemos

(1) - ()] = By - g (er E) N
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Defini¢ao 1.6 Fizado um espago de medida (X, M, pu), um conjunto N € M €
dito nulo se
u(N) = 0.

Pela sub-aditividade, uma uniao enumeravel de conjuntos nulos é também nulo.
Se uma afirmagao vale para todo ponto x € X x N, onde N é conjunto nulo (ou,
conjunto de medida nula), dizemos que ela vale quase sempre (abreviado g.s.) ou
para quase todo z. E importante observar que o conjunto dos pontos em que a

afirmagao nao vale é um subconjunto (talvez ndo mensuravel) de N.

Defini¢ao 1.7 Uma medida 1 : M — [0, 00] € completa se M contém todos os
subconjuntos de quaisquer conjuntos nulos.
A seguir, mostramos que toda medida pode ser completada.

Teorema 1.2 (Completamento). Suponhamos (X, M, u) um espago de me-
dida. Sejam

N={NeM:u(N)=0},
M={EUF:EeMeFcN para algum N e N'} .

Entao, M é uma o-algebra e existe uma tnica extensao j1, da medida p, a uma
medida sobre M. Ainda mais, i@ é completa.

Como mnemoénico, temos o diagrama comutativo, com a inclusao 1: M < M,

M £+ 10, 0]
1 5
M

Prova.
o M é uma o-algebra.

E claro que @ € N ¢ entdao @ U @ = @ € M. Segue trivialmente que M c M.
Como M e N sao fechados para unides contéveis, M também. Se FUF € M,

com EeMe FcNeN, resta mostrar que
(EUF)eM.
Ora, basta ver que

(EUF) = E*nFe=En[(N\F)uN]=(EUN)|J[E n (N~ F)].

17



A seguir, para uma unido £ U F em M como acima, definamos
A(EUF) = p(E).

¢ A boa definicao da funcdo .

Suponhamos Fy U Fy = B, U Fy, com Ej e M e F; c N; e N, para j = 1,2.

Deduzimos
EicEysuNy e p(Ey) <pu(Ey)+ p(Ng) = u(Es).
Vice-versa, u(Ey) < pu(Ey).
o A fungdo 71 estende p e é uma medida. Cheque (é trivial).

¢ Unicidade de 1.

Seja v uma medida em M, estendendo . Seja EUF € M, com E e M e
F c N para algum N € M. Verifiquemos que

V(EUF)=pu(E)=nu(EuF).
Temos,
wE)=v(E)<v(EUuF)<v(EuN)=u(EuN)<u(E).

o A fungao 7z é uma medida completa.

Suponhamos G ¢ EuF e M,onde Ee M, Fc N e N eu(EuF) = u(E) = 0.

Entao,
G=guG, com@eM e Gc(EUuN)eN.

Logo,
GeMa

A medida 7 é o completamento de p enquanto M é o completamento de

M, com respeito a medida .

18
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1.4 Medidas Exteriores

Definicao 1.8 Uma medida exterior sobre um conjunto X # @ é uma fungao
ptP(X) — [0, +00]
tal que
o p*(@) =0.
o u*(A) < pu*(B), se Ac B (monotonicidade).

o u* ( U Ai) < ¥ pu*(A;) (o-subaditividade).
ieN ieN

Proposicao 1.6 (Usina de Medidas Exteriores). Seja & c P(X) uma colegao
tal que @ € £ e X € £. Consideremos uma fun¢ao p : € — [0, +oo] satisfazendo
p(@) =0. Entao

(Prop.1.6.1)  p*(A) = inf{z p(E,):E,efeAc UEn}, onde Ac X,
N N

é uma medida exterior sobre X.

Como mnemoénico, temos o diagrama comutativo, com 1: € — P(X),

_r [0, 0]
| &
H*
P(X)
Prova.

Dado A c X, é 6bvio que existe uma sequéncia (£,) c € tal que A c Uy E,.
Se E, = @, para todo n, entao temos @ = Uy E, e u*(2) < Y12 p(@) = 0.
Se Ac Be BcUyFE,, entao A c Uy E,. Donde segue p*(A) < pu*(B).

Quanto a o-subaditividade, consideremos uma sequéncia (A4, ) em P(X). Se
> (A,) = oo, nada hd a provar. Caso contrdrio, dado € > 0, para cada
n existe (E);en € € satisfazendo A, c Uy E e Y, p(E) < p(Ay,) + €27
Logo, U, A, c U, ; EI e entao

(W) < Dot < Dl (4 )= a4 co
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Comentemos, a seguir, a passagem de uma medida exterior a uma medida.
Definicao 1.9 Seja p* uma medida exterior sobre X. O conjunto A c X ¢é dito
p*-mensurdvel se

W (E)=p (EnA)+p*(EnA°), para todo FE c X.

Para verificarmos tal igualdade basta provarmos, é facil ver, a desigualdade
pw (E)>p*(EnA)+p*(En A°), para todo E c X, a qual é ébvia se u*(FE) = oo.

Concluimos que A é p*-mensuravel se e somente se
p (E)>p*(EnA)+p (EnA°)), para todo F c X tal que pu*(F) < oo.

Interpretamos A como um conjunto tal que, para £ 2 A, a medida exterior u*(A)
[= p*(An E)] é igual & “medida interior” p*(E) - p*(E n A°).

A seguir, a partir de uma medida exterior (arbitréria) estabelecemos uma

sigma-algebra de conjuntos mensuraveis e uma medida completa.

Teorema 1.3 (Carathéodory). Seja u* uma medida exterior sobre X.

o A familia M dos conjuntos p*-mensuraveis é uma o-algebra.
e Todo conjunto de medida exterior zero é p*-mensuravel.

e A restricao de u* a M é uma medida completa.

Como mnemoénico, temos o diagrama comutativo, com i: M < P(X),

P(X) "~ [0, 00]
14

Prova.

o M é uma algebra e p* é finitamente aditiva sobre M.

EébvioqueAe/\/l se esdse Ace M. Para Ae M, Be M e E c X, temos

p(E) =p(EnA)+p(EnA)
= [ (EnAnB)+pu (EnAnB°)
+ pw(EnAcnB)]+p*(En Acn Be).
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Pela identidade (AnB)u (An B¢)u(A°n B) = Au B, a sub-aditividade de
p* e aidentidade A¢n B¢ = (Au B)¢, deduzimos a desigualdade

W (E)>p* [En(AuB)]+p [En(AuB)°].
Portanto Au B € M, entao uma algebra. Ainda mais, se An B = & entao
p(AvB)=p [(AvB)nAl+p [(AuB) n A] = p*(A) + p*(B).

o M é uma o-algebra e p* é o-aditiva sobre M.

Seja (A,) ¢ M. Podemos supor que os conjuntos A, sdo disjuntos [partici-
onando UA,, = A; J(Aa~ A1) J AN (A1UAy) -] Definamos os conjuntos
B,=A1u---uA, e B=7 A;. Entao, dado Ec X en>1, e pondo By = &,

wW(EnB,) = (EnB,nA,)+u* (EnB,nAS) = u*(EnA,)+u* (EnB,_1).
[terando tal procedimento obtemos p*(EnB,,) = ¥, n*(EnA;). Portanto,
W (B) = p*(Ea By) + 1 (B BS) > Y1 (B0 Aj) + (B BY),
i=1
Impondo n - oo (e empregando a o-subaditividade de p*) segue
w(E) > § w(EnA;)+up*(EnBe) > pu* [Q(E N Az)] +p*(En B°)
= ;1(E NB)+u (EnB°)> ,u*(E).F

Assim, B = J3% A; pertence a M e p*(E) = Y72, w*(En A;) + p*(E n B°),
para todo F c X. Substituindo E = |J72; A; = B nesta ultima identidade

obtemos
w(ga) -z,
1eN 1eN
Logo, p* é o-aditiva sobre M e p*|p é uma medida.

o Conjuntos de medida exterior zero sdo p*-mensuraveis e p*|,, € completa.

Se p*(N) =0 entao N € M pois, para F c X

i (B) < " (En N) + (B N°) = (B N¥) < o7 (E)
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Defini¢ao 1.10 Seja Ac P(X) uma dlgebra. Uma funcgdo de conjuntos
po = A= [0,+00] € uma pré-medida sobre A se

o po(2)=0ce
o para toda sequéncia (A;)n c A de conjuntos disjuntos com \J A; € A temos
N
Lo (U Ai) = > po(A;) [propriedade o — aditival].
N 1eN
E trivial ver que toda pré-medida é

finitamente aditiva [pois, pg ( [LJ Ai) = i po(A;) se Ayg e Al
i=1 i=1

e
mondtona [pois pg(A) < pug(B) se Ac B, onde A, B e A].

As nocgoes de pré-medida finita e o-finita sao andlogas as suas correspondentes
dadas para medidas.
Uma pré-medida g sobre uma algebra A c P(X), induz, em concordancia

com a Proposicao 1.6, a medida exterior em X,

(Def.1.10.1) u*(E)= mf{ Y po(4;): AjeAe Ec|JA; }

1eN 1eN
Proposicao 1.7 (A pré-medida e a medida exterior). Sejam py uma pré-

medida sobre uma algebra A e u* a medida exterior acima definida. Sao verda-

deiras as propriedades abaixo.

(a) ﬂ*| A = Mo,
(b) todo conjunto na dlgebra A é p*-mensurdvel.

Como mnemoénico, temos o diagrama comutativo, com a inclusao v: A - P(X),

$ [07 OO]

| &
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Prova. Seja A € A.

(a)

Escrevendo A= Augu@u@u--- obtemos
1 (4) < po(A).

Dada (A,)nc A com Ac A u Ay uU---, a monotonicidade e a g-aditividade

de pg garantem

po(A) < po(AruAyu-)
= po{A1u (As N A u[AsN (AU Ay)]u--}
< po(Ar) + po(Az2) + p1o(Asz) +-+-.

Assim, pela definicao de infimo obtemos
po(A) < " (A),
A prova de (a) estd completa.

Sejam E ¢ X e uma arbitréria (A, )y c A satisfazendo
Ec U A,.
N

Temos
ZMO(An) = ZMO(An nA)+ ZNO(An nA°)
> p*(EnA) + (B n A%,
Logo, por defini¢ao de infimo,

W (E)2p*(EnA)+p*(EnA°), para todo E c X.

Donde segue que A é p*-mensuravel#
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Teorema 1.4 (De pré-medida a medida). Sejam A uma dlgebra em P(X),
uma pré-medida iy sobre A e a o-algebra M gerada por A.

(a) Sejap = p*|pm, com p* a medida exterior induzida por i [formula (DEF.1.10.1)].

Entao, a restricao
=1
é uma medida sobre M cuja restricao a A é pg. Assim, vale a propriedade
pila = po-
(b) Se v é uma outra medida sobre M que estende p, entao temos
v(E) < u(FE), para todo E € M,
ocorrendo a igualdade se u(E) < oo.
(c) Se o é o-finita entao u é a tnica extensao de iy a uma medida sobre M.

Como mnemonico, obtemos o seguinte diagrama comutativo, com as inclusoes

1:As>Mejg: Mo P(X) (isto 6, temos pu* o o1 = pyg),

A2 [0, 0]
-
Prova. Notemos que M =c(A).
(a) Pela Proposicao 1.7(a), po induz uma medida exterior p* que estende piy.
Pelo Teorema de Carathéodory, u* restrita a o-dlgebra dos conjuntos p*-

mensuraveis ¢ uma medida. Pela Proposicao 1.7(b), todo conjunto em A é

p*-mensuravel. Logo, tal medida estd definida sobre o(A4) = M. Assim, a

restricao p = p* ™ 6 uma medida. E trivial ver que M‘A = lto-

(b) Seja Ee M e E cU, A,, com (A,)y um sequéncia arbitraria na dlgebra A.
Temos v(E) < Y v(A,) =X 1o(Ay). Por (a) [as defini¢oes de p* e p] segue

v(E) < p*(E) = u(E).

A primeira afirmacao de (b) estd provada.
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Notemos que, como v e u sao medidas estendendo fi [vide Teorema 1.1(c)],

a)

Suponhamos agora p(E) < oo, onde E € M. Por defini¢ao, u(F) = p*(E).

valem as identidades

N R T

i=1 =1 =1

TCe

Entao, dado € > 0, por defini¢gao de infimo e de p*, existe uma [particular]

sequéncia (A,) c A satisfazendo

EclJA, e Y po(An) <i(E) +e.

Assim, u(U, 4, N F) <e.

Desta forma, pela observagao acima e pela desigualdade v < i encontramos

p(E) < pUs, An)
=v(Un 4n)
=v(E)+v(U, A, N FE)
<v(E)+ (U, Ap N E)
<v(E)+e,

para todo € > 0. Donde segue u(E) < v(FE) e concluimos (b).

Seja X = U, Ay, com po(A,) < oo, para todo n. Como j& vimos, podemos

supor os conjuntos A,, dois a dois disjuntos. Assim, para E € M temos
E=J(EnA,).

Seja v como em (b). Temos u(E n A,) < u(A,) = ue(A,) < co. Por (b)
segue

v(E) = ZV(E nA,)
= ZN(EHAH)

= p(E)s
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1.5 Medidas de Borel em R

Neste se¢ao construimos a teoria definitiva para mensurar subconjuntos em R
tendo por base que a medida de um intervalo é seu comprimento. Iniciamos com
uma construcao mais geral que produz uma ampla familia de medidas em R cujo

dominio é a o-algebra de Borel Bg. Introduzamos alguma terminologia.
Uma medida de Borel é uma medida definida sobre os borelianos de R.

Como motivagao, suponhamos que p é uma medida de Borel finita e seja
F(x) = u((—oo,a:]), dita fungao distribuigao de p.

Pela monotonicidade de p [Teorema 1.1(a)], a fungdo F' é crescente.
Pela finitude de p [vide Teorema 1.1(d)], a fungao F' é continua a direita (pois
temos (—oo,z] =N (~00,x,] s T, N T).

Ainda mais, para b > a temos (—o0,b] = (-0, a]J(a,b] e

1((a,b]) = F(b) - F(a).

Nosso objetivo é inverter este processo e construir uma medida a partir de
uma fungao crescente e continua a direita (vide Figura 1.1 abaixo). Obviamente,

o caso F'(z) =z conduz & medida de comprimento usual.

y
) .

Flayl /

Figura 1.1: Um exemplo de F' crescente e continua a direita

26



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Os conjuntos elementares serao os intervalos semi-abertos a esquerda (a,b]
(limitado superiormente), ou (a, c0) (ilimitado superiormente), ou o vazio @, com

—00 < a < b< oo, chamados s-intervalos (s de semi-aberto). A familia
& ={2,(a,b],(a,0): -0 <a<b< oo}

dos s-intervalos é uma familia elementar [fechada para intersecgoes finitas, o com-
plementar de cada conjunto na familia é uniao finita disjunta de conjuntos na

familia e @ pertence a familia (cheque)].

Pela Proposigao 1.5, a colecao das unioes disjuntas e finitas de s-intervalos é

uma algebra A, que, pela Proposicao 1.1, gera a o-algebra Bg.

Aten¢do. O enunciado abaixo, e sua prova, diferem (pouco) do livro texto p.33.

A proposicao e o teorema que seguem sao dois dos mais delicados do curso.

Proposicao 1.8 Seja F : R - R uma funcao crescente e continua a direita.
Definamos
F(x00) = lim F(x) € [—o00,+00].

Consideremos uma sequéncia finita arbitraria de s-intervalos dois a dois disjuntos

(I;)1<i<n- Assim, para cada i,
ou temos I; = (a;,b;], com a; < b; < oo, ou temos I; = (a;,b;) = (a;, +00).
Definamos

(Prop.1.8.1) uo( nl ) ZR;F(b) F(a;)] e po(@)=0.

Entao, uo é uma pré-medida sobre Ag (unibes finitas e disjuntas de s-intervalos).

Prova. Trés partes.

o o estd bem definida e é finitamente aditiva.

Mostremos que a definicao independe da representacao. Examinemos o caso
em que U] I; = I é um s-intervalo do tipo (a,b] ou (a, o). Reindexando os

L, se necessario, temos a = ay < by = ag < by =--- < b, = b e obtemos

SIF() - F(a)] = FO) - o)
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Isto prova a férmula ug(I) = F(b) - F(a), que independe da representagao.

Destaquemos que

po(I) = zj:uo([i)-

Mais geralmente, no caso em que UL, [; = UL, J;, com Iy, e Jjg duas
sequéncias finitas de s-intervalos disjuntos, obtemos [; = Uj"i1(]z‘ nJ;) e,

pelo primeiro caso, po(1;) = ¥; po(1; N J;). Donde seguem as identidades

Yono(5) =) > wo(LinJ;) =Y po(J;),
i j=li=1 ]
mostrando que po é bem definida. Por construgao, pg é finitamente aditiva.

1o € mondtona.

Segue trivialmente da definigao de p (por favor, cheque).

o € enumeravelmente aditiva (logo, uma pré-medida).

Seja (I;)2; uma sequéncia de s-intervalos disjuntos, com ;2 I; em A,. Por

defini¢ao de A, temos

(X

m
' I; = Ul J;, com cada J; um s-intervalo.
]:

)

1l
=

Vejamos que basta provarmos p(J;) = 3 pto(J; N 1;). De fato, assim sendo

encontramos

1o (Ulz) = o (U Jj) =2 10(J;) =22 no(J;n 1)

= Zﬂo (U Jj ﬂli) = Z#O([i)-

Por conseguinte, podemos assumir m = 1.

Escrevamos J ao invés de J;. Gratos a monotonicidade de py deduzimos

i i=1

Ho (U [i) 2 Mo( : Ii) = > po(L;), para cada n.
1=1 i

Donde segue
po(J) 2 Y po(ls)-
i=1
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Quanto a desigualdade reversa, separemos em tres casos.

Primeiro caso, suponhamos J = (a,b] e limitado e fixemos ¢ > 0. Como F é
continua a direita, segue que existe ¢ > 0 tal que F(a+9) - F(a) < € e, com

a notacao I; = (a;, b;], para cada i existe d; > 0 tal que
F(b; +8) - F(b) < 25

Os intervalos abertos (a;,b; + 0;) cobrem o compacto [a + d,b] (cheque) e
extraimos uma subcobertura finita. Descartando os intervalos (a;,b; + 9;)

contidos em um analogo e maior e reindexando-os podemos assumir que

- os intervalos (a1,b; +901),...,(an,by + Iy ) cobrem [a+ ,b],
- bz +5i € (ai+1,bi+1 + 5i+1) para cada ¢ = ]_, e ,N— 1.
Desta forma temos po(J) = po( (a,b]) = F(b) — F(a) e

po(J) <F(b)-F(a+0)+e
<F(by+0n)—F(ay) +¢

= Fby +6x) - Flay) + T;l[F(am) CF(ap)] + e

< Fby +6x) - Flay) + ]j;ll[F(bi £6:) = Fap)] + €

=

<V [F(b) + 5 - Flag)] +e

~
1l
—_

< :_Vl[F(bi) ~ F(a;)] + 2
< %o: ,U()(Il) + 2e.

1

(2

Donde segue a desigualdade desejada. Encerramos o caso a e b finitos.

Segundo caso, a = —oo. Por um argumento andlogo, dado M < oo, 0s inter-

valos abertos (a;, b; + ;) cobrem o compacto [-M, b] e encontramos
F(b) - F(-M) <3 po(T;) + 2.
i=1
Logo, ja que € > 0 é arbitrario,
F(5) - F(-M) 5 (1)
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A continuidade de F' em —oo nos da
po[(=00,b]] = F(b) = F(=00) < )" puo(1;).
i1

Terceiro caso, b = +oo0. Similarmente ao segundo caso, para qualquer M < oo

obtemos
F(M)-F(a) <> po(l;) +2e
=1

e em consequéncia a desigualdade desejada

o[ (a,00)] = F(+00) - F(a) < imww

O préximo resultado estabelece uma correspondéncia um a um entre medidas
de Borel e funcoes crescentes. Recordemos que uma funcao crescente F': R - R
tem no maximo uma quantidade enumeravel de descontinuidades (verifique). Se
rp € um ponto de descontinuidade de F', entao estao bem definidos os limites
laterais (sdo nimeros reais)
F(zg)=lim F(z) e F(z{)=lim F(x).
Tz Tz
Temos

F(ag) < F(xg) e F(xo) € [F(xg), F(a5)].

Modifiquemos F' no ponto zy, se necessario,
definindo F'(zg) = F (),

em todo ponto de descontinuidade. A funcao “normalizada” F obtida é crescente
e continua a direita e, com o intuito de simplificar a apresentacao da teoria, é

para tais funcoes que enunciamos o fundamental teorema abaixo.
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Teorema 1.5 (Correspondéncia entre medidas de Borel e fungoes cres-
centes e continuas a direita). Seja F': R - R crescente e continua a direita.

Entao,

e Existe uma tinica medida de Borel g sobre R satisfazendo a identidade

pr((a,b]) = F(b) - F(a), para quaisquer a e b.
e Se G:R — R é também crescente e continua a direita, temos

IF = g se e somente se F'— G é constante.

Inversamente, se i é uma medida de Borel sobre R, finita sobre os intervalos

limitados, entao

p((0,2]), sex>0
F(x)=1 0, sex=0
-u((z,0]), sex<0,

é crescente, continua a direita e j = pp.
Prova.

o A pré-medida p originada por F' [e definida na &lgebra A;], vide Proposigao

1.8, satisfaz a férmula

:U“D((a7b]) = F(b) - F(CI,),

é o- finita e, pelo Teorema 1.4(c) [de pré-medida a medidal, é extensivel de
forma tnica a uma medida pp sobre a o-dlgebra dos borelianos Bg [a qual

é gerada por A|, vide Proposigao 1.1.
o E claro que temos pp = g se e sé se F'— G é uma constante.

o Por fim, se p é uma medida (logo, monétona), segue que F' é crescente.
Sex>0ex, Nz entdo N(0,z,] = (0,z]. Sex <0 ez, \ z, entdo

U(zy,0] = (z,0]. Portanto, em ambos os casos (cheque),

F(z,) N F(z)s
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Tecamos alguns comentérios sobre este teorema.

(1) E importante enfatizar que a condicio de que u é finita em intervalos
limitados é crucial. De fato, as medidas de Hausdorff (que nao serao abordadas
neste curso) propiciam exemplos de medidas de Borel sobre R de caracteristicas

muito diferentes daquelas tratadas no teorema.
(2) Solicitamos ao leitor efetuar algumas verificagdes.

Primeiro. H4 uma teoria andloga para intervalos [a, b) semi-abertos a direita

e fungoes continuas a esquerda.

Segundo. Se p é uma medida de Borel finita em R entao pu = upr, onde
F(x) = p((-o00,2]) é a distribuicao acumulada de pu, que difere de F' dada

no Teorema 1.5 pela constante p( (—o0,0]).

Terceiro (Duas formas de completar a medida de Borel up). A teoria
de medidas exteriores (se¢ao 1.4) fornece, para cada F' crescente e continua
a direita, nao s6 a medida de Borel pr mas também a medida completa
nir cujo dominio inclui a o-dlgebra dos borelianos Bg [vide Teorema 1.3
(Carathéodory) e Proposigao 1.7, ambos na segao 1.4]. E facil ver que a
medida completa iz assim construida coincide com o trivial completamento
de pp [vide Teorema 1.2 (completamento) na segdo 1.3 e vide também
Exercicio 22(a) (segao 1.4) ou Teorema 1.7 a seguir| e pode-se mostrar que

seu dominio é estritamente maior que Bg.

A medida de Lebesgue-Stieltjes associada a funcao F' é o completamento
da medida pr. Abusando da notacao, denotaremos tal medida completa também
por pp ou, bastante brevemente, .

Analisemos A Regularidade e as Propriedades de Regularidade das
Medidas de Lebesgue-Stieltjes. Fixada uma medida de Lebesgue-Stieltjes

completa i sobre R associada a funcao F’ crescente e continua a direita, denotamos

M, = o dominio de p.

Dado um s-intervalo (a,o0), podemos particiond-lo como (a,) = U(a;,a;1],

com a; = a e (a;)y estritamente crescente e divergindo a co. Vale a identidade

M((a, 00)) = ZM((% az‘+1])-
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Assim, o conjunto de valores { > ,u((az-, bi])}, computados sobre as sequéncias
de s-intervalos limitados superiormente é igual ao conjunto de valores { > u([i)},

computados sobre as sequéncias de s-intervalos arbitréarios (I;).
Consideremos agora F em M. Pela férmula Def.1.10.1 para medida exterior
e pelo Teorema 1.4 (a) [de pré-medida a medidal segue a férmula

u(E) = inf{z w(l;) : (I;)y é uma sequéncia de s-intervalos cobrindo E}

Pelo comentario acima podemos simplificar esta férmula, trocando a sequéncia

(I;)n por uma sequéncia ((ai,bi]) Por fim, utilizando a férmula Prop.1.8.1

N
obtemos

u(E) = inf{z,u((ai,bi]) : Ec Ll\%(ai,bi] }
:m%zﬁﬂw—me:Ecumﬂﬂ}
N
Na primeira férmula para p( E) pode-se trocar s-intervalos por intervalos abertos.

Lema 1.3 Seja E'e M,,. Entao,

n(E) = inf{z M((aubz‘)) tEc LNJ(C%‘, bz)}
Prova.

(<) Como p é mondtona e sub-aditiva, para E c U, (a;,b;) temos

p(E) < N(L%(aiabi)) <> u((ai, bi)).

1eN
(2) Seja u(FE) finito ou nao, dado € > 0 existe uma sequéncia de intervalos

fechados a direita {(a;,b;]}n com

EcJ(ai,b;] e Z,u((ai,bi]) <u(E) +e.

(2

Como a funcao F' é continua a direita, para cada i € N existe d; > 0 tal que
u«%@+&D:F®Hﬂﬂ—F®Q<;.
Logo, temos F c U;(a;, b; +J;) e também

ZM((%’% +0;)) < ZH((aiabi]) + Z,u((bi;bi +6;]) < p(E) + ¢4
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Teorema 1.6 (A Regularidade das Medidas de Lebesgue-Stieltjes). Seja
EeM,. Entao,
p(E) =inf{u(O): EcO e O € aberto}
=sup{u(K): K c E e K é compacto}.

Prova.

Para a primeira identidade, pelas propriedades de i e o Lema 1.3, segue
p(E) <inf{u(O): EcO e O é aberto}
= inf {M( Ui(ai, bi)) : E ¢ Un(as;, bz)}
< inf{ Yip[(ai, b)) E cUn(ai, b,)}
= u(E).

Para a segunda identidade, observemos que a desigualdade “>

7

é 6bvia. Na
continuagao, utilizaremos a relacao conjuntista
AN(ANB)cB.
Em seguida, utilizaremos a relacéo topoldgica E c E.
o Caso E limitado. Dado € > 0, pelo Lema 1.3 existe O aberto, O > ENE
[E é boreliano] tal que 1(O) < u(E\ E)+¢. Podemos supor O limitado
e obtemos u[O~ (E\ E)] <e. Por outro lado, K = E\ O é compacto e
K c ENx(ENE) c E. E facil ver que ExK = Ex(E~O) c O~ (ENE).
Donde segue pu(E) — u(K) < e e portanto pu(E) —e < u(K) < u(E).
o FE ilimitado. Entao E, = En[-n,n] élimitado e E,, » E. Pelo Teorema

1.1(c) segue u(E,) » p(E). Pelo caso anterior, existe um compacto
K, c E, com |u(E,) — u(K,)| < 1/n. Segue lim u(K,) = u(E)#

Teorema 1.7 (Propriedades de Regularidade das Medidas de Lebesgue-

Stieltjes). Seja E cR. Sao equivalentes as afirmagoes abaizo.
(a) EeM,.
(b) Para todo € >0, existe um aberto O 2 E tal que u(O N E) <e.
(¢) Para todo € >0, existe um fechado F' c E tal que u(E~\ F) <e.
(d) E =G~ Ny, com G um G5 e Ny nulo [i.e., u(Ny) =0]/.

(e) E=HUNy com H um F, e Ny nulo.
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Prova.

(a) =(b) O caso F limitado segue facilmente do Teorema 1.6. Se E é ilimitado,
cada E, = [-n,n] n E ¢ limitado e E,, ~ E. Logo, existe O, aberto e
contendo F, tal que u(O, ~ E,,) < ¢/2". Desta forma, o aberto O = U2, O,
contém FE e satisfaz O N\ E c ;21 (O, \ E). Donde segue u(O\ E) <e.

(b) =(d) Seja O,, um aberto contendo E tal que u(O, \ E) < 1/n. Entao,
G=MN210, éum Gs com F =G~ (G~ FE) e u(G\ E)<1/n, para todo n.

(a) =(c) Como E°¢ e M, e (a) implica (b), existe um aberto O > E¢ tal que
w(O N E°) <e. Logo, O° é fechado, O¢c E e u(E~0°) =u(O~ E°) <e.

(c) =(e) Seja F,, um fechado contido em E tal que u(E \ F,) < 1/n. Entao,
H=U3,F,éum F, com F=HU(ENH) e u(E~ H) < 1/n, para todo n.

(d), (e) = (a). Trivial, pois G, H € Bg c M,, e N;, Ny € M, &
Definicao 1.11 A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B € o conjunto
ANB=(ANB)[J(B\A).
Segue o primeiro dos Trés Principios de Littlewood [segao 2.4.1 - notas de aula].

Teorema 1.8 (Primeiro Principio de Littlewood). Suponhamos u(E) < .

Para todo € >0 existe A, uma uniao finita de intervalos abertos, tal que
p(E s A)<e.
Prova.

Seja € > 0. Como p(F) < oo, pelo Teorema 1.6 existem um aberto O > E' e
um compacto K c E tais que pu(E) —€ < u(K) < u(E) < u(0) < p(E) +e.
Escrevamos entao O = J;2 I,,, com [,/ intervalos abertos. Como K c | [,,

segue que existe uma subcobertura finita Uj]\il I, = A> K. Portanto,
EnA=(ENA)JANE)c(ENK)J(ONE).

Donde concluimos pu(E A A) < [u(E) = u(K) ]+ [1(O) — u(E)] < 2e s
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Medida de Lebesgue em R. A medida de Lebesgue em R é a medida

completa p = pp associada a fungao identidade
F(x)=ux.
Indicamos a medida de Lebesgue por m. O dominio de m é a classe
L

dos conjuntos Lebesgue mensuraveis. Pelo Teorema 1.2, temos

L={BUN:BeBgeNcD, comDeBgeu(D)=0}
Para a classe dos conjuntos Lebesgue mensurdveis de medida nula, temos (prove)

{NcR:m(N)=0}={NcR:NcD, com D eBgem(D)=0}.

Obtemos ent@o a bastante 1til caracterizagao (cheque)

L={BUN: BeBgem(N)=0}.

[Vide também Teorema 1.7(e).]

Se I =[0,1], temos

-1 1
m([0,1]) =limm ((—, 1]) = lim(l + —) =1.
n n
Se I é um intervalo arbitrario entdo m(/) é o comprimento de I (verifique).

A restricao de m a B é também dita medida de Lebesgue.

Dados EcR e t,heR, definimos
a translacdo E+t={x+t:x e E} e ahomotetia hE = {hz:xeE}.
Teorema 1.9 Sejam F € L et, h arbitrarios em R. Valem as propriedades abaixo.
E+tel e m(E+t)=m(E),

hEel e m(hE)=|hm(E).
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Prova (esbogo). Solicitamos ao leitor as necessarias verificagoes.

Como a familia dos intervalos abertos ¢ invariante por translacoes e homo-

tetias, a familia Bg também o é (cheque).
Dado E € Bg, sejam
my(E)=m(E+t) e m"(E)=m(hE).

E facil ver que m; e m" sdo medidas (cheque) que respectivamente coincidem
com as medidas m e |h|m sobre as unioes finitas de intervalos quaisquer

(cheque), sendo que a familia de tais unides é uma dlgebra (cheque).

Desta forma, pelo Teorema 1.4 (¢) [de pré-medida a medidal, as medidas

h

m; e ml respectivamente coincidem com as medidas m e |hlm sobre Bg

(cheque).

Em particular, se E € Bg e m(E) =0, obtemos
m(E +t)=m(hE) =0.

Segue entao que a classe dos conjuntos de Lebesgue de medida nula é inva-

riante por translagoes e homotetias (cheque).

Analogamente, a classe £ dos conjuntos Lebesgue-mensuraveis é invariante

por translagoes e homotetias (cheque).

Ainda mais, dado BUN em L, com B € Bg e m(N) =0, temos
m(Bu N)=m(B)
e entao
m[(BUN)+t]=m[(B+t)u(N+t)]=m(B+t)=m(B)=m(BuUN),

m[h(BUN)] =m(hBUhN) = m(hB) = |hjm(B) = |hjm(B U N)a
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Medida X Topologia. A relacao entre a medida e conceitos topolégicos
de magnitude de um conjunto em R contém surpresas. Por exemplo, como Q
é contdvel e um ponto tem medida nula, temos m(Q) = 0. Ainda, fixando a
enumeragao {r,} dos racionais em [0,1], dado € > 0, o conjunto U = U, I,,, com
I, =(r,—e2™,r,+€27")n(0,1), é aberto e denso em [0, 1] [pois inclui Qn (0, 1)]
e m(U) <Y, €2 = e. Seu complementar, K = [0,1] \ U é fechado e raro (seu

fecho tem interior vazio), e m(K) > 1 —e.

O conjunto (triddico) de Cantor C c [0,1], que definimos a seguir, é
compacto, perfeito (isto é, um conjunto P que é igual ao seu derivado P’), raro,
totalmente desconexo (isto é, a componente conexa de cada ponto reduz-se ao

préprio ponto), tém medida nula e é nao enumeravel. Passemos a construi-lo.

Lleveln 2

Levelt @ 173 23 33
Level2 0 __ 179 28 39 69  T/9 B9 G/9
Level 3 __ Y b s g
Leveld .. o |k e = e

Figura 1.2: O conjunto tridadico de Cantor.

Na etapa (level) 1 dividimos [0, 1] nos intervalos I; = [0,1/3], Iz = (1/3,2/3)
e I3 = [2/3,1] e removemos o intervalo do meio. Na etapa 2, subdividimos I,
e I3, em trés sub-intervalos e novamente removemos o intervalo aberto do meio.
Assim procedendo, apds infinitas etapas o subconjunto de [0, 1] ndao removido é
o conjunto de Cantor. Se (), é a uniao dos intervalos fechados nao removidos na
etapa n, temos C,, > C,;1, C =NC, e C é compacto. Cada C,, é uniao disjunta
de 2" intervalos fechados de comprimento 37" e extremidades nao removidas em
nenhuma etapa e com tais extremidades pertencentes a C. Cada ponto de C' per-
tence a algum intervalo em C),, qualquer que seja n, e é limite de uma sequéncia
de extremidades dos intervalos considerados e portanto, C é perfeito e nao enu-
meravel (Exercicio L0). Ainda mais, temos m(C) < m(C,,) =2"3™ = (2/3)", para
todo n, e consequentemente m(C) = 0. Assim, o conjunto C' tem interior vazio e
é raro e, por ultimo, como os tinicos conexos em R sao os intervalos, a componente

conexa de um ponto em C' é o préprio ponto. Isto é, C' é totalmente desconexo.
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A fungao de Cantor-Lebesgue (cujo grafico é chamado Devil’s staircase,
ou Escada do Coisa Ruim), é obtida observando que o conjunto [0,1]\ C), é
reuniao disjunta de 2" — 1 intervalos abertos I} e entao definindo fungées f,
continuas, cada qual satisfazendo f, = j2™ em I, para cada 1 < j < 2" -1,
f(0) =0, f(1) =1 e tal que f, ¢é linear nos intervalos contidos em C,, e que nao
foram removidos na n-ésima etapa de construgao do conjunto de Cantor. Cada

funcao f,, é entao monotona crescente e satisfaz
) 1
fn+1 - fn em [Jn’ desde que 1 S] <2 - 17 € |fn_fn+1| < 2_n

Portanto, a sequéncia de fungdes ( f,,) converge uniformemente sobre [0,1] a uma
fungao f :[0,1] — [0,1], tal que f é monétona crescente, continua e constante

em cada intervalo removido na construcao do conjunto de Cantor C'.

01 1w 2 173 23 9 89 |

Figura 1.3: Fungao de Cantor-Lebesgue / Devil’s staircase.
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A construgao do conjunto de Cantor inciando com o intervalo [0,1] e sucessi-
vamente emovendo tercos médios abertos de intervalos admite uma generalizagao
trivial. Introduzamos uma terminologia: dado em intervalo nao degenerado [a, b]
e0 < a<1,ointervalo ((a+b)/2—a(b—a)/2, (a+b)/2+a(b—a)/2) é seu subintervalo
aberto e central de comprimento a(b - a).

Se (a);>1 € uma sequéncia qualquer em (0,1), definimos indutivamente uma

sequéncia decrescente (K),»o de fechados contidos em [0, 1] como segue:

o K()Z[O,]_]e

NG
) ] b
definimos Kj,; removendo de cada I Jk seu subintervalo aberto e central de

¢ dado K; uma reuniao finita de intervalos fechados e disjuntos I jl, e

comprimento ;41 - (comprimento de / J’" ).
O conjunto generalizado de Cantor ¢ K =32, K. Temos,
e K é compacto, raro, totalmente desconexo, sem pontos isolados e perfeito.
o card(K) =c.

E facil ver que m(K;)=(1-a;)m(K;—1)=(1-0;)(1-j1)(1-aq) e
m(K) = Jim TT(1- ) =TT(1- ).

Se todos os s sao iguais a a € (0,1) (e.g., @ = 1/3 para o conjunto de Cantor
usual), obtemos m(K) = 0 (cheque). Porém, se a; - 0 suficientemente rapida-
mente para j — oo, entdao obtemos m(K) > 0 e, ainda mais, para cada 3 € (0,1)
podemos escolher («;) tal que m(K) =  (vide Exercicio 32 1.5). Isto fornece

uma outra maneira de contruirmos conjuntos raros de medida maior que zero.

Nem todo conjunto Lebesgue mensurével é Borel mensurdvel. E possivel apre-
sentar tais exemplos utilizando a funcao de Cantor (vide Exercicio 9 2.1). Alter-
nativamente, observando que todo subconjunto do conjunto de Cantor é Lebesgue
mensuravel deduzimos que card(£) =card (P(R) > ¢, ao passo que card(Bg) = ¢

(vide Folland, Proposigao 1.23, p. 40).
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