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0.1

CAPITULO 0

Introducao

por E. M. Stein and R. Shakarchi

FEu evito com susto e horror esta lamentavel
praga de fungoes que nao tem derivadas.
C. Hermite, 1893

A partir de 1870 comecou a tomar forma uma mudanca revolucionéria na
conceituacao basica da andlise, que acabou por conduzir a uma vasta trans-
formagao e generalizacao do entendimento de objetos bésicos como fungoes

e nogoes como continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade.

A visao anterior de que funcoes relevantes em analise eram dadas por
formulas ou outras expressoes “analiticas”, que tais funcoes eram por sua
prépria natureza continuas (ou quase), que por necessidade tais fungoes
possuiam derivadas na maioria dos pontos e, ainda mais, eram integraveis
pelos métodos entao aceitos — todas estas idéias comecaram a cair sob o
peso de varios exemplos e problemas que surgiram no assunto, os quais nao
podiam ser ignorados e requeriam novos conceitos para serem entendidos.
. volvi . vas idéi
Em paralelo com tais desenvolvimentos surgiram novas idéias que eram a
um s6 tempo mais geométricas e mais abstratas: um entendimento mais
claro da natureza das curvas, sua possibilidade de serem retificiveis e seu
comprimento; o inicio da teoria dos conjuntos, come¢ando com subconjun-
tos da reta real, o plano, etc., e a “medida” que poderia ser associada a

cada um.

Isto nao quer dizer que nao houve consideravel resisténcia a mudanca de

ponto de vista que esses avancos requeriam. Paradoxalmente, alguns dos



lideres matematicos a época, aqueles que deveriam ser os mais aptos a
apreciar os novos enfoques, figuravam entre os mais céticos. O fato de que as
novas idéias por fim vieram a vingar pode ser melhor entendido em termos
das muitas questoes que agora poderiam ser abordadas. Descreveremos

aqui, um pouco imprecisamente, varios dos problemas mais significativos.
1. Séries de Fourier: completamento.

Dada f uma fun¢ao Riemann integrdvel em [-7, 7], associamos sua série

de Fourier
. 1 7f .
f~> a,e™, onde a,= by f flz)e"™™* dx.
mwJ-r
E conhecida a identidade de Parseval
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nlt = — dz.
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No entanto, a relagao acima entre funcoes e seus coeficientes de Fourier nao
é completamente reciproca quando limitada a funcoes Riemann integraveis.

Desta forma, se considerarmos o espago R de tais fungdes com a norma

V [ @

e o espago 1%2(Z), das sequéncias de quadrado somével, com a norma

V2 lanl?,

a cada fungao f em R associamos uma sequéncia correspondente em [?(Z),
e as duas normas sao iguais. Porém, é facil construir sequéncias em [2(Z)
que nao correspondem a nenhuma fungao em R. Observemos que [?(Z) é

completo mas R nao. Desta forma, somos levados as duas questoes abaixo.

(1) Quais “fungoes” esperamos surgir ao completarmos R? Em outras
palavras: dada uma sequéncia arbitraria (a,) € [>(Z), qual a natureza

da funcao presumidamente correspondente a tais coeficientes 7
(2) Como integramos tais fungoes f (e checamos a férmula para os coefi-

cientes)?

Adendo. O chamado “problema das séries de Fourier” foi resolvido em 1966
por L. Carleson (Professor em UCLA).



2. Limites de funcgoes continuas.

Suponha que (f,) é uma sequéncia de fungoes continuas sobre [0,1] e a

valores reais. Assumamos que
lim f, () = f(x), para todo z,

e questionemos a natureza da fungao limite f.

Se supormos que a convergéncia é uniforme, entao o problema é bem tri-
vial e f é continua em todo ponto. Entretanto, eliminando tal hipdtese,
a mudanca é radical e as questoes que surgem podem ser bastante sutis.
Um exemplo é dado pelo fato de que um pode construir uma sequéncia de
fungdes continuas (f,,) convergindo em todo ponto a uma fungao f tal que
(a) 0< fo(x) <1, para todo x.

(b) (fn) é decrescente.

(c¢) f nao é Riemann integravel.

Entretanto, em vista de (a) e (b), a sequéncia

/01 fu(z)dx

converge a um limite. Portanto, é natural perguntar: qual método de inte-

gragao pode ser utilizado para integrar f e obter

[Olf(x)dx=limf01fn(x)dx?

E com a integral de Lebesgue que podemos resolver estes problemas e o

anterior.



3. Comprimento de curvas.

O estudo de curvas no plano e o computo de seus comprimentos estao entre
os primeiros ensinamentos do calculo. Consideremos uma curva continua vy

no plano, descrita parametricamente por

7= {(a().y(0) : t e [a,b])
com x = x(t) e y = y(t) fungdes continuas. Definamos o comprimento L(~)
[com L para “lenght”, comprimento em inglés| de  da forma usual: como o
supremo dos comprimentos das linhas poligonais conectando sucessivamente
uma quantidade finita de pontos de «, ordenados segundo o crescimento do

parametro t.

Dizemos que v é retificdvel se seu comprimento é finito. Se z(t) e y(t) sao

continuamente diferenciaveis temos a férmula
b
(3.1) L) = [ [ty (1)),

Os problemas comecam a surgir quando consideramos curvas gerais. Mais

especificamente, duas indagacoes sao naturais.

(1) Quais condigoes sobre x(t) e y(t) garantem a retificabilidade de ~?

(2) Satisfeitas tais condigoes, vale (3.1) para o comprimento de ?

A primeira questao tem uma resposta completa em termos da nocao de
funcoes de “variacao limitada”. Para a segunda, ocorre que se x e y sao
fungoes de variagao limitada entao a integral (3.1) sempre faz sentido, porém
a igualdade desejada em geral nao se da apesar de que é possivel recuperar

tal igualdade através de uma reparametrizacao conveniente da curva -.

Surgem ainda outras questoes. As curvas retificaveis, ja que possuem com-
primento, sao objetos genuinamente uni-dimensionais. Serd que existem

curvas (nao retificaveis) que sdo bi-dimensionais?

De fato, existem curvas no plano que preenchem um quadrado (e.g., curva
de Peano). Mais geralmente, existem curvas de qualquer dimensao entre 1

e 2, se uma definicao apropriada de dimensao fracionaria é adotada.



4. Diferenciacao e integracao.

O chamado “teorema fundamental do calculo” expressa o fato de que a
diferenciacao e a integragao sao operagoes inversas e isto pode ser formulado

de duas formas distintas, as quais abreviamos como segue
b
(4.1) F(b)-F(a) = f F'(z)de.
d T
(4.2) = [ syt = (@),
x Jo

No que tange a primeira afirmagao, a existéncia de fungoes continuas F
que nao sao diferencidveis em nenhum ponto, ou para as quais F’(x) existe
para todo x mas ainda assim F’ nao é integravel, conduz ao problema de
encontrar a classe de fungdes F' para as quais (4.1) é vélida. Quanto a
segunda afirmagao, a questao é formular apropriadamente e estabelecer tal
afirmacao para toda a classe das funcoes integraveis f que surgem como
solugoes de qualquer um dos dois primeiros problemas comentados nesta
introducao. Estas questoes podem ser respondidas com a ajuda de certos

argumentos de “cobertura” e com a nocao de continuidade absoluta.
5. O problema da medida

Expondo bem claramente, o tépico fundamental que deve ser entendido
para tentarmos responder todas as questoes levantadas acima é o problema
da medida. Formulado (imprecisamente) em sua versdo bi-dimensional,
temos o problema de associar a cada subconjunto F de R? sua medida bi-
dimensional my(FE), isto é, sua “drea”, estendendo a nogao usual definida

para conjuntos elementares.

Em vez desse caminho enunciemos mais precisamente o problema uni-dimensional
que lhe é analogo, o de construir uma medida uni-dimensional m; = m que

generaliza a nocao de comprimento em R.



Estamos procurando uma funcao positiva m, definida sobre a familia de

subconjuntos E de R, a qual permitimos assumir o valor +oo. Requeremos:

(1) m(E)=b-ase E =[a,b], com a <b, de comprimento b — a.

(2) m(E)=Y>,m(E,), se E=U;>, E,, com os conjuntos E, s disjuntos.

A condigao (2) é a aditividade enumeravel da medida m e implica o caso

especial
(2') m(EyUEs2) =m(E;) +m(Esy), se Ey e Ey sao disjuntos.

No entanto, para justificar os varios argumentos por limites que surgem na

teoria, o caso geral (2) ¢ indispensavel e (27) é definitivamente inadequado.

Aos axiomas (1) e (2) adicionamos a invariancia por translacao de m,
(3) m(E +t) =m(F), para todo t € R.

Um resultado bésico da teoria é a existéncia (e unicidade) de tal medida, a
medida de Lebesgue, se nos limitamos a uma classe de conjuntos razoaveis,
que sao chamados mensuraveis. Esta classe, além de fechada para reunioes
enumeraveis, interseccoes enumeraveis e complementares, ainda contém os
conjuntos abertos, fechados e assim por diante. Nao é possivel definir uma
tal medida sobre todos os subconjuntos de R pois, como veremos, existem

conjuntos nao mensuraveis.

E com a construcao de tal medida que iniciamos nosso estudo. Dela fluira
a teoria geral da integracao e, em particular, as solugoes dos problemas

discutidos acima.



Uma cronologia.

Concluimos esta introdugao citando alguns dos principais eventos que marca-

ram o desenvolvimento do assunto.

1872 - Weierstrass constréi uma fungao nao diferenciavel em todo ponto.

1881 - Jordan introduz as funcoes de variacao limitada e posteriormente

(1887) sua conexao com retificabilidade.
1883 - Cantor apresenta o conjunto ternario.

1887 - Jordan conecta a nocao de retificabilidade com func¢oes de variacao

limitada.
1890 - Peano apresenta uma curva que preenche o espaco.
1898 - Borel apresenta os conjuntos mensuraveis hoje ditos borelianos.
1902 - Lebesgue apresenta sua teoria da medida e da integracao.
1905 - Vitali apresenta uma construgao de conjuntos nao mensuraveis.

1906 - Fatou aplica a teoria de Lebesgue a andlise complexa.



0.2 A reta estendida

Definimos a reta estendida por
R=Ru{-c0,+00}

[a reta acrescida dos valores +oo e —oo]. Também indicamos R por [-oo, +o0].

Dados a,b € R definimos a seguinte relagao de ordem. Escrevemos a < b se:
a,beRea<b, oua=-00eb#—0o0, oua#+ooeb=+oo.

Tal relacéo de ordem sobre R é total [dados a e b, ambos na reta estendida,
temos a <b ou b< a ou a =b| e completa [todo subconjunto nao vazio A da
reta estendida admite um dnico supremo, sup A, e um tnico infimo, inf AJ.
Notemos que +oo [respectivamente, —oo] é um majorante [respectivamente,

minorante] de qualquer subconjunto nao vazio da reta estendida.
Estao bem definidas, de maneira obvia, a adicao
+:RxR~ {(=00,+00), (+00,-00)} —> R

e a multiplicacdo - : R x R\ {(0,+00), (+00,0)} — R. Por conveniéncia
definimos

0.xtc0=0e +£00.0=0.

0.2.1 Sequéncias na reta estendida

Consideremos X um conjunto nao vazio. Uma sequéncia em X é uma funcao
x:N - X. Indicamos a sequéncia x por (z,),en, onde x,, = z(n), para todo

n € N. Também denotamos x por (z,)y ou, brevemente, ().

Seja (x,) uma sequéncia na reta estendida R = [-o0,+00]. Dizemos que

(x,) converge a L € R se, para todo € > 0 existe N € N tal que temos

|z, — L| <€, para todo n > N.

10



Dizemos que (x,) converge [na reta estendida] a +oo se, para todo real

M > 0 existe N € N tal que temos x,, > M, para todo n > N.

Dizemos que (z,,) converge [na reta estendida] a —co se a sequéncia (-z,,)

converge a +00.

Se (z,,) converge a algum valor L € R = [~o0o0, +00] (nlimeros também sio

valores), escrevemos

. . n—+oo
limz,=L ou lim x,=L ou z, —— L.

n—+oo

Também escrevemos, brevemente,
T, = L.

O limite de uma sequéncia na reta estendida, se existir, é inico. (Cheque.)
Se a sequéncia (x,) nao converge a nenhum valor em [-o0,+00], dizemos
que (x,) diverge [na reta estendida).

Terminologia para sequéncias reais. Seja (,,) uma sequéncia real.

Se
limz, = LeR,

dizemos que (z,) converge [na reta real R] a L.

Se

limz, = +o00

Y

dizemos que (z,) diverge [na reta real R| a +oo.

Se a sequéncia real (x,) nao converge a um numero real, dizemos que (x,,)

diverge [na reta real].

O conjunto das sequéncias reais e convergentes em R, munido das operacoes
(zp) + (Yn) = (zp +yn) e Mzp) = (Azy,), onde A e R,
é um espaco vetorial real e temos

lim(z, +y,) =limz, +limy, e limAz, = Alimx,.

11



Seja X um conjunto e (z,) uma sequéncia em X. Dado um subconjunto
infinito de indices {n; < ny < n3 < ---} em N, dizemos que a sequéncia

(Zn, )ken € uma subsequéncia de (z,,). Brevemente, escrevemos (z,, ).

Observagao 1. Seja (z,) uma sequéncia em [—oco,+00]. Sao equivalentes

as afirmagoes abaixo.

o v, —~ L.
e Toda subsequéncia (x,,) converge a L.

k—+00

e Toda subsequéncia (z,;) = (y;) admite uma subsequéncia y;, —— L.

Valor de Aderéncia. Dizemos que L € [—o0, +00] é um valor de aderéncia

de (z,) se existe uma subsequéncia (z,, ) tal que x,, — L, se k - +oo.

Uma sequéncia (z,,) c R é crescente [decrescente] se temos
Tpy1 > Ty, para todoneN [z, < x,, para todo n € NJ.
Ainda, (x,) é estritamente crescente [estritamente decrescente] se
Tpy1 > Ty, para todo n €N [z, < x,, para todo n € NJ.

Dizemos que (z,) é mondtona se (x,) é crescente ou decrescente.

Teorema. Toda sequéncia real (1, s, ...) tem uma subsequéncia mondtona.
Prova. Exercicio.

Assim, se (x,) é limitada, tal subsequéncia mondtona é convergente.

Toda sequéncia (z,) em R tem um valor de aderéncia em R. De fato,

consideremos o conjunto
J={n:x, =+00 ou x, =-00}

Se J ¢é infinito, entdo ou —oo ou +oo [ou ambos| é valor de aderéncia de
(x,). Se J é finito, entdo existe N € N tal que a subsequéncia (z,),sn €
real. Assim, se (,),sn € ilimitada superiormente, ou inferiormente, em R,
entdo +oo, ou —oo, é valor de aderéncia de (x,),»n e, portanto, de (x,)
também. Se (z,).>n ¢ limitada em R, vimos acima que ela tem um valor

de aderéncia em R e, portanto, a sequéncia (x,) também tem.

12



A seguir, dada (x,)y em [-oo,+00], consideremos o conjunto (néo vazio)
L={L¢€[-00,+00]: L é valor de aderéncia de (x,)}.
Definimos os valores

liminfz, =inf £ e limsupx, =sup L, ambos em [—oco,+o0].

Observagao 2. Para todo N € N, as sequéncias (x,)y € (2, )nsn tem os

mesmos valores de aderéncia e, portanto, os mesmos liminf e lim sup.

Teorema. Seja (z,,) um sequéncia na reta estendida.

(a) a=liminfx, é (o menor) valor de aderéncia de (x,,).
(b) 5 =limsupz, é (o maior) valor de aderéncia de (x,).
(c) limz, = L se e somente se liminf x, = limsupx, = L.

(d) Se (x,) é limitada em R, entao liminf z,, e limsupz,, sdo realis.
Prova.

(a) o Caso a = —oo. E claro que existe n, € N com z,, < —1. Pela
Observagao 2, a sequéncia (z,),sn, tem os mesmos valores de
aderéncia que (x,) e entao existe ny > ny tal que z,, < -2. Ite-
rando, obtemos z,,, - —oo.

o Caso « real. Por definicao de infimo, existe um valor de aderéncia
de (z,)y em [, a+1). Logo, existe n; tal que z,, € (=1, +1).
Como o liminf da subsequéncia (z,),sn, ¢ também «, por um
raciocinio analogo ao anterior concluimos que existe ny > ny tal
que Z,, € (o= 1/2,a0 + 1/2). Tterando tal processo obtemos uma
subsequéncia (z,, )key convergente a c.

¢ Caso a = +oo. Neste caso, temos £ = {+o0}. Pela Observacao 1

concluimos que x,, - +oo0.
(b) Basta trocar (z,) por (-x,).

(c¢) Neste caso, sao trivialmente equivalentes as trés seguintes afirmagoes:

«a = = L, o Gnico valor de aderéncia é L, e x,, - L.

(d) Trivials
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Se (x,) é uma sequéncia real ilimitada superiormente na reta, temos

limsup z,, = +o0.

Se (z,) é uma sequéncia real ilimitada inferiormente na reta, temos

liminf z,, = —oco.

Dada uma sequéncia (z,) na reta estendida, utilizamos as notagoes
limz,, = limsup(z,) = limsupz, e limz, =liminf(z,) = liminf z,,.
Observagao 3. Uma sequéncia (z,,) tem uma subsequéncia convergente a
L em R se e s6 se, dados quaisquer € >0 e N em N, existe n > N tal que
|z, — L] <e.
Verifique, é trivial.
Teorema. Seja (z,) uma sequéncia em R. Valem as identidades

liminf z, =supinfz; = lim infax;
n>1 Jj2n n—>+o0o j>n

limsupz, =infsupz; = lim supz;.
nzl jsn n=+e0 jsn

Prova.

Trocando (x,) por (-z,), vemos que basta analisar liminfx,. Pela
Observacao 2, para todo n temos

Erzli x; <liminf(z;);s, = liminf z,,.

Logo,

a =supinfz; <liminf z,,.
nx1 J2n

S6 resta vermos que a é valor de aderéncia de ().
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o Caso a = —o0. E claro que

inf x; = —co, para todo n.
>n

Logo, existe j; > 1 tal que x; <-1. Entao, temos

e portanto existe j, > j; tal que z;, < -2. Iterando, obtemos x;, — —oo.

Isto mostra que —oo é valor de aderéncia de ().

o Caso a real. Sejam € >0 e N € N. Como temos

(inf a:j) 7 a,

j>n

segue que existe m > N tal que

a-e<infz;<a.
>m

Por defini¢ao de infimo, existe n>m > N tal que

a-e<infx; <z, <a+e.
j>m

Pela Observacao 3, o nimero real a é valor de aderéncia de (z,,).

o Caso a = +oo. Temos

. . n—00
xn, >infz; e infx; —— +oo.
j>n j>n

Donde segue x,, - +oo#

Sejam (z,) e (y,) duas sequéncias reais. Se a soma de limites inferiores

estd bem definida, temos (cheque)

liminf x,, + liminfy, <liminf(z, +y,).

Dada uma funcao f:R — R escrevemos

limsup f(z) = glgl sup f(m)] e ligliglff(x) = Séup[ inf f(ac)]

z=a 0<|z—al<é >0 LO<|z—al<d

15



0.3 Somas Nao Ordenadas e Séries em R, C e R

[Sobre tais topicos sugiro também as palavras de Terence Tao (UCLA), An

Introduction to Measure Theory, Preface pp. x—xiv e Chapter 1 pp. 38-40.]

Sejam X um conjunto e J um conjunto de indices, nao vazios e quaisquer.
Uma familia em X, indexada em J, é uma funcao z: J - X. Indicamos a

familia « por (z;),e; ou (z;); ou, brevemente, (z;).

Dada uma familia (p;) contida em [0, +o0], definimos
ij = sup{ij : F' é subconjunto finito de J} em [0, +oo].
jedJ jeF

Tal sup é finito se e somente se existe um real M >0 tal que

ij < M, para todo subconjunto finito ' de J (cheque).
jeF

Também escrevemos Y ;p; para ) .;p; (ou, se J é subentendido, . p;).

Sejam (p;), e (g;), familias quaisquer em [0, +oco] e A em [0, +o0]. Verifique:

o Y(pj+q)=Xpi+ g
e Y Apj =AY p;.

¢ (Propriedade Comutativa) Se 0 : K — J é uma bijegao, entao
2.5 = 2Pt
T K

Dada uma familia (p;); em [0,+0c0], se Y. ;p; é finito (um nimero real),
dizemos que (p;); é uma familia soméavel e que sua soma é o nimero
> ;p;- Escrevemos Y ;p; < oo, indicando que (p;); é uma familia somével

(ou, brevemente, somavel).
Tecamos alguns comentérios sobre a associatividade para séries e somas.

A familiar associatividade para séries convergentes de nimeros reais (ou
complexos) reflete o fato de que é possivel introduzir uma quantidade ar-
bitraria de parenteses, com cada parentese abarcando uma quantidade finita
de termos consecutivos na série, sem alterarmos o valor da soma da série

considerada.
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A associatividade para uma soma (nao ordenada) enumeravel Yy p,, di-
ferentemente da restrita associatividade para séries, se d4 mesmo parti-
cionando N em uma quantidade infinita de subconjuntos, com cada um
de tais subconjuntos também infinito. Tal particao pode ser obtida, por
exemplo, listando os nimeros primos J = {1,2,3,5,7,...}, em ordem cres-
cente, e a seguir definindo F; = {1}, F; = {os naturais multiplos de 2},
F3 = os naturais miltiplos de 3 mas nao de 2}, F5 como o conjunto dos
nimeros naturais multipos de 5 mas nao de 2 ou 3, e assim sucessivamente
e entao escrevendo
N=JF, com F,nF,=@sep#+q.
ped

[O simbolo “(J” indica uma unido de conjuntos dois a dois disjuntos.]

Importante. A definicao de familias soméveis, em R ou em C, que logo apre-
sentaremos ¢ equivalente a usualmente apresentada nos textos que abordam
somas nao ordenadas (ou, dito de outra forma, somabilidade). De fato, um
dos resultados decorrentes da definicao classica de somabilidade estabelece
que uma familia (v;); em um espago vetorial de dimensao finita normado
e completo (isto é, as sequéncias de Cauchy sdo convergentes) é somavel
se e somente se ela é absolutamente somavel (i.e., Y., |v;| < o0) . Ora,
veremos (Teorema 2) que segundo a defini¢ao aqui adotada uma familia de
numeros em R ou C (ambos espagos vetoriais completos) é somével se e

somente se ela é absolutamente somavel.

Consideremos uma familia de valores (termos) em [0,+00]. Mostraremos

que podemos, sem alterar a somabilidade ou a nao somabilidade da familia,

(1) associar livremente os termos (da familia) e

(2) dissociar cada termo livremente como uma familia com valores em

[0, +o0].

Em suma, para computarmos a soma (nao ordenada) de uma familia de

nimeros positivos podemos introduzir ou suprimir parenteses a vontade.
As somas nao ordenadas sao também chamadas, brevemente, somas.
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Teorema 1 (Associatividade). Seja (p;); uma familia em [0,+oc0] e J

uma reuniao de conjuntos Ji, com k em K, dois a dois disjuntos. Entao,

ZJ:pj: Z ij-

keK jedy,

Prova. Mostremos duas desigualdades.

(<) Dado F finito e contido em J, por hipé6tese existem indices distintos

ki,..., ki, todos em K, tal que F'c Ji, u...u Jy,. Donde segue,

2P D Pt Yp S Ypit e+ Np € ), )P

F FﬁJkl FﬂJkl ']kl ']kl ke KjelJyg

e, pela defini¢ao de ) ; p;, a primeira desigualdade:

Z]:pj <D DDy

ke K jedy
(>) Dados indices distintos ki,...,k em K e conjuntos finitos F}_, com
Fy, ¢ Ji, se 1 <r <, os conjuntos Jy,,...,Jy, sao dois a dois disjuntos
e portanto os conjuntos Fy,,...,Fy, também. Sendo assim, temos
2. Pt ) < 2Py
jeFi, jeFy, 7
Entao, fixando os conjuntos Fy,, ..., Fj, e computando o supremo sobre

a familia dos conjuntos finitos Fj, contidos em Ji, segue a desigualdade

INIEDWIEEEDWIEDW

iy Fr, Fy, 7

Argumentando analogamente (I — 1)-vezes, obtemos

DPj Y it YD < YD
J

Ty Ty T,
Entao, como {ki, ko, ...,k } é qualquer subconjunto finito de K, temos
> 2P < 2%
keK jeJy J

Corolario (Teorema de Tonelli, para somas nao ordenadas). Sejam

J e K conjuntos de indices. Seja (pjx)sxx uma familia em [0, +oo]. Entao,

Z Pjk = Z;p]’k = ;Z}:ij-

JxK J
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Definicao. Seja x € R. Suas respectivas partes positiva e negativa sao

r, sex > 0, sex >0
D= e q=
0, sex <0 -r, sex < 0.
Temos,
0<p<|a| r=p—q p = lelte
’ € |-z
0<qg<lal 2= p+ g g= ke

Sao também tteis as notacoes

p=a" =max(z,0) e ¢=2 =max(-z,0)=-min(z,0).

Definigao. Seja J um conjunto de indices.

o Uma familia (z;) de niimeros reais é somavel se as familias (p;) e (¢;)
das partes positivas e negativas de x;, com j em J, respectivamente,

sao somaveis. Se (z;) é somdvel, sua soma (nao ordenada) é

DT =)= )45

o Uma familia (z;) de nimeros complexos é somavel se as familias
(Re(zj))J e (Im(zj))J, das partes reais e imaginarias de z;, com j em

J, sdo somaveis. Se (z;) é somavel, sua soma (nao ordenada) é
Y zj =Y Re(z;) +iy Im(z;).

o Uma familia (z;), de nimeros reais ou complexos, ¢ uma familia ab-

solutamente somavel se a familia (|z;|); é somavel. Isto é, se

Z|Zj’<00.

Teorema 2. Seja (z;) uma familia de niimeros complexos. Sao equivalen-

tes:

(a) (z;) € somdvel.

(b) (z;) é absolutamente somavel.
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Prova.

Consideremos as familias reais (Re(zj)) ;€ (Im(z])) , ¢ as familias de
suas partes positivas, denotadas (p;) e (P;), respectivamente, e de suas

partes negativas, denotadas (g;) e (@), também respectivamente.

Para todo 5 em J, temos
0 < min{p;, ¢, P}, Q;} <max {p;.¢;, P}, Q;} < |z] < pj+q;+Pi+Q; .

Logo, ¥ |#;| ¢ finita se e somente se Y. p;, > q;, >. P; e Y. (Q); s@o finitas.

Portanto, a familia (|z;]) é somével se e s6 se a familia (z;) é somavel#

Corolario 3. Seja (z;); complexa e somdvel e K c J. Entao, (z;)rex €

somavel.

Prova.

Pelo teorema acima temos Y. ;|z;| < co. E facil ver que
Do lal < X1l
K J

Utilizando novamente o teorema acima, concluimos que (2 ) x é somavel#

Proposicao 4. Sejam (z;); e (w;); familias complexas e somaveis e A em
C. Entao, as familias (z; + w;);, (A\z;)s e (Zj) sao somaveis e valem as
propriedades abaixo.

o Z(z]+w]) = ZZ] + Zw] .

[ Z)‘ZJ = )\ZZ] .

o [Xzl< Xzl

[ ] Z Zj = ZZ_]
Prova. Exercicio.

Teorema 5 (Propriedade Comutativa). Seja (z;); uma familia somavel

de nimeros complexos e o : K - J uma bijecao. Entao,

EJ:ZJ' =D Zo(h):

ke K

Prova. Exercicio.
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Teorema 6 [Lei Associativa para Somas (Nao Ordenadas)]. Seja
(#;)s uma familia somavel em C. Suponha J uma reuniao de conjuntos Jy,
com k em K, dois a dois disjuntos. Entéo, a familia (2;)ecj, € somével, para

todo k em K, e

Z}:Za‘: DI

keK Jp,
Prova.

Devido a definicao de soméavel para familias complexas e a linearidade

da soma, podemos supor que (z;) = (a;) é real. Por definigao, temos

PITEDWIEDI T
onde p; = aj e g; = a;. A associatividade para somas de niimeros em

[0,+00) e a linearidade para somas, garantem a tese (cheque)#

Corolario (Teorema de Fubini, para somas nao ordenadas). Sejam
J e K conjuntos de indices. Seja (z;i,)xx somdvel em C. Entao,

PIETED I T WIS

IxK jed keK keK jeJ

0.3.1 Somas nao ordenadas em [-o0,+00]

Atencgao. Tal conceito se revela 1til no Capitulo 3 (Medidas com Sinal e

Diferenciagao), precisamente para definir medidas com sinal.

Seja (z)jes uma familia em [—-oo0,+00] que nao assume ao menos um dos
valores —oo e +00 [isto é, se assume —oo entdo nao assume +oo e vice-versal.
Consideremos (p;) e (g;) as familias (em [0,+o0]) das partes positivas e

negativas da familia (z;). Definimos,

Y pj—Y.qj, se ao menos uma destas somas (ndo ordenadas) é finita,
J J

2% =
J
+00, se existe algum j tal que z; = £oo.

E 6bvio que o valor da soma ¥ 7x;j estd bem definido e independe da ordem

dos 75 e a chamamos entao soma nao ordenada na reta estendida.
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Contra-exemplo. Seja (z;); tal que Y. p; = Y. q; = +oo, com cada z; real.

Entao, ndo estd definida a soma nao ordenada )’ ;z;. Vide o caso, J=Ne

(=1)/

x; = ——— (exemplo de Dirichlet).
J

0.3.2 Séries em [-o0,+0] e em R

Dada uma sequéncia (x, )y em R, que nao assume ao menos um dos valores

—o00 ou +00, todas as suas n-ésimas somas parciais
n
Sp = Z X
J=1
estao bem definidas. A série (ou soma ordenada), na reta estendida,
+00
2.
n=1
tem soma s em R se lim s, = s. Neste caso, escrevemos

+00
> =
n=1

Dizemos que uma série é finita se ela é convergente em R (logo, a série é

real). Indicamos uma série finita pela notacao
+00
Yy, < 0.
n=1
Uma série
+o00
2. Tns
n=1
na reta estendida R, é dita comutativamente/incondicionalmente con-

vergente se para toda permutagao (ou, bijegao) o : N — N a série
+o00
D Ta(n)
n=1

é convergente em R. Esta ultima série é dita um rearranjo da série

+00
3z,
n=1
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A série de ndmeros reais Y./%] z,, é dita absolutamente convergente se

+00
Z |z, < o0.
n=1

Seja ¥, % &, uma série de nimeros reais. Se (p,) e (¢,) sdo as sequéncias

das partes positivas e negativas de x,,, respectivamente, temos
0 <min{pn, ¢, } <max{py, ¢u} < |24| = Pp + G-
Entao, sao equivalentes as trés condigoes abaixo.

e A série Y% x, é absolutamente convergente.
e As sequéncias (p,) e (g,) sdo soméaveis.

e A sequéncia (z,,) é somavel.
Nestas condigoes, é facil ver que
+00 +00 +00
DT = Pn= ) Gn =) Pn= D) 0= ), Tn.
n=1 n=1 n=1 N N N

Donde segue que toda série real e absolutamente convergente é comutati-

vamente convergente. Ainda, todos os seus rearranjos tem a mesma soma.

Por outro lado, suponhamos que a série real Y z,, satisfaz
+o00 + 00
an: Z(pn_Qn) <00
n=1 n=1
porém
+ 00 +0oo
> wal = Y (o + gn) = +oo.
n=1 n=1
Entao, como o espago das séries reais e convergentes é vetorial, segue que
+00 +00
2. Pn= ) Gn = +00.
n=1 n=1
Nesta situacao, nao é dificil obter um rearranjo nao convergente da série
+00
> @, (cheque).
n=1
A nao convergéncia absoluta garante a nao convergéncia comutativa.
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Portanto, uma série real é absolutamente convergente se e somente se ela é
incondicionalmente /comutativamente convergente (sendo que os rearranjos

tem mesma soma pois os valores das séries de termos positivos
+ 00 +o00
b€ Y o
n=1 n=1

independem de ordenacao).

Logo, todos os rearranjos de uma série (real ou na reta estendida) comuta-

tivamente/incondicionalmente convergente tem uma mesma soma (cheque).
Portanto, se Y.o>, x, é uma série em R e comutativamente convergente e
c:N->N

¢ uma bijecao arbitraria, obtemos
o0 [e o]
DT = ) To(n):
n=1 n=1

Uma série real Y .7, x,, é dita condicionalmente convergente se

> x, converge em R mas Y |z,| = oo
n=1 n=1

Um exemplo classico (Dirichlet, 1837) é a série harmonica alternada

R

n=1

1)n
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0.3.3 Séries em C

Seja i a unidade imaginéria, i? = —1.
Seja (z,)n uma sequéncia em C. A série (ou, soma ordenada) complexa
> r2 2z, tem soma z € C se lims, = z, onde (s,) é sequéncia das n-ésimas

somas parciais s,, = z; + -+~ + 2,, para todo n € N. Neste caso, escrevemos
+00o
IR
n=1

2. ;. ;. +00 ,
E fAcil ver que a serie complexa Zn:l Zn € convergente se e somente se as

séries reais Y, % Rez, e ¥, Imz, sdo convergentes e, neste caso, temos

+00

+00 too
Z Zp = Z Rez, +1 Z Imz,.
n=1 n=1

n=1

A série Y77 z, é dita absolutamente convergente se Y7 |z,| < 0o. De-

vido as desigualdades
0 < min {|Rez,|, [Imz,|} < max {|Rez,|, Imz,|} < |2,| < [Rez,| + [Imz,,

vemos que sao equivalentes as afirmagoes abaixo (cheque).

Yooq Zn € absolutamente convergente.

As séries reais Y., Rez, e Y.,~; Imz,, sao absolutamente convergentes.

As sequéncias (Rez, )y e (Imz,)y s@o somaveis.

A sequéncia (2, )neny € somével.

Em tais casos, temos
+
fzn = Zzn = ZRezn +iZImzn.
n=1

O conjunto das séries complexas e convergentes e o conjunto das séries
complexas absolutamente convergentes, com as operagoes usuais de soma
e multiplicacdo por escalar complexo, sdo espagos vetoriais complexos (isto
é, sobre C).

A defini¢ao para séries complexas incondicionalmente /comutativamente con-

vergentes é analoga a correspondente definicao empregada para séries reais.
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0.4 Notacoes em R”

Um ponto z € R® é também indicado pelo vetor x = (z1,...,z,). Dados

x,y € R", o produto interno em R™ é definido por
Ty =Ty + o+ Tl
A norma euclidiana de z, ou o médulo de x, é
O produto interno satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
|z - y| < |z||y| quaisquer que sejam x,y € R™.
Prova. Temos,

[z y? = (g + -+ 20yn)? = Z%Zy? +2) Ty,

i<j
< atyl+ ) (aty? + ady?)
% <j
=D y;
,J
= (2f+ ot ap) (Y + o yn) e
A norma |z| = /= -z definida sobre R™ possui as propriedades abaixo.

e |z| >0, para todo z, e tem-se |z| = 0 se e somente se x = 0.
e |\z|=|)\|z|, para todo A € R e para todo = € R".

e |z +y| < |z|+]yl, quaisquer que sejam z,y € R™ (desigualdade triangular)
A desigualdade triangular segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Pois,
e +yP = (z+y)-(w+y) =z-a+2z-y+y-y < | + 2zl [y| +[y]* = (] +|y])*»

Definigao. Seja () um conjunto aberto em R"™ e f : ) - R". Dizemos que
f € um difeomorfismo se f é diferencidvel, bijetora, f(£2) é um aberto e,
ainda, f~1: f(Q) - Q é também diferencidvel.
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0.5 Espacos Métricos

Consideremos um conjunto nao vazio X. Uma métrica sobre X ¢é uma

funcao d: X x X — R tal que

o

(¢}

(¢]

d(z,y) >0, para todo (z,y) em X x X, e d(z,y) = 0 se e somente se
T =1.
(simetria) d(x,y) = d(y,z), para todo (z,y) em X x X.

(Desigualdade triangular) d(z,y) < d(x, z) + d(z,y), para todos z, y, z
em X.

Notagao. Consideremos x em X e um ntumero 7 > 0.

(¢}

(e}

[¢]

B(z;r)={ye X :d(y;z) <r}, é a bola aberta de centro z e raio r.
D(z;r)={ye X :d(y,z) <r}, é a disco de centro x e raio r.

Sp(x) ={ye X :d(y,x) =r}, é a circunferéncia de centro x e raio r.

Definicao. Seja ' um subconjunto de X.

o

(e}

(e}

o

E é aberto se para cada z € F existe r >0 tal que B(xz;r) c E.
FE é fechado se E¢= X \ E é um conjunto aberto.

Um ponto x € F é ponto interior a E se existir r > 0 tal que B(x;r) c
E. O interior de F é, int(F) = {x € F : x é ponto interior a E}. O
interior de I é a reuniao de todos os conjuntos abertos U tais que
Uc E. Isto é, int(F) é o maior aberto contido em E. Ainda, E é

aberto se e somente se int(F) = F.

Um ponto z € X é um ponto de aderéncia de E (ou, aderente a
E) se temos B(z;r)n E + @, qualquer que seja r > 0. O fecho do
conjunto £ é E = {x € X : 2 é ponto de aderéncia de E}. O fecho de
FE é a interseccao de todos os conjuntos fechados F' tais que E c F.
Isto é, F é o menor fechado contendo E. Ainda mais, E é fechado se

e somente se B = F.

Atenc3o. Evite confundir ponto de aderéncia (de um conjunto) com

valor de aderéncia (de uma sequéncia).
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o Um ponto x € X é ponto de fronteira de E se para todo r > 0 temos
B(x;r)nE+@ e B(x;r)nE°+ 2.

A fronteira de ' é OF = {x € X : z é ponto de fronteira de E}.

o Um ponto x € X é chamado um ponto de acumulacao de F se temos
B(z;r)n(E~{z}) + @, para todo r > 0.

O derivado de E é o conjunto E' = {x € X : x é ponto de acumulagao de E'}.
o Um ponto z, em F, é um ponto isolado de FE se existe algum r > 0

tal que

B(z;r)nE ={z}.

O conjunto E é discreto se todo ponto de E é isolado.
o O conjunto E é denso em X se £ = X.
o O conjunto E é raro se int(E) = @.
o O diametro de F é diam(F) =sup{d(z,y): x,y € E}.
o O conjunto E é limitado se diam(F) < oo.

o Uma cobertura de E é uma familia {V; : j € J} de subconjuntos de
X satisfazendo E c U, V.

o O conjunto F é totalmente limitado se, para cada € > 0, existe uma

quantidade finita de bolas abertas de raio € cobrindo E.

o F possui a propriedade de Heine-Borel se toda cobertura de E
por conjuntos abertos (cobertura aberta) admite uma subcobertura
finita.

o E é compacto se F tem a propriedade de Heine-Borel.

o E é perfeito se I/ é fechado e se todo ponto de E é um ponto de
acumulacao de E (isto é, se E'c E'). Temos entao que E é perfeito se
es6ose BF=FE"

Definicao. Seja x € X, com X um espaco métrico. Um conjunto V c X é

uma vizinhanga de x se existir uma bola B(z;r), com r > 0, dentro de V.
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Proposicao. Seja X um espaco métrico. Valem as propriedades abaixo.

e X e @ sao abertos e fechados.
e Toda bola aberta é um conjunto aberto.
e A uniao de qualquer familia de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

e A interseccao de uma familia de conjuntos fechados é um conjunto
fechado.

e A interseccao de uma familia finita de conjuntos abertos é um aberto.

e A uniao uma familia finita de conjuntos fechados é um conjunto fe-
chado.

Proposigao. Seja F c X, com (X, d) métrico. Sao validas as propriedades
abaixo (verifique).

e OE = E~int(E).

e E=int(E)UOE=EUuUEFE'.

e I ¢ fechado se e somente se F 2 0FE.

e F é fechado se e somente se £ o> E’.

Definicao. Seja (z,,)y uma sequéncia contida em X. Dizemos que

o (x,) converge a x € X se lim d(x,,z) = 0. Utilizamos as seguintes
n—+oo

. . , X
notagoes: x, > r se n - +oo e, limx, = x, e também x,, — x.

o (x,) é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe N € N

tal que temos d(x,, T, ) < €, quaisquer que sejam n,m > N.
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Proposigao. Seja (X,d) um espago métrico, (x,)yc X e x € X.

(a) Se (x,) é de Cauchy e tem subsequéncia convergente a z, entao x, — .

(b) (z,) admite uma subsequéncia convergente a x se e somente se para

quaisquer € >0 e N em N, existe n > N tal que d(x,,z) <e.

(c) (n) converge a x se e somente se toda subsequéncia (z,,) = (y;)

admite subsequéncia (y;,) convergente a .
(d) Se ¢ : N - N ¢ bijetora e limx, = x, entdo (y;)n, com y; = To(),
converge a x. Alerta: (x,(;)) pode nao ser subsequéncia de ().

Definicao. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que

o X é separavel se X contém um subconjunto denso e enumeravel.

o X possui um base enumeravel de abertos se existe uma colecao
enumeravel de abertos de X tal que todo aberto de X é uma reuniao

de elementos da citada colecao.

o X é completo se toda sequéncia em X e de Cauchy, converge em X.

Proposigao. Seja X um espac¢o métrico e E c X. Temos (verifique),

e X ¢ separavel se e s6 se X possui uma base enumeravel de abertos.
e Dado z em X, temos que x € E se e s6 existe (z,,)y ¢ F tal que x,, - x.

e Suponha X completo. Entao, £ é completo se e sé se E é fechado.
Definigao. Sejam (X, d) e (Y, p) espacos métricos e f : X - Y uma fungao.

o Dizemos que f é continua em p € X se para todo € > 0, existe § > 0
tal que temos p(f(:v),f(p)) <€, para todo z € X tal que d(z,p) <.

Dizemos que f é continua se f é continua em cada ponto de X.

o Dizemos que f é uniformemente continua se para todo € > 0, existe
0 > 0 tal que temos p(f(x),f(x’)) < €, para todos x, 2’ € X tais que
d(z,z") < 9.
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o Seja p um ponto nao isolado de X (isto é, p é um ponto de acumulagao
de X) e L €Y. Escrevemos limf(x) =L se, para todo € > 0 existe
X—>p

algum 0 > 0 tal que temos p(f(x),L) < €, para todo = satisfazendo
0<d(z,p)<o.

o Dizemos que f é localmente uniformemente continua se para cada
x € X existir alguma vizinhanca de x na qual f é uniformemente

continua.

o Dizemos que f é de Lipschitz ou lipschtziana se existe uma cons-
tante M > 0 tal que p(f(z); f(x')) < Md(z;z"), quaisquer que sejam
r,r' e X.

o Dizemos que f é localmente lipschitziana se para cada z € X existe
alguma vizinhanca V' de z na qual f é lipschitziana.

o Dizemos que f é bicontinua ou um homeomorfismo se f é continua,

bijetora, e sua inversa f~!:Y — X é também continua.

Proposigao. Seja f : (X,d) - (Y,p) uma fungdo. Sao verdadeiras as

afirmagoes abaixo (verifique).
e f é continua em um ponto p € X se e somente se, para todo € > 0,
existe d > 0 tal que f(B(p;(S)) c B(f(p); e).

e f é continua se e s6 se f~1(U) é aberto em X, para todo U aberto em

Y.
e [ é continua em p se e somente se lim f(x) = f(p).
r—p
e f é continua em p se e somente se, para toda sequéncia (x,) c X tal
que limx,, = x, temos lim f(z,) = f(p).
Teorema. Seja f:(X,d) - (Y,p) uma fun¢ao continua e K um subcon-
junto compacto de X. Entao, f(K) é compacto em Y .
Prova.
Consideremos uma cobertura aberta: f(K) c U;U;. Entao, K c

Uy f71(U;) é uma cobertura aberta. Como K é compacto, obtemos

uma subcobertura finita K c f~1(U;,) u---u f~1(U,, ). Logo,

f(K)cUju--—-ulU;,
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Definigao. Sejam Ec X e F c X, com (X, d) um espago métrico.
o A distancia entre E e F ¢
d(E; F) =sup{d(xz,y):xe EeyeF}.
o A bola aberta centrada em E e de raio r é
B(E;r)={zeX :d(z;E)<r}.
Definicao. Dado um conjunto X, a diagonal de X x X ¢

A={(x,x):zveX}.

Definicao. Duas métricas d; e do, sobre X, sao métricas equivalentes

se existem constantes m e M tais que
mdy(x,y) < dy(x,y) < Mdi(z,y), para todo x,y € X.

Métricas equivalentes induzem os mesmos abertos em X e as mesmas fungoes

continuas.

Proposigao. Sejam (X,d) e (Y,p) espacos métricos. As trés expressoes

abaixo definem métricas equivalentes sobre o produto cartesiano X x Y.

Dsoma((xlayl);(x27y2)) = d(z1,22) + p(Y1,Y2),
Dmaximo((xhyl); (2, y2)) = max{d(x1,72), p(y1,%2) },
D((z1,11); (22, 92)) = d(@1,22)? + p(y1, y2)*-
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