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CAPÍTULO 0

0.1 Introdução

por E. M. Stein and R. Shakarchi

Eu evito com susto e horror esta lamentável

praga de funções que não tem derivadas.

C. Hermite, 1893

A partir de 1870 começou a tomar forma uma mudança revolucionária na

conceituação básica da análise, que acabou por conduzir a uma vasta trans-

formação e generalização do entendimento de objetos básicos como funções

e noções como continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade.

A visão anterior de que funções relevantes em análise eram dadas por

fórmulas ou outras expressões “anaĺıticas”, que tais funções eram por sua

própria natureza cont́ınuas (ou quase), que por necessidade tais funções

possuiam derivadas na maioria dos pontos e, ainda mais, eram integráveis

pelos métodos então aceitos – todas estas idéias começaram a cair sob o

peso de vários exemplos e problemas que surgiram no assunto, os quais não

podiam ser ignorados e requeriam novos conceitos para serem entendidos.

Em paralelo com tais desenvolvimentos surgiram novas idéias que eram a

um só tempo mais geométricas e mais abstratas: um entendimento mais

claro da natureza das curvas, sua possibilidade de serem retificáveis e seu

comprimento; o ińıcio da teoria dos conjuntos, começando com subconjun-

tos da reta real, o plano, etc., e a “medida” que poderia ser associada a

cada um.

Isto não quer dizer que não houve considerável resistência à mudança de

ponto de vista que esses avanços requeriam. Paradoxalmente, alguns dos
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ĺıderes matemáticos à época, aqueles que deveriam ser os mais aptos a

apreciar os novos enfoques, figuravam entre os mais céticos. O fato de que as

novas idéias por fim vieram a vingar pode ser melhor entendido em termos

das muitas questões que agora poderiam ser abordadas. Descreveremos

aqui, um pouco imprecisamente, vários dos problemas mais significativos.

1. Séries de Fourier: completamento.

Dada f uma função Riemann integrável em [−π, π], associamos sua série

de Fourier

f ∼∑ane
inx, onde an =

1

2π ∫
π

−π
f(x)e−inx dx.

É conhecida a identidade de Parseval
+∞∑

n=−∞

∣an∣2 =
1

2π ∫
π

−π
∣f(x)∣2dx.

No entanto, a relação acima entre funções e seus coeficientes de Fourier não

é completamente rećıproca quando limitada a funções Riemann integráveis.

Desta forma, se considerarmos o espaço R de tais funções com a norma
√
∫ ∣f(x)∣2dx

e o espaço l2(Z), das sequências de quadrado somável, com a norma
√∑ ∣an∣2,

a cada função f em R associamos uma sequência correspondente em l2(Z),
e as duas normas são iguais. Porém, é fácil construir sequências em l2(Z)
que não correspondem a nenhuma função em R. Observemos que l2(Z) é
completo mas R não. Desta forma, somos levados as duas questões abaixo.

(1) Quais “funções” esperamos surgir ao completarmos R? Em outras

palavras: dada uma sequência arbitrária (an) ∈ l2(Z), qual a natureza

da função presumidamente correspondente a tais coeficientes ?

(2) Como integramos tais funções f (e checamos a fórmula para os coefi-

cientes)?

Adendo. O chamado “problema das séries de Fourier” foi resolvido em 1966

por L. Carleson (Professor em UCLA).
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2. Limites de funções cont́ınuas.

Suponha que (fn) é uma sequência de funções cont́ınuas sobre [0,1] e a

valores reais. Assumamos que

lim fn(x) = f(x), para todo x,

e questionemos a natureza da função limite f .

Se supormos que a convergência é uniforme, então o problema é bem tri-

vial e f é cont́ınua em todo ponto. Entretanto, eliminando tal hipótese,

a mudança é radical e as questões que surgem podem ser bastante sutis.

Um exemplo é dado pelo fato de que um pode construir uma sequência de

funções cont́ınuas (fn) convergindo em todo ponto a uma função f tal que

(a) 0 ≤ fn(x) ≤ 1, para todo x.

(b) (fn) é decrescente.

(c) f não é Riemann integrável.

Entretanto, em vista de (a) e (b), a sequência

∫ 1

0

fn(x)dx
converge a um limite. Portanto, é natural perguntar: qual método de inte-

gração pode ser utilizado para integrar f e obter

∫ 1

0

f(x)dx = lim∫ 1

0

fn(x)dx?

É com a integral de Lebesgue que podemos resolver estes problemas e o

anterior.
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3. Comprimento de curvas.

O estudo de curvas no plano e o cômputo de seus comprimentos estão entre

os primeiros ensinamentos do cálculo. Consideremos uma curva cont́ınua γ

no plano, descrita parametricamente por

γ = {(x(t), y(t)) ∶ t ∈ [a, b]}
com x = x(t) e y = y(t) funções cont́ınuas. Definamos o comprimento L(γ)
[com L para “lenght”, comprimento em inglês] de γ da forma usual: como o

supremo dos comprimentos das linhas poligonais conectando sucessivamente

uma quantidade finita de pontos de γ, ordenados segundo o crescimento do

parâmetro t.

Dizemos que γ é retificável se seu comprimento é finito. Se x(t) e y(t) são
continuamente diferenciáveis temos a fórmula

(3.1) L(γ) = ∫ b

a
[x′(t)2+y′(t)2] 12dt.

Os problemas começam a surgir quando consideramos curvas gerais. Mais

especificamente, duas indagações são naturais.

(1) Quais condições sobre x(t) e y(t) garantem a retificabilidade de γ?

(2) Satisfeitas tais condições, vale (3.1) para o comprimento de γ?

A primeira questão tem uma resposta completa em termos da noção de

funções de “variação limitada”. Para a segunda, ocorre que se x e y são

funções de variação limitada então a integral (3.1) sempre faz sentido, porém

a igualdade desejada em geral não se dá apesar de que é posśıvel recuperar

tal igualdade através de uma reparametrização conveniente da curva γ.

Surgem ainda outras questões. As curvas retificáveis, já que possuem com-

primento, são objetos genuinamente uni-dimensionais. Será que existem

curvas (não retificáveis) que são bi-dimensionais?

De fato, existem curvas no plano que preenchem um quadrado (e.g., curva

de Peano). Mais geralmente, existem curvas de qualquer dimensão entre 1

e 2, se uma definição apropriada de dimensão fracionária é adotada.
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4. Diferenciação e integração.

O chamado “teorema fundamental do cálculo” expressa o fato de que a

diferenciação e a integração são operações inversas e isto pode ser formulado

de duas formas distintas, as quais abreviamos como segue

(4.1) F (b)−F (a) = ∫ b

a
F ′(x)dx.

(4.2) d

dx
∫ x

0

f(t)dt = f(x).
No que tange à primeira afirmação, a existência de funções cont́ınuas F

que não são diferenciáveis em nenhum ponto, ou para as quais F ′(x) existe
para todo x mas ainda assim F ′ não é integrável, conduz ao problema de

encontrar a classe de funções F para as quais (4.1) é válida. Quanto à

segunda afirmação, a questão é formular apropriadamente e estabelecer tal

afirmação para toda a classe das funções integráveis f que surgem como

soluções de qualquer um dos dois primeiros problemas comentados nesta

introdução. Estas questões podem ser respondidas com a ajuda de certos

argumentos de “cobertura” e com a noção de continuidade absoluta.

5. O problema da medida

Expondo bem claramente, o tópico fundamental que deve ser entendido

para tentarmos responder todas as questões levantadas acima é o problema

da medida. Formulado (imprecisamente) em sua versão bi-dimensional,

temos o problema de associar a cada subconjunto E de R2 sua medida bi-

dimensional m2(E), isto é, sua “área”, estendendo a noção usual definida

para conjuntos elementares.

Em vez desse caminho enunciemos mais precisamente o problema uni-dimensional

que lhe é análogo, o de construir uma medida uni-dimensional m1 =m que

generaliza a noção de comprimento em R.
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Estamos procurando uma função positiva m, definida sobre a famı́lia de

subconjuntos E de R, a qual permitimos assumir o valor +∞. Requeremos:

(1) m(E) = b − a se E = [a, b], com a ≤ b, de comprimento b − a.
(2) m(E) = ∑∞n=1m(En), se E = ⋃∞n=1En, com os conjuntos En′s disjuntos.

A condição (2) é a aditividade enumerável da medida m e implica o caso

especial

(2’) m(E1⋃E2) =m(E1) +m(E2), se E1 e E2 são disjuntos.

No entanto, para justificar os vários argumentos por limites que surgem na

teoria, o caso geral (2) é indispensável e (2’) é definitivamente inadequado.

Aos axiomas (1) e (2) adicionamos a invariância por translação de m,

(3) m(E + t) =m(E), para todo t ∈ R.

Um resultado básico da teoria é a existência (e unicidade) de tal medida, a

medida de Lebesgue, se nos limitamos a uma classe de conjuntos razoáveis,

que são chamadosmensuráveis. Esta classe, além de fechada para reuniões

enumeráveis, intersecções enumeráveis e complementares, ainda contém os

conjuntos abertos, fechados e assim por diante. Não é posśıvel definir uma

tal medida sobre todos os subconjuntos de R pois, como veremos, existem

conjuntos não mensuráveis.

É com a construção de tal medida que iniciamos nosso estudo. Dela fluirá

a teoria geral da integração e, em particular, as soluções dos problemas

discutidos acima.
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Uma cronologia.

Conclúımos esta introdução citando alguns dos principais eventos que marca-

ram o desenvolvimento do assunto.

1872 - Weierstrass constrói uma função não diferenciável em todo ponto.

1881 - Jordan introduz as funções de variação limitada e posteriormente

(1887) sua conexão com retificabilidade.

1883 - Cantor apresenta o conjunto ternário.

1887 - Jordan conecta a noção de retificabilidade com funções de variação

limitada.

1890 - Peano apresenta uma curva que preenche o espaço.

1898 - Borel apresenta os conjuntos mensuráveis hoje ditos borelianos.

1902 - Lebesgue apresenta sua teoria da medida e da integração.

1905 - Vitali apresenta uma construção de conjuntos não mensuráveis.

1906 - Fatou aplica a teoria de Lebesgue à análise complexa.
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0.2 A reta estendida

Definimos a reta estendida por

R = R ∪ {−∞,+∞}
[a reta acrescida dos valores +∞ e −∞]. Também indicamos R por [−∞,+∞].
Dados a, b ∈ R definimos a seguinte relação de ordem. Escrevemos a < b se:

a, b ∈ R e a < b, ou a = −∞ e b ≠ −∞, ou a ≠ +∞ e b = +∞.

Tal relação de ordem sobre R é total [dados a e b, ambos na reta estendida,

temos a < b ou b < a ou a = b] e completa [todo subconjunto não vazio A da

reta estendida admite um único supremo, supA, e um único ı́nfimo, infA].

Notemos que +∞ [respectivamente, −∞] é um majorante [respectivamente,

minorante] de qualquer subconjunto não vazio da reta estendida.

Estão bem definidas, de maneira óbvia, a adição

+ ∶ R ×R ∖ {(−∞,+∞), (+∞,−∞)} Ð→ R

e a multiplicação ⋅ ∶ R × R ∖ {(0,±∞), (±∞,0)} Ð→ R. Por conveniência

definimos

0. ±∞ = 0 e ±∞.0 = 0.

0.2.1 Sequências na reta estendida

ConsideremosX um conjunto não vazio. Uma sequência emX é uma função

x ∶ N→X. Indicamos a sequência x por (xn)n∈N, onde xn = x(n), para todo

n ∈ N. Também denotamos x por (xn)N ou, brevemente, (xn).
Seja (xn) uma sequência na reta estendida R = [−∞,+∞]. Dizemos que

(xn) converge a L ∈ R se, para todo ǫ > 0 existe N ∈ N tal que temos

∣xn −L∣ < ǫ, para todo n ≥ N.
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Dizemos que (xn) converge [na reta estendida] a +∞ se, para todo real

M > 0 existe N ∈ N tal que temos xn >M , para todo n ≥ N .

Dizemos que (xn) converge [na reta estendida] a −∞ se a sequência (−xn)
converge a +∞.

Se (xn) converge a algum valor L ∈ R = [−∞,+∞] (números também são

valores), escrevemos

limxn = L ou lim
n→+∞

xn = L ou xn
n→+∞ÐÐÐ→ L.

Também escrevemos, brevemente,

xn → L.

O limite de uma sequência na reta estendida, se existir, é único. (Cheque.)

Se a sequência (xn) não converge a nenhum valor em [−∞,+∞], dizemos

que (xn) diverge [na reta estendida].

Terminologia para sequências reais. Seja (xn) uma sequência real.

Se

limxn = L ∈ R,

dizemos que (xn) converge [na reta real R] a L.

Se

limxn = ±∞,

dizemos que (xn) diverge [na reta real R] a ±∞.

Se a sequência real (xn) não converge a um número real, dizemos que (xn)
diverge [na reta real].

O conjunto das sequências reais e convergentes em R, munido das operações

(xn) + (yn) = (xn + yn) e λ(xn) = (λxn), onde λ ∈ R,

é um espaço vetorial real e temos

lim(xn + yn) = limxn + lim yn e limλxn = λ limxn.
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Seja X um conjunto e (xn) uma sequência em X. Dado um subconjunto

infinito de ı́ndices {n1 < n2 < n3 < ⋯} em N, dizemos que a sequência

(xnk
)k∈N é uma subsequência de (xn). Brevemente, escrevemos (xnk

).
Observação 1. Seja (xn) uma sequência em [−∞,+∞]. São equivalentes

as afirmações abaixo.

● xn → L.

● Toda subsequência (xnj
) converge a L.

● Toda subsequência (xnj
) = (yj) admite uma subsequência yjk

k→+∞ÐÐÐ→ L.

Valor de Aderência. Dizemos que L ∈ [−∞,+∞] é um valor de aderência

de (xn) se existe uma subsequência (xnk
) tal que xnk

→ L, se k → +∞.

Uma sequência (xn) ⊂ R é crescente [decrescente] se temos

xn+1 ≥ xn, para todo n ∈ N [xn+1 ≤ xn, para todo n ∈ N].
Ainda, (xn) é estritamente crescente [estritamente decrescente] se

xn+1 > xn, para todo n ∈ N [xn+1 < xn, para todo n ∈ N].
Dizemos que (xn) é monótona se (xn) é crescente ou decrescente.

Teorema. Toda sequência real (x1, x2, . . .) tem uma subsequência monótona.

Prova. Exerćıcio.

Assim, se (xn) é limitada, tal subsequência monótona é convergente.

Toda sequência (xn) em R tem um valor de aderência em R. De fato,

consideremos o conjunto

J = {n ∶ xn = +∞ ou xn = −∞}
Se J é infinito, então ou −∞ ou +∞ [ou ambos] é valor de aderência de

(xn). Se J é finito, então existe N ∈ N tal que a subsequência (xn)n≥N é

real. Assim, se (xn)n≥N é ilimitada superiormente, ou inferiormente, em R,

então +∞, ou −∞, é valor de aderência de (xn)n≥N e, portanto, de (xn)
também. Se (xn)n≥N é limitada em R, vimos acima que ela tem um valor

de aderência em R e, portanto, a sequência (xn) também tem.
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A seguir, dada (xn)N em [−∞,+∞], consideremos o conjunto (não vazio)

L = {L ∈ [−∞,+∞] ∶ L é valor de aderência de (xn)} .
Definimos os valores

lim inf xn = inf L e lim supxn = supL, ambos em [−∞,+∞].
Observação 2. Para todo N ∈ N, as sequências (xn)N e (xn)n>N tem os

mesmos valores de aderência e, portanto, os mesmos lim inf e lim sup.

Teorema. Seja (xn) um sequência na reta estendida.

(a) α = lim inf xn é (o menor) valor de aderência de (xn).
(b) β = lim supxn é (o maior) valor de aderência de (xn).
(c) limxn = L se e somente se lim inf xn = lim supxn = L.
(d) Se (xn) é limitada em R, então lim inf xn e lim supxn são reais.

Prova.

(a) ◇ Caso α = −∞. É claro que existe n1 ∈ N com xn1
< −1. Pela

Observação 2, a sequência (xn)n>n1
tem os mesmos valores de

aderência que (xn) e então existe n2 > n1 tal que xn2
< −2. Ite-

rando, obtemos xnj
→ −∞.

◇ Caso α real. Por definição de ı́nfimo, existe um valor de aderência

de (xn)N em [α,α+ 1). Logo, existe n1 tal que xn1
∈ (α− 1, α+ 1).

Como o lim inf da subsequência (xn)n>n1
é também α, por um

racioćınio análogo ao anterior conclúımos que existe n2 > n1 tal

que xn2
∈ (α − 1/2, α + 1/2). Iterando tal processo obtemos uma

subsequência (xnk
)k∈N convergente a α.

◇ Caso α = +∞. Neste caso, temos L = {+∞}. Pela Observação 1

conclúımos que xn → +∞.

(b) Basta trocar (xn) por (−xn).
(c) Neste caso, são trivialmente equivalentes as três seguintes afirmações:

α = β = L, o único valor de aderência é L, e xn → L.

(d) Trivial♣
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Se (xn) é uma sequência real ilimitada superiormente na reta, temos

lim supxn = +∞.

Se (xn) é uma sequência real ilimitada inferiormente na reta, temos

lim inf xn = −∞.

Dada uma sequência (xn) na reta estendida, utilizamos as notações

limxn = lim sup(xn) = lim supxn e limxn = lim inf(xn) = lim inf xn.

Observação 3. Uma sequência (xn) tem uma subsequência convergente a

L em R se e só se, dados quaisquer ǫ > 0 e N em N, existe n > N tal que

∣xn −L∣ < ǫ.
Verifique, é trivial.

Teorema. Seja (xn) uma sequência em R. Valem as identidades

lim inf xn = sup
n≥1

inf
j≥n

xj = lim
n→+∞

inf
j≥n

xj

e

lim supxn = inf
n≥1

sup
j≥n

xj = lim
n→+∞

sup
j≥n

xj.

Prova.

Trocando (xn) por (−xn), vemos que basta analisar lim inf xn. Pela

Observação 2, para todo n temos

inf
j≥n

xj ≤ lim inf(xj)j≥n = lim inf xn.

Logo,

a = sup
n≥1

inf
j≥n

xj ≤ lim inf xn.

Só resta vermos que a é valor de aderência de (xn).
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◇ Caso a = −∞. É claro que

inf
j>n

xj = −∞, para todo n.

Logo, existe j1 > 1 tal que xj1 < −1. Então, temos

inf
j>j1

xj = −∞

e portanto existe j2 > j1 tal que xj2 < −2. Iterando, obtemos xjk → −∞.

Isto mostra que −∞ é valor de aderência de (xn).
◇ Caso a real. Sejam ǫ > 0 e N ∈ N. Como temos

(inf
j>n

xj) ↗ a,

segue que existe m > N tal que

a − ǫ < inf
j>m

xj ≤ a.

Por definição de ı́nfimo, existe n >m > N tal que

a − ǫ < inf
j>m

xj ≤ xn < a + ǫ.

Pela Observação 3, o número real a é valor de aderência de (xn).
◇ Caso a = +∞. Temos

xn ≥ inf
j≥n

xj e inf
j≥n

xj
n→∞ÐÐ→ +∞.

Donde segue xn → +∞♣

Sejam (xn) e (yn) duas sequências reais. Se a soma de limites inferiores

está bem definida, temos (cheque)

lim inf xn + lim inf yn ≤ lim inf(xn + yn).
Dada uma função f ∶ R→ R escrevemos

lim sup
x→a

f(x) = inf
δ>0
[ sup
0<∣x−a∣<δ

f(x)] e lim inf
x→a

f(x) = sup
δ>0

[ inf
0<∣x−a∣<δ

f(x)] .
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0.3 Somas Não Ordenadas e Séries em R, C e R

[Sobre tais tópicos sugiro também as palavras de Terence Tao (UCLA), An

Introduction to Measure Theory, Preface pp. x–xiv e Chapter 1 pp. 38–40.]

Sejam X um conjunto e J um conjunto de ı́ndices, não vazios e quaisquer.

Uma famı́lia em X, indexada em J , é uma função x ∶ J → X. Indicamos a

famı́lia x por (xj)j∈J ou (xj)J ou, brevemente, (xj).
Dada uma famı́lia (pj) contida em [0,+∞], definimos

∑
j∈J

pj = sup{∑
j∈F

pj ∶ F é subconjunto finito de J} em [0,+∞].
Tal sup é finito se e somente se existe um real M ≥ 0 tal que

∑
j∈F

pj ≤M, para todo subconjunto finito F de J (cheque).
Também escrevemos ∑J pj para ∑j∈J pj (ou, se J é subentendido, ∑pj).

Sejam (pj)J e (qj)J famı́lias quaisquer em [0,+∞] e λ em [0,+∞]. Verifique:
● ∑(pj + qj) = ∑pj +∑ qj.

● ∑λpj = λ∑pj.

● (Propriedade Comutativa) Se σ ∶ K → J é uma bijeção, então

∑
J

pj =∑
K

pσ(k).

Dada uma famı́lia (pj)J em [0,+∞], se ∑J pj é finito (um número real),

dizemos que (pj)J é uma famı́lia somável e que sua soma é o número

∑J pj. Escrevemos ∑J pj < ∞, indicando que (pj)J é uma famı́lia somável

(ou, brevemente, somável).

Teçamos alguns comentários sobre a associatividade para séries e somas.

A familiar associatividade para séries convergentes de números reais (ou

complexos) reflete o fato de que é posśıvel introduzir uma quantidade ar-

bitrária de parenteses, com cada parentese abarcando uma quantidade finita

de termos consecutivos na série, sem alterarmos o valor da soma da série

considerada.
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A associatividade para uma soma (não ordenada) enumerável ∑N pn, di-

ferentemente da restrita associatividade para séries, se dá mesmo parti-

cionando N em uma quantidade infinita de subconjuntos, com cada um

de tais subconjuntos também infinito. Tal partição pode ser obtida, por

exemplo, listando os números primos J = {1,2,3,5,7, . . .}, em ordem cres-

cente, e a seguir definindo F1 = {1}, F2 = {os naturais múltiplos de 2},
F3 = os naturais múltiplos de 3 mas não de 2}, F5 como o conjunto dos

números naturais múltipos de 5 mas não de 2 ou 3, e assim sucessivamente

e então escrevendo

N = ⊍
p∈J

Fp, com Fp ∩ Fq = ∅ se p ≠ q.

[O śımbolo “⊍ ” indica uma união de conjuntos dois a dois disjuntos.]

Importante. A definição de famı́lias somáveis, em R ou em C, que logo apre-

sentaremos é equivalente a usualmente apresentada nos textos que abordam

somas não ordenadas (ou, dito de outra forma, somabilidade). De fato, um

dos resultados decorrentes da definição clássica de somabilidade estabelece

que uma famı́lia (vj)J em um espaço vetorial de dimensão finita normado

e completo (isto é, as sequências de Cauchy são convergentes) é somável

se e somente se ela é absolutamente somável (i.e., ∑J ∥vj∥ < ∞) . Ora,

veremos (Teorema 2) que segundo a definição aqui adotada uma famı́lia de

números em R ou C (ambos espaços vetoriais completos) é somável se e

somente se ela é absolutamente somável.

Consideremos uma famı́lia de valores (termos) em [0,+∞]. Mostraremos

que podemos, sem alterar a somabilidade ou a não somabilidade da famı́lia,

(1) associar livremente os termos (da famı́lia) e

(2) dissociar cada termo livremente como uma famı́lia com valores em

[0,+∞].
Em suma, para computarmos a soma (não ordenada) de uma famı́lia de

números positivos podemos introduzir ou suprimir parenteses à vontade.

As somas não ordenadas são também chamadas, brevemente, somas.
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Teorema 1 (Associatividade). Seja (pj)J uma famı́lia em [0,+∞] e J

uma reunião de conjuntos Jk, com k em K, dois a dois disjuntos. Então,

∑
J

pj = ∑
k∈K

∑
j∈Jk

pj.

Prova. Mostremos duas desigualdades.

(≤) Dado F finito e contido em J , por hipótese existem ı́ndices distintos

k1, . . . , kl, todos em K, tal que F ⊂ Jk1 ⊍ . . . ⊍ Jkl . Donde segue,

∑
F

pj = ∑
F∩Jk1

pj +⋯+ ∑
F∩Jkl

pj ≤ ∑
Jk1

pj + ⋯ + ∑
Jkl

pj ≤ ∑
k∈K

∑
j ∈Jk

pj

e, pela definição de ∑J pj, a primeira desigualdade:

∑
J

pj ≤ ∑
k∈K

∑
j ∈Jk

pj.

(≥) Dados ı́ndices distintos k1, . . . , kl em K e conjuntos finitos Fkr , com

Fkr ⊂ Jkr se 1 ≤ r ≤ l, os conjuntos Jk1 ,. . . ,Jkl são dois a dois disjuntos

e portanto os conjuntos Fk1 ,. . . ,Fkl também. Sendo assim, temos

∑
j∈Fk1

pj +⋯+ ∑
j∈Fkl

pj ≤ ∑
J

pj.

Então, fixando os conjuntos Fk2 , . . . , Fkl e computando o supremo sobre

a famı́lia dos conjuntos finitos Fk1 contidos em Jk1 segue a desigualdade

∑
Jk1

pj +∑
Fk2

pj +⋯+∑
Fkl

pj ≤∑
J

pj.

Argumentando analogamente (l − 1)-vezes, obtemos

∑
Jk1

pj +∑
Jk2

pj +⋯+∑
Jkl

pj ≤ ∑
J

pj.

Então, como {k1, k2, . . . , kl} é qualquer subconjunto finito de K, temos

∑
k∈K

∑
j∈Jk

pj ≤ ∑
J

pj♣

Corolário (Teorema de Tonelli, para somas não ordenadas). Sejam

J e K conjuntos de ı́ndices. Seja (pjk)J×K uma famı́lia em [0,+∞]. Então,
∑
J×K

pjk =∑
J

∑
K

pjk =∑
K

∑
J

pjk.
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Definição. Seja x ∈ R. Suas respectivas partes positiva e negativa são

p =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x , se x ≥ 0

0 , se x ≤ 0
e q =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 , se x ≥ 0

−x , se x ≤ 0.

Temos,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ≤ p ≤ ∣x∣
0 ≤ q ≤ ∣x∣ ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = p − q
∣x∣ = p + q e

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p = ∣x∣+x

2

q = ∣x∣−x
2

.

São também úteis as notações

p = x+ =max(x,0) e q = x− =max(−x,0) = −min(x,0).

Definição. Seja J um conjunto de ı́ndices.

○ Uma famı́lia (xj) de números reais é somável se as famı́lias (pj) e (qj)
das partes positivas e negativas de xj, com j em J , respectivamente,

são somáveis. Se (xj) é somável, sua soma (não ordenada) é

∑xj =∑p j −∑ q j.

○ Uma famı́lia (zj) de números complexos é somável se as famı́lias

(Re(zj))J e (Im(zj))J , das partes reais e imaginárias de zj, com j em

J , são somáveis. Se (zj) é somável, sua soma (não ordenada) é

∑ zj =∑Re(zj) + i∑ Im(zj).
○ Uma famı́lia (zj), de números reais ou complexos, é uma famı́lia ab-

solutamente somável se a famı́lia ( ∣zj ∣ )J é somável. Isto é, se

∑ ∣zj ∣ <∞ .

Teorema 2. Seja (zj) uma famı́lia de números complexos. São equivalen-

tes:

(a) (zj) é somável.

(b) (zj) é absolutamente somável.
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Prova.

Consideremos as famı́lias reais (Re(zj))J e (Im(zj))J e as famı́lias de

suas partes positivas, denotadas (pj) e (Pj), respectivamente, e de suas

partes negativas, denotadas (qj) e (Qj), também respectivamente.

Para todo j em J , temos

0 ≤ min{pj, qj, Pj,Qj} ≤max{pj, qj, Pj,Qj} ≤ ∣zj ∣ ≤ pj+qj+Pj+Qj .

Logo, ∑ ∣zj ∣ é finita se e somente se ∑pj, ∑ qj, ∑Pj e ∑Qj são finitas.

Portanto, a famı́lia (∣zj ∣) é somável se e só se a famı́lia (zj) é somável♣

Corolário 3. Seja (zj)J complexa e somável e K ⊂ J . Então, (zk)k∈K é

somável.

Prova.

Pelo teorema acima temos ∑J ∣zj ∣ <∞. É fácil ver que

∑
K

∣zk∣ ≤∑
J

∣zj ∣.
Utilizando novamente o teorema acima, conclúımos que (zk)K é somável♣

Proposição 4. Sejam (zj)J e (wj)J famı́lias complexas e somáveis e λ em

C. Então, as famı́lias (zj + wj)J , (λzj)J e (zj) são somáveis e valem as

propriedades abaixo.

● ∑(zj +wj) = ∑ zj + ∑wj .

● ∑λzj = λ∑ zj .

● ∣∑ zj ∣ ≤ ∑ ∣zj ∣.
● ∑ zj = ∑ zj.

Prova. Exerćıcio.

Teorema 5 (Propriedade Comutativa). Seja (zj)J uma famı́lia somável

de números complexos e σ ∶K → J uma bijeção. Então,

∑
J

zj = ∑
k∈K

zσ(k).

Prova. Exerćıcio.
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Teorema 6 [Lei Associativa para Somas (Não Ordenadas)]. Seja

(zj)J uma famı́lia somável em C. Suponha J uma reunião de conjuntos Jk,

com k em K, dois a dois disjuntos. Então, a famı́lia (zj)j∈Jk é somável, para

todo k em K, e

∑
J

zj = ∑
k∈K

∑
Jk

zj.

Prova.

Devido à definição de somável para famı́lias complexas e à linearidade

da soma, podemos supor que (zj) = (aj) é real. Por definição, temos

∑aj =∑pj −∑ qj,

onde pj = a+j e qj = a−j . A associatividade para somas de números em

[0,+∞) e a linearidade para somas, garantem a tese (cheque)♣

Corolário (Teorema de Fubini, para somas não ordenadas). Sejam

J e K conjuntos de ı́ndices. Seja (zjk)J×K somável em C. Então,

∑
J×K

zjk =∑
j∈J

∑
k∈K

zjk = ∑
k∈K

∑
j∈J

zjk.

0.3.1 Somas não ordenadas em [−∞,+∞]
Atenção. Tal conceito se revela útil no Caṕıtulo 3 (Medidas com Sinal e

Diferenciação), precisamente para definir medidas com sinal.

Seja (xj)j∈J uma famı́lia em [−∞,+∞] que não assume ao menos um dos

valores −∞ e +∞ [isto é, se assume −∞ então não assume +∞ e vice-versa].

Consideremos (pj) e (qj) as famı́lias (em [0,+∞]) das partes positivas e

negativas da famı́lia (xj). Definimos,

∑
J

xj =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
J

pj −∑
J

qj, se ao menos uma destas somas (não ordenadas) é finita,

±∞, se existe algum j tal que xj = ±∞.

É óbvio que o valor da soma ∑J xj está bem definido e independe da ordem

dos xj′s e a chamamos então soma não ordenada na reta estendida.
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Contra-exemplo. Seja (xj)J tal que ∑pj = ∑ qj = +∞, com cada xj real.

Então, não está definida a soma não ordenada ∑J xj. Vide o caso, J = N e

xj =
(−1)j
j

(exemplo de Dirichlet).

0.3.2 Séries em [−∞,+∞] e em R

Dada uma sequência (xn)N em R, que não assume ao menos um dos valores

−∞ ou +∞, todas as suas n-ésimas somas parciais

sn =
n∑
j=1

xj

estão bem definidas. A série (ou soma ordenada), na reta estendida,
+∞∑
n=1

xn

tem soma s em R se lim sn = s. Neste caso, escrevemos
+∞∑
n=1

xn = s.

Dizemos que uma série é finita se ela é convergente em R (logo, a série é

real). Indicamos uma série finita pela notação
+∞∑
n=1

xn <∞.

Uma série
+∞∑
n=1

xn,

na reta estendida R, é dita comutativamente/incondicionalmente con-

vergente se para toda permutação (ou, bijeção) σ ∶ N→ N a série
+∞∑
n=1

xσ(n)

é convergente em R. Esta última série é dita um rearranjo da série
+∞∑
n=1

xn.
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A série de números reais ∑+∞n=1 xn é dita absolutamente convergente se

+∞∑
n=1

∣xn∣ <∞.

Seja ∑+∞n=1 xn uma série de números reais. Se (pn) e (qn) são as sequências

das partes positivas e negativas de xn, respectivamente, temos

0 ≤min{pn, qn} ≤max{pn, qn} ≤ ∣xn∣ = pn + qn.
Então, são equivalentes as três condições abaixo.

● A série ∑+∞n=1 xn é absolutamente convergente.

● As sequências (pn) e (qn) são somáveis.

● A sequência (xn) é somável.

Nestas condições, é fácil ver que

+∞∑
n=1

xn =
+∞∑
n=1

pn −
+∞∑
n=1

qn =∑
N

pn −∑
N

qn =∑
N

xn.

Donde segue que toda série real e absolutamente convergente é comutati-

vamente convergente. Ainda, todos os seus rearranjos tem a mesma soma.

Por outro lado, suponhamos que a série real ∑+∞n=1 xn satisfaz

+∞∑
n=1

xn =
+∞∑
n=1

(pn − qn) <∞
porém

+∞∑
n=1

∣xn∣ = +∞∑
n=1

(pn + qn) = +∞.

Então, como o espaço das séries reais e convergentes é vetorial, segue que

+∞∑
n=1

pn =
+∞∑
n=1

qn = +∞.

Nesta situação, não é dif́ıcil obter um rearranjo não convergente da série

+∞∑
n=1

xn (cheque).
A não convergência absoluta garante a não convergência comutativa.
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Portanto, uma série real é absolutamente convergente se e somente se ela é

incondicionalmente/comutativamente convergente (sendo que os rearranjos

tem mesma soma pois os valores das séries de termos positivos

+∞∑
n=1

pn e
+∞∑
n=1

qn

independem de ordenação).

Logo, todos os rearranjos de uma série (real ou na reta estendida) comuta-

tivamente/incondicionalmente convergente tem uma mesma soma (cheque).

Portanto, se ∑∞n=1 xn é uma série em R e comutativamente convergente e

σ ∶ N→ N

é uma bijeção arbitrária, obtemos

∞∑
n=1

xn =
∞∑
n=1

xσ(n).

Uma série real ∑∞n=1 xn é dita condicionalmente convergente se

∞∑
n=1

xn converge em R mas
∞∑
n=1

∣xn∣ =∞.

Um exemplo clássico (Dirichlet, 1837) é a série harmônica alternada

+∞∑
n=1

(−1)n
n

.
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0.3.3 Séries em C

Seja i a unidade imaginária, i2 = −1.

Seja (zn)N uma sequência em C. A série (ou, soma ordenada) complexa

∑+∞n=1 zn tem soma z ∈ C se lim sn = z, onde (sn) é sequência das n-ésimas

somas parciais sn = z1 +⋯+ zn, para todo n ∈ N. Neste caso, escrevemos
+∞∑
n=1

zn = z.

É fácil ver que a série complexa ∑+∞n=1 zn é convergente se e somente se as

séries reais ∑+∞n=1Rezn e ∑+∞n=1 Imzn são convergentes e, neste caso, temos

+∞∑
n=1

zn =
+∞∑
n=1

Rezn + i
+∞∑
n=1

Imzn.

A série ∑∞n=1 zn é dita absolutamente convergente se ∑∞n=1 ∣zn∣ <∞. De-

vido às desigualdades

0 ≤min{∣Rezn∣, ∣Imzn∣} ≤max{∣Rezn∣, ∣Imzn∣} ≤ ∣zn∣ ≤ ∣Rezn∣ + ∣Imzn∣,
vemos que são equivalentes as afirmações abaixo (cheque).

● ∑∞n=1 zn é absolutamente convergente.

● As séries reais ∑∞n=1Rezn e ∑∞n=1 Imzn são absolutamente convergentes.

● As sequências (Rezn)N e (Imzn)N são somáveis.

● A sequência (zn)n∈N é somável.

Em tais casos, temos
+∞∑
n=1

zn =∑ zn =∑Rezn + i∑ Imzn.

O conjunto das séries complexas e convergentes e o conjunto das séries

complexas absolutamente convergentes, com as operações usuais de soma

e multiplicação por escalar complexo, são espaços vetoriais complexos (isto

é, sobre C).

A definição para séries complexas incondicionalmente/comutativamente con-

vergentes é análoga à correspondente definição empregada para séries reais.
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0.4 Notações em Rn

Um ponto x ∈ Rn é também indicado pelo vetor x = (x1, . . . , xn). Dados

x, y ∈ Rn, o produto interno em Rn é definido por

x ⋅ y = x1y1 +⋯+ xnyn.

A norma euclidiana de x, ou o módulo de x, é

∣x∣ =√x ⋅ x =√x2

1
+⋯+ x2

n.

O produto interno satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

∣x ⋅ y∣ ≤ ∣x∣ ∣y∣ quaisquer que sejam x, y ∈ Rn.

Prova. Temos,

∣x ⋅ y∣2 = (x1y1 +⋯+ xnyn)2 =∑
i

x2

i y
2

i + 2∑
i<j

xiyixjyj

≤∑
i

x2

i y
2

i +∑
i<j

(x2

i y
2

j + x
2

jy
2

i )
=∑

i,j

x2

i y
2

j

= (x2

1 +⋯+ x
2

n)(y21 +⋯+ y2n)♣
A norma ∣x∣ =√x ⋅ x definida sobre Rn possui as propriedades abaixo.

● ∣x∣ ≥ 0, para todo x, e tem-se ∣x∣ = 0 se e somente se x = 0.

● ∣λx∣ = ∣λ∣ ∣x∣, para todo λ ∈ R e para todo x ∈ Rn.

● ∣x+ y∣ ≤ ∣x∣+ ∣y∣, quaisquer que sejam x, y ∈ Rn (desigualdade triangular)

A desigualdade triangular segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Pois,

∣x+ y∣2 = (x+ y) ⋅ (x+ y) = x ⋅x+ 2x ⋅ y + y ⋅ y ≤ ∣x∣2 + 2∣x∣ ∣y∣+ ∣y∣2 = (∣x∣+ ∣y∣)2♣
Definição. Seja Ω um conjunto aberto em Rn e f ∶ Ω → Rn. Dizemos que

f é um difeomorfismo se f é diferenciável, bijetora, f(Ω) é um aberto e,

ainda, f−1 ∶ f(Ω) → Ω é também diferenciável.
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0.5 Espaços Métricos

Consideremos um conjunto não vazio X. Uma métrica sobre X é uma

função d ∶X ×X → R tal que

○ d(x, y) ≥ 0, para todo (x, y) em X ×X, e d(x, y) = 0 se e somente se

x = y.

○ (simetria) d(x, y) = d(y, x), para todo (x, y) em X ×X.

○ (Desigualdade triangular) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), para todos x, y, z

em X.

Notação. Consideremos x em X e um número r > 0.

○ B(x; r) = {y ∈X ∶ d(y;x) < r}, é a bola aberta de centro x e raio r.

○ D(x; r) = {y ∈X ∶ d(y, x) ≤ r}, é a disco de centro x e raio r.

○ Sr(x) = {y ∈X ∶ d(y, x) = r}, é a circunferência de centro x e raio r.

Definição. Seja E um subconjunto de X.

○ E é aberto se para cada x ∈ E existe r > 0 tal que B(x; r) ⊂ E.

○ E é fechado se Ec =X ∖E é um conjunto aberto.

○ Um ponto x ∈ E é ponto interior a E se existir r > 0 tal que B(x; r) ⊂
E. O interior de E é, int(E) = {x ∈ E ∶ x é ponto interior a E}. O

interior de E é a reunião de todos os conjuntos abertos U tais que

U ⊂ E. Isto é, int(E) é o maior aberto contido em E. Ainda, E é

aberto se e somente se int(E) = E.

○ Um ponto x ∈ X é um ponto de aderência de E (ou, aderente a

E) se temos B(x; r) ∩ E ≠ ∅, qualquer que seja r > 0. O fecho do

conjunto E é E = {x ∈ X ∶ x é ponto de aderência de E}. O fecho de

E é a intersecção de todos os conjuntos fechados F tais que E ⊂ F .

Isto é, E é o menor fechado contendo E. Ainda mais, E é fechado se

e somente se E = E.

Atenção. Evite confundir ponto de aderência (de um conjunto) com

valor de aderência (de uma sequência).
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○ Um ponto x ∈X é ponto de fronteira de E se para todo r > 0 temos

B(x; r) ∩E ≠ ∅ e B(x; r) ∩Ec ≠ ∅.

A fronteira de E é ∂E = {x ∈X ∶ x é ponto de fronteira de E}.
○ Um ponto x ∈X é chamado um ponto de acumulação de E se temos

B(x; r) ∩ (E ∖ {x}) ≠ ∅, para todo r > 0.

O derivado deE é o conjunto E′ = {x ∈X ∶ x é ponto de acumulação de E}.
○ Um ponto x, em E, é um ponto isolado de E se existe algum r > 0
tal que

B(x; r) ∩E = {x}.
O conjunto E é discreto se todo ponto de E é isolado.

○ O conjunto E é denso em X se E =X.

○ O conjunto E é raro se int(E) = ∅.
○ O diâmetro de E é diam(E) = sup{d(x, y) ∶ x, y ∈ E}.
○ O conjunto E é limitado se diam(E) <∞.

○ Uma cobertura de E é uma famı́lia {Vj ∶ j ∈ J} de subconjuntos de

X satisfazendo E ⊂ ⋃j∈J Vj .

○ O conjunto E é totalmente limitado se, para cada ǫ > 0, existe uma

quantidade finita de bolas abertas de raio ǫ cobrindo E.

○ E possui a propriedade de Heine-Borel se toda cobertura de E

por conjuntos abertos (cobertura aberta) admite uma subcobertura

finita.

○ E é compacto se E tem a propriedade de Heine-Borel.

○ E é perfeito se E é fechado e se todo ponto de E é um ponto de

acumulação de E (isto é, se E ⊂ E′). Temos então que E é perfeito se

e só se E = E′.

Definição. Seja x ∈ X, com X um espaço métrico. Um conjunto V ⊂ X é

uma vizinhança de x se existir uma bola B(x; r), com r > 0, dentro de V .
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Proposição. Seja X um espaço métrico. Valem as propriedades abaixo.

● X e ∅ são abertos e fechados.

● Toda bola aberta é um conjunto aberto.

● A união de qualquer famı́lia de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

● A intersecção de uma famı́lia de conjuntos fechados é um conjunto

fechado.

● A intersecção de uma famı́lia finita de conjuntos abertos é um aberto.

● A união uma famı́lia finita de conjuntos fechados é um conjunto fe-

chado.

Proposição. Seja E ⊂X, com (X,d) métrico. São válidas as propriedades

abaixo (verifique).

● ∂E = E ∖ int(E).
● E = int(E) ∪ ∂E = E ∪E′.
● E é fechado se e somente se E ⊃ ∂E.

● E é fechado se e somente se E ⊃ E′.

Definição. Seja (xn)N uma sequência contida em X. Dizemos que

○ (xn) converge a x ∈ X se lim
n→+∞

d(xn, x) = 0. Utilizamos as seguintes

notações: xn → x se n→ +∞ e, limxn = x, e também xn
XÐ→ x.

○ (xn) é uma sequência de Cauchy se, para todo ǫ > 0, existe N ∈ N
tal que temos d(xn, xm) < ǫ, quaisquer que sejam n,m ≥ N .
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Proposição. Seja (X,d) um espaço métrico, (xn)N ⊂X e x ∈X.

(a) Se (xn) é de Cauchy e tem subsequência convergente a x, então xn → x.

(b) (xn) admite uma subsequência convergente a x se e somente se para

quaisquer ǫ > 0 e N em N, existe n > N tal que d(xn, x) < ǫ.
(c) (xn) converge a x se e somente se toda subsequência (xnj

) = (yj)
admite subsequência (yjk) convergente a x.

(d) Se σ ∶ N → N é bijetora e limxn = x, então (yj)N, com yj = xσ(j),

converge a x. Alerta: (xσ(j)) pode não ser subsequência de (xn).
Definição. Seja (X,d) um espaço métrico. Dizemos que

○ X é separável se X contém um subconjunto denso e enumerável.

○ X possui um base enumerável de abertos se existe uma coleção

enumerável de abertos de X tal que todo aberto de X é uma reunião

de elementos da citada coleção.

○ X é completo se toda sequência em X e de Cauchy, converge em X.

Proposição. Seja X um espaço métrico e E ⊂X. Temos (verifique),

● X é separável se e só se X possui uma base enumerável de abertos.

● Dado x em X, temos que x ∈ E se e só existe (xn)N ⊂ E tal que xn → x.

● Suponha X completo. Então, E é completo se e só se E é fechado.

Definição. Sejam (X,d) e (Y, ρ) espaços métricos e f ∶X → Y uma função.

○ Dizemos que f é cont́ınua em p ∈ X se para todo ǫ > 0, existe δ > 0
tal que temos ρ(f(x), f(p)) < ǫ, para todo x ∈ X tal que d(x, p) < δ.
Dizemos que f é cont́ınua se f é cont́ınua em cada ponto de X.

○ Dizemos que f é uniformemente cont́ınua se para todo ǫ > 0, existe
δ > 0 tal que temos ρ(f(x), f(x′)) < ǫ, para todos x, x′ ∈ X tais que

d(x, x′) < δ.
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○ Seja p um ponto não isolado de X (isto é, p é um ponto de acumulação

de X) e L ∈ Y . Escrevemos lim
x→p

f(x) = L se, para todo ǫ > 0 existe

algum δ > 0 tal que temos ρ(f(x), L) < ǫ, para todo x satisfazendo

0 < d(x, p) < δ.
○ Dizemos que f é localmente uniformemente cont́ınua se para cada

x ∈ X existir alguma vizinhança de x na qual f é uniformemente

cont́ınua.

○ Dizemos que f é de Lipschitz ou lipschtziana se existe uma cons-

tante M > 0 tal que ρ(f(x); f(x′)) ≤ Md(x;x′), quaisquer que sejam

x, x′ ∈X.

○ Dizemos que f é localmente lipschitziana se para cada x ∈X existe

alguma vizinhança V de x na qual f é lipschitziana.

○ Dizemos que f é bicont́ınua ou um homeomorfismo se f é cont́ınua,

bijetora, e sua inversa f−1 ∶ Y →X é também cont́ınua.

Proposição. Seja f ∶ (X,d) → (Y, ρ) uma função. São verdadeiras as

afirmações abaixo (verifique).

● f é cont́ınua em um ponto p ∈ X se e somente se, para todo ǫ > 0,

existe δ > 0 tal que f(B(p; δ)) ⊂ B(f(p); ǫ).
● f é cont́ınua se e só se f−1(U) é aberto em X, para todo U aberto em

Y .

● f é cont́ınua em p se e somente se lim
x→p

f(x) = f(p).
● f é cont́ınua em p se e somente se, para toda sequência (xn) ⊂ X tal

que limxn = x, temos lim f(xn) = f(p).
Teorema. Seja f ∶ (X,d) → (Y, ρ) uma função cont́ınua e K um subcon-

junto compacto de X. Então, f(K) é compacto em Y .

Prova.

Consideremos uma cobertura aberta: f(K) ⊂ ⋃J Uj. Então, K ⊂
⋃J f

−1(Uj) é uma cobertura aberta. Como K é compacto, obtemos

uma subcobertura finita K ⊂ f−1(Uj1) ∪⋯∪ f−1(UjN ). Logo,
f(K) ⊂ Uj1 ∪⋯∪UjN ♣
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Definição. Sejam E ⊂X e F ⊂X, com (X,d) um espaço métrico.

○ A distância entre E e F é

d(E;F ) = sup{d(x, y) ∶ x ∈ E e y ∈ F}.
○ A bola aberta centrada em E e de raio r é

B(E; r) = {x ∈X ∶ d(x;E) < r}.
Definição. Dado um conjunto X, a diagonal de X ×X é

∆ = {(x, x) ∶ x ∈X}.
Definição. Duas métricas d1 e d2, sobre X, são métricas equivalentes

se existem constantes m e M tais que

md1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤Md1(x, y), para todo x, y ∈X.

Métricas equivalentes induzem os mesmos abertos emX e as mesmas funções

cont́ınuas.

Proposição. Sejam (X,d) e (Y, ρ) espaços métricos. As três expressões

abaixo definem métricas equivalentes sobre o produto cartesiano X × Y .

Dsoma((x1, y1); (x2, y2)) = d(x1, x2) + ρ(y1, y2),
Dmáximo((x1, y1); (x2, y2)) =max{d(x1, x2), ρ(y1, y2)},
D((x1, y1); (x2, y2)) =

√
d(x1, x2)2 + ρ(y1, y2)2.
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