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Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Definicoes e notagoes. O simbolo p indica a usual fungao curva do sino.
Sejam p:R" — [0, +00) a fungao curva do sino, o semiplano superior aberto

R? = {z = (71,20) e R?: 25> 0}
e o hiperplano H = {x = (x1,22) e R?: 29 = 0}.
Y

1. Seja e3 = (0,1) o segundo vetor da base canoénica ordenada do espago vetorial
(plano cartesiano) R? = {x = (21, 22),com x; e 5 reais}. Ao invés da tradicional
funcao p., indiquemos p por g = p(x) e definamos a variante

1 (x-2eey 1 (x1 x9-2¢
o.(z) = <0 =0l —, :
€ € € € €

Abusando da notagao, seja g, = o, * g, com g € LP(R?) e p > 1. Prove o que segue.

(a) f oc(x)dx =1, para todo € > 0.
(b) |gell ey < 9]l o (r2)-

LP(R?)
(c) ge

[Dica. Vide a prova de propriedades da aproximagao da identidade (se¢ao 2.3).]

2. Seja f e C1 (]RTE), com f=0em H=0R2. Mantenhamos as notagoes em [4.].
Verifique as afirmagcodes abaixo, definindo f = 0 no semiplano inferior e f, = g * f.

fee O=(R?)
(a) e
supp(/fe) c {z: z2 > €}.

(b) Mostre que f. € W, (R2).
(c) Conclua que f e W, *(R?).

Dica. Considere a faixa horizontal {z = (x1,22) : 0 < x5 < €}. Analise

f@) = e+ N@) = [ eda=y)fy)dy

=€l2 f p(w)f(y)dy-

D(z—2¢ez ;€)



. Sejam K um compacto em R” e 1) € C(R") com 1 = 0 numa vizinhanga de K.
Verifique as propriedades abaixo.

(a) Seue WHR"\ K) entao yu e WI(R").
(b) Se ue WL2(R™ \ K) entao yu € WH2(R").
(¢) Se ue Wkr(R" N\ K) entao u € Wkr(R™).

. Seja u € Wy*(Q). Verifique
ut e Wy (Q).

. (Rellich-Kondrachov) Seja €2 um aberto limitado em R2. Mostre que incluséo

Wy ?(Q) = L*(Q) é compacta.

. Corolario ao Lema de Lax-Milgram. Seja H um espaco de Hilbert. Consi-
deremos uma fungao bilinear B : H x H - R como no lema de Lax-Milgram (isto
é, B é continua e coerciva). Mostre que a aplicagao
B:H — H*
y — B(y)
é linear, continua, sobrejetora e injetora. Ainda, B é bi-continua.

[Se preferir, escreva B(y) = By, onde By(z) = B(z,y).]



