MAT5812 - EDP ELIPTICA- primeiro semestre de 2017
Lista 4 de Exercicios
Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Definicoes e notagoes. O simbolo p indica a usual fungao curva do sino.

As definicoes de Wk2(Q) e WFP(Q), dadas para abertos limitados, se estendem
naturalmente a abertos nao limitados. Cheque.

Os espacos de Hilbert W#2(Q) e WH?(Q) sdo também indicados H*(Q) e HE(Q),
respectivamente. A letra H homenageia Hilbert.

Também escrevemos D(Q2) para C°(2) (também um espaco de fungoes testes).

Analogamente a definicao de L{ (), definimos
WE(Q)={u:Q->R: ueW*O) para todo O cc Q}.

WEP(Q) = {u:Q - R: ueW*P(0O) para todo O cc Q}.

loc

L < k
Dadas uma sequéncia (u;) e uma funcéo u, ambas em W,"”(£2), escrevemos

Wk,p(Q) Wk,p(o)

loc

uj; ——> u se uj; ——— u, para todo O cc ().

Dado k> 1 e dado p € [1,00), é trivial (cheque) ver que L? (Q) c L}

loc loc

(2) e entao

Wkp(Q) c WEP(Q) ¢ Wk(Q), no sentido de conjuntos.

loc

1. Densidade. Aproximacao local por fungoes suaves (i.e., de classe C*).
Seja p € [1,00). Consideremos u € Wi-?(Q). Sejam

Qe={reQ:d(x,00)>€¢} e uc=p:*u.

Mostre que

Wl (9)
Ue € COO(QG) e U —> U.

2. Sejam 2 um aberto (limitado ou nao) e p € [1,00). Mostre as afirmagoes abaixo.

(a) Dada u € W?(Q), com o suporte de u compacto, entao u € W, 7 ().
(b) Dada u € W*»(Q), com o suporte de u compacto, entio u € W, P(€).
(c) Mostre que Wk1r(Q) = WHP(Q) continuamente.

(d) Mostre que 9; : WkLr(Q) - Wkr(Q) é continua, para cada j =1,...,n.

Sugestao. Vide Lista 3 - Exercicio 8.



3. Sejam  um aberto (limitado ou ndo) e um expoente p € [1,00). Consideremos
o produto fu, onde u e WkP(Q) e f e C*(Q2). Mostre as afirmagoes abaixo.

(a)
(b)
(c)

fueWkEP(Q) se 92 f é limitada para todo 0 < |a| < k.
fue Wé“’p(Q) se supp(f) é compacto em €.
fueWhr(Q) se Q ¢ limitado e f e C*(Q).

4. Sejam f e L'(R") e u e WIP(R"). Para todo j =1,...,n segue

frueWYP(R™) e 0;(f*u)=f*0u.

Dicas.

(a)
(b)

(c)

Use a desigualdade de Young para o produto de convolucao - secao 2.2 -
para checar que as convolucoes f * u e f * Oju estao no espago apropriado.

Suponha f e C>(R"). Use o Exercicio 1 - desta lista - e argumente que
9i(f *u) = f*Jju.

Use o teorema de aproximacao - secao 2.5 - regularizagao e aproximacao em
LY () - para obter uma sequéncia (f,) c C=(R™) tal que

loc
LY (R™)

Use a desigualdade de Young para o produto de convolugao e mostre

LP(R™

Fur (050) =50 £ v 0

e entao dé a argumentacao final.

Aproveite que estd facil e mostre

Wl,pRn
fn*u#>f*u.

Para uma outra demonstracao deste exercicio, vide Cavalcanti, M. M. e
Cavalcanti, V. N. D., Introducao a teoria das distribuicoes e aos espacos de
Sobolev, Ed. Univ. Est. de Maringa, 2009, pp. 94-97.



5. Mostre que D(R") = C>(R") é denso em W*P(R"), onde p € [1, 00).

Dicas.

(a) Dada ¢ € C=*(B(0,2),[0,1]) tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga de D(0,1),
considere

¢j($)=¢(§), para j=1,2,....

Dada u € Wk»(R"), mostre que ¢ju - u em Wk»(R").
(b) Suponha supp(u) compacto. Mostre

ux*pe e (0%) * pe pertencem a C°(R")

0%(u * pe) = (0%u) * pe

Wk,p(Rn)
U* Pe —> U.

6. Localizagao. Sejam 2 e O abertos (arbitrarios e nao necessariamente disjuntos)
e uma funcao u: Qu O - R. Mostre que

ueWH(QuO) <= ueWH{Q)nW(O).
Dicas.

(1) Cheque a trivialidade da “ida” (esta é a parte “somente se”).

(2) Para a “volta” (esta é a parte “se” da demonstracao), note que temos duas
interpretacoes para 0;u na intersecgdo 2n 0. Uma devido a u € W(Q) e
outra devido a u € W1(0O). Mostre que tais perspectivas coincidem e que

estd bem definida a funcao d;u: Qu O - R.

Mostre que d;u € L. (Q2uO). Vide Lista 2 - Exercicio 9.

3) Fixe uma fungao-teste ¢ € C}(2) e o compacto K =supp(y). Vide Lista 2
- Exercicio 4 e considere

x1€C2(Q,[0,1]) e x2eC2(0,[0,1]),

com X1+ X2 =1 numa vizinhanca de K.

7. Mostre resultado andlogo ao Exercicio 6 acima, para W11(Q) e W11(0O).



Notagoes. Sejam p: R" — [0,+00) a fungao curva do sino, o semiplano superior
aberto
R? = {z = (21,20) e R? : 25> 0}

e o hiperplano H = {x = (z1,22) € R? : 25 = 0}.
¥

X

6. Seja ey = (0,1) o segundo vetor da base canonica ordenada do espago vetorial
(plano cartesiano) R? = {z = (21, 22),com x; e 3 reais}. Ao invés da tradicional
funcao p., indiquemos p por g = p(x) e definamos a variante

1 [(x-2¢cey 1 T1 X9 —2€
o.(z) = <0 =—o|—, :
€ € € € €

Abusando da notagao, seja g. = o, * g, com g € LP(R?) e p > 1. Prove o que segue.

(a) f o.(z)dzx =1, para todo € > 0.
(b) |gell o2y < 9]l 2o (m2)-

LP(R?)
(c) ge——9

[Dica. Vide a prova de propriedades da aproximacao da identidade (se¢ao 2.3).]

7. Seja feCt (]RT%), com f=0em H =0R2. Mantenhamos as notagoes em [4.].
Verifique as afirmagoes abaixo, definindo f = 0 no semiplano inferior e f. = o, * f.

fo e C=(R2)
(a) e

supp(fe) c {z: o > €}.

(b) Mostre que f. € W, *(R2).
(c) Conclua que f e W, *(R?).

Dica. Considere a faixa horizontal {z = (1, 22) : 0 < 23 < €}. Analise

f@) = e+ N@) = [ eda=y)fy)dy

= 612 f p(—$_y;2662)f(y)dy-

D(z—2¢ez ;€)



