MAT5812 - EDP ELIPTICA- primeiro semestre de 2017
Lista 2 de Exercicios
Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Notagoes. Os problemas abaixo sao todos em R". Se U c O, ambos abertos, dizemos
que U é relativamente compacto em O se U é compacto contido O. Escrevemos U cc O.

1. Seja f e L (R™). Suponhamos f < M para alguma constante M (respectiva-
mente, m < f para alguma constante m). Entao,

pex f<M (m<pex*f).

2. Lema de Urysohn (C*). Sejam K c 2 c R? com K compacto e € aberto.
Entéo, existe f € C=(R") com

f =1 numa vizinhanga de K, 0< f<1 e supp(f) c.

3. Sejam K um compacto e Oy, ...,Oy abertos (nao vazios). Suponhamos
KcOyu---uOy.
Existem abertos relativamente compactos Uy, ..., Uy (nao vazios) satisfazendo
UjccOjparacada j e KcUu---uUy.
Dica. Dado x € K, existem r =r(x) >0 e j = j(z) tais que D(x,r) c O;. No caso

em que O; nao intersecta K entao qualquer (nao vazio) U; cc O, nos serve.

4. Uma particao da unidade ¢4,...,¢y para o compacto K e subordinada
a cobertura aberta Oq,...,0Oy. Sejam K um compacto e Oq,...,Oy abertos
limitados (todos em R"), com K c Oy uU---uOy. Mostre que existem fungoes

N
oj € C§°(Oj, [0, 1]) para j=1,...,n, ecom Z@ = 1 numa vizinhanca de K.
j=1

Esbogo (complete e cheque argumentos). Com as notagoes nos exercicios 1 e 2, seja
f[i€Ce(0;) com0< fj<le fj=1em Uj. Segue fi+--+fy>1em Uyu-—-uUy.

Entao
UyU--UUy COpnyq = {35 (fitt ) () > 0} (um aberto).

Existe uma funcéo g € 0 (O, ) satisfazendo 0<g<leg=1em U u--ulUy.

Mostre que

fN+1:]_—g€Coo, COIHOSfN+1§]_ efN+1zlse f1+"'+fN=0.
Mostre F = f1+-+ fx + fn+1 > 0 em todo ponto. Seja

Verifique (e complete a prova)

¢1++ON +Oni1 = 1(1.e.,em todo ponto) e ¢ +--+oy=1em Uyu--uUy.



Comentario. Compare esta prova (vide Folland [8, p. 134]) com a prova em
Folland [7, p. 13]. Qual tua opinido sobre esta ultima?

Tarefas. Vide as provas em Rudin [13, p. 40] e Hérmander, L., The Analysis
of Linear Partial Differential Operators I, Springer, 2nd ed., pp. 27-28. Destas
quatro, qual tua preferida? Por qualquer motivo?

. Integragao por partes. Sejam f € C*(Q) e p € C(Q2), com Q2 aberto em R™.
Prove as identidades

(@ [ @N@e@) dr == [ f@)0)()dr
Q Q

) [@nN@eE)de= (0 [ f@)07) @) dr.

. A propriedade do segmento. Dizemos que um aberto limitado (2 tem a
propriedade do segmento se existe uma cobertura aberta Vo, Vi, ..., Vy de Q)
com as seguintes propriedades.

(a) Vol
(b) V; n0Q #+ @ para cada j > 1.

(c) Para cada j > 1, existe um vetor v/ € R™ tal que
z + v’ ¢ Q para todo ponto rxeV;NQetodo0<d<I.
Mostre que
00 eC! =  tem a propriedade do segmento.

Dica. Escolha para Vi,...,Vy pequenas bolas centradas em pontos apro-
priados w’ € JN e para vetor v/, onde j = 1,...,n, um pequeno multiplo
positivo do vetor normal exterior v(w?).

. Mostre que se €2 tem a propriedade do segmento, entao vale o que segue.

(a) A fronteira 02 tem dimensao n — 1.

(b) O aberto €2 nao pode estar dos dois lados em qualquer parte da fronteira.
(c) m(0R2) = 0.

. Mostre que

7 (Q) = f:Q =R, que satisfazem a condicao
loc | para todo p e Q existe 7 >0 tal que B(p,7)cQe f¢ LP(B(p,r)). ‘

Chamamos L () de espago das fungBes localmente p-integraveis em €.

. Localizagao. Sejam () e O abertos (arbitrarios e nao necessariamente disjuntos)
e uma funcao f:QuO — R. Mostre que

FelP (QUO) <= felP (Q)nLl (O).

loc loc loc



