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Au=0 em H*

PROBLEMA DE DIRICHLET NO SEMI-PLANO
u=f em OH".
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Figura 1: O semi-plano superior e aberto H* = {(z,y) e R : y > 0}.

1. O nitcleo de Poisson. Seja

K(w)le(gv)zl !

onde x € (=00, +00).
Tl+w

2 )
Verifique as afirmacoes abaixo.

(a) PeL'(R)n L>(R), com P estritamente positiva e

[+W P(x)dx =1.

(b) P(x) =o(|z|) se |z| - +oo.
(c) P(z) = O(|z[2) se |z| > +oo.

Definamos o ntcleo de Poisson

1 1
P.(x) = —P(E) == ondee>0.
€

e] me+a?
Consideremos a convolugao (dita integral de Poisson de f, com f dada)

€

f@) = (e PY@) = [ pORG-nde=— [ p) e

e+ (x-t)2
Consideremos € = y e indiquemos

f(x,y) = fy(2).

Note que f estd definida no semi-plano superior H* = {(z,y) e R?: y > 0}.



(d) Mostre que

Py(x) = P(ZL‘,y) = %ma onde (fl],y) € H+7
satisfaz a equagao de Laplace
0? 0?
(% + a_y2) Py(fE) = A_Py(l') =0.

[Caso queira “fugir de contas”, note que a fungao

_Yy
x2 + 2

é a parte imagindria da funcao analitica (holomorfa) complexa
1 .
——, onde z =z +iy.]
z

(e) Considere f € LP(R), onde 1< p < co. Mostre que

(aa—;+aa—;)f(x7y) = [:of(t)(s—;Jfaa_;)Py(fE—t)dt-

Donde segue

0? 0?
(@ + a—yg)f(a;-,y) = ( para todo y > 0,

e portanto f = f(x,y) é harmdnica no semi-plano superior aberto H*.
(f) Suponha f e L*(R). Mostre que

—0*
flz,y) RN f(z) se f é continua no ponto z.
(g) Desta forma, se a funcdo em uma varidvel real f = f(t) é integrdvel e

continua em toda a reta, a funcao em duas varidveis reais f = f(z,y) resolve
o problema de Dirichlet no semi-plano. Isto é, temos

Af=0em H*

Fla,y) L2 f(2).



Funcgoes lombadas, bacias, degraus, rampas e platés (ou plataformas).

2. (Lombada lateral ou rampa, suave). Mostre que

1
Az) =4 ¢ 7 >0 4 de classe C* e satisfaz 0 <A < 1.
0 sex <0,
»
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Figura 2: Gréfico de x » A(z).

3. Sejam 0 < a < b. Evitando produto de convolugao, mostre que existe uma fungao
plato suave I' e C (R, [0,1]) tal que

'=lem [-a,a] eI'=0em R~ [-b,b].

Dica. Vide Capitulo 2, segao 2.1 - Introdugao.
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Figura 3: Gréfico de z » I'(x).

4. Prove o Lema de Urysohn - em C* - sem utilizar produto de convolugao.
Dica. Utilize “platos suaves” (Exercicio 3).

5. Construcao trivial de “platos suaves”. [Extraido de Tu, Loring W., An
Introduction to Manifolds, Springer, 2011.] Seja A a rampa no Exercicio 2.
(a) Mostre que estd bem definida a func¢ao suave A : R — [0,1] dada por

A(t)

A= oA

Cheque (e esboge) tal “degrau”, com A =0 em (-c0,0] e A=1em [1,+00).
(b) Mova o “degrau” uma unidade & direita, com v(t) = A(t — 1). Esboce v.
(c) Simetrize v, definindo o “vale” u(t) = v(t?). Esboce pu.
(d) Tranforme o “vale” no “platd” p:R — [0, 1] definindo p =1 — pu. Esboce p.



6. Localizagao (evitando convolugao). Seja f € Ll(B(O, 1)) tal que

f fedr =0, para toda ¢ € Cg"(B(o, 1))

Mostre f =0 q.t.p. seguindo o roteiro abaixo.

(a) Fixe B(a,r) c B(0,1) . Mostre que existe ¢, € C’g"(B(a,r)) tal que
0<pn<1l e @,(x) ~ 1 para todo x € B(a,r).

Dica. Exercicio 5.
(b) Mostre
/( )fdx =0, para toda B(a,r)c B(0,1).
B(a,r

Dica. Use (a) mais o TCD [note ¢, / XB(ar) com |fen| <|f| para todo n].
(c¢) Fixe O um aberto em B(0,1). Mostre que

fofda::O.

Dica. Mostre O = B(ay,r1) U B(as, ) U B(as,r3) U+ e note
B(ai,m1) U B(an,m) =0, 7O e X, ()7 1paratodo ze€O.

Entéao, use (b) mais o TCD.

(d) Seja G c B(0,1) tal que G =NO,, com cada Oy, 0, ... um aberto na bola
B(0,1). [Isto é, G é uma intersecgao enumerdvel de abertos - em B(0,1) -
e dizemos que G é um conjunto de tipo Gs.] Mostre que

[Gfdx:O.

Dica. Verifique x, — x¢ e também |fxo,|<|f].
(e) Seja E mensuravel em B(0,1). Mostre que

fEfdx:O.

Dicas. Utilize a caracterizacao de conjuntos mensuraveis: dado F
mensuravel existe G = O; n Oy n -+, com cada O, aberto, satisfazendo

E =G~ N com N um conjunto nulo (i.e., |[N|=0) contido em G.

Mostre xg = xa — XN-
(f) Sejam E* ={xe B(0,1): f(z) 20} e E-={z e B(0,1): f(x) <0}. Mostre

[f*dx=0 e ff‘dmzo.

Conclua que f =0 q.t.p.



