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DUVIDAS

14. Segao 1.3 (Lista 1). Sejam g uma medida semi-finita e £ mensurével tal

que pu(E) = co. Entao, para todo C > 0, existe F' c E' mensurdvel tal que
C < u(F) < oo.
Prova.

Seja
A =sup{u(F'): F é mensuravel e F'c E}.

Basta mostrarmos A = co. Suponhamos por contradi¢ao A < co.

Seja (F,) uma sequéncia de mensuraveis, com cada F,, c E, tal que
n(Fn) ~ A

Entao,
F=|JFnc E é mensurdvel e u(F) =\

Se u(E ~ F') = oo entao, como p é semi-finita, existe um mensuravel
G c EN F tal que 0 < u(G) < 0. Logo,

FJGcEe pu(FJG)> !

Isto, mostramos que
u(E N F) < oo.

Donde segue
W(E) = (FLIEN F)) = p(F) + p(E~ F) = X+ p(E~ F) < 00

Concluimos entao que



16* Segao 1.3 (Lista 1). Seja (X, M, ) um espago de medida. Um conjunto
FE c X diz-se localmente mensuravel se £ n A € M para todo A € M tal
que p(A) < oo. Seja M, 0 colegao de todos os subconjuntos localmente
mensuraveis de X. Entao, M c Mj,.. Se ocorre Mj,. = M, dizemos que u
¢ saturada.

(a) Se u for o-finita, entdao u é saturada.
(b) Mjee é uma o-élgebra.
(c) Seja v: Mjpe — [0, 00] por
W(E) = { u(E), se EeM,
00, se Fe Mje N\ M.
Entao v é uma medida saturada sobre M., dita saturacao de pu.
(d) Se p for completa, v também o é.

(e) Suponha que u seja semi-finita. Dado E € M., defina
vo(E) =sup{u(A): Ae M e Ac E}.

Entao, vy é uma medida saturada em M, que estende p .

(f) Sejam X;, X, conjuntos disjuntos nao enumeraveis e X = X; u Xo.
Sejam M a o-dlgebra dos subconjuntos enumeraveis ou co-enumeraveis

de X e pp a medida de contagem sobre P(X7). Defina p sobre M por

n(E) = po(E'n Xy).

Entao, ¢ é uma medida sobre M e My, = P(X). Ainda mais, com a

notacao dos itens anteriores temos v # 1.
Prova.
(a) Por hipétese, temos

X =|JX,, com cada X,, e M e u(X,) < oo.

n=1
Seja E' € Mj,.. Por definicao de M, segue F n X,, € M para todo n.

Logo, por definicao de o-dlgebra concluimos que

E=|J(EnX,)eM.



(b) Sejam E =UE,, com (E,) c My, e Ae M com u(A) < oo. Entéao
EnA=J(E,nA) ¢ M,

pois E, n A e M para todo n [ja que E, € M| e M é g-dlgebra.

A seguir, consideremos E € M. ¢ A€ M com u(A) < co. Temos
E‘nA=A~N(EnA) eM,

pois os conjuntos A e E'n A pertencem a sigma-algebra M.

(¢) o A fungdo v é uma medida sobre M.
E 6bvio que v(2) = u(2) = 0.

A seguir, consideremos uma reuniao disjunta
E =) E, tal que (E,)n € M.

Caso 1. Supondo F,, € M para todo n. Trivial.
Caso 2. Existe k tal que E ¢ M e E ¢ M. Temos

v(E)=0 e Y v(E,)=o0.
Caso 3. Existe k tal que Ej ¢ M e E e M. Mostremos que temos
p(E) = oo.

De fato, caso contrario temos u(FE) < oo e entdo, pela defini¢ao de
localmente mensuravel segue Ej, = B, n E € M7,

Consequentemente segue

V(E)=(E)=0 e Y v(E,)=o0.

o A medida v: M), — [0, 0] € saturada.

Seja F'c X tal que
F n B e M. para todo B € M), tal que v(B) < oo.

Verifiquemos que F' € Mj,.. Consideremos A € M com p(A) < .

Pela definicao de v temos
v(A) = u(A) < oo.
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Também temos A € M c M,,.. Devido a hipotese sobre F' segue
FnA e M.
Portanto, pela definigdo de M, € como u(A) < oo, encontramos
FnA=(FnA)nA ¢ M.

Isto mostra que F' € My,.. Logo, v é saturada.

(d) Suponhamos que p é completa. Mostremos que v é completa.

Seja F' e M, tal que v(F') = 0. Pela identidade
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segue que F'e M e v(F) =u(F) =0.
Seja G c X tal que G c F. Entao, como u é completa segue que G € M
e u(G) = 0. Logo,

GeM. e v(G)=p(G)=0.

(e) <o A fungdo 1 estende a fungdo p.

Fixado F € M, ¢é claro que temos
u(A) < pu(F) para todo A e M tal que Ac E.

Donde segue 1o(E) < u(E).
Por outro lado, temos E c E e portanto vo(E) > u(E). Segue

entao

v(FE) = u(FE), para todo E € M.

o A funcdo vy é uma medida sobre M.
E 6bvio que v(2) = 0.

A seguir, consideremos uma reuniao disjunta
E =) E, tal que (E,)n ¢ M.

Para cada n, consideremos um arbitrario A, € M tal que A, c E,,.



Entao,

UAnE,/\/l, UAnCE € VO(E)zﬂ(UAn):,U(A1)+/L(A2)+---,

quasquer que sejam A; c Fy, Ay c Ey, ... satisfazendo a condicao
A, € M para todo n. Portanto temos (cheque, consulte a prova

da associatividade para somas nao ordenadas)
VQ(E) > V()(El) + Uo(EQ) + e

Isto é,
(W En) 2 Y vo(En).

A desigualdade contrdria. Separemos em dois casos

(1.) Suponhamos
yo( U En) < 0.

Consideremos A c |J E,, tal que A € M. Entao temos

u(A) < VO(UEn) < 00.
Logo, pela definicao de M, segue

E,nA e M, E,.nAcE, e A=[J(E,nA).
Obtemos entao
p(A) =Y (B, A) <Y w(Ey).

Donde variando A dentro de | E,, encontramos

Vo( LJ En) < Z v(E,).

(2.) Suponhamos vy(lJE,) = co. Fixado um N arbitrariamente

grande, por definicao de sup existe Ay € M tal que
AvcE=JE, e N <pu(Ay).
Como p é semi-finita podemos supor [vide exercicio 14]

N < /L(AN) < 00.



Temos Ay = J(Any n E,) com cada Ay n E,, em M. Logo,

N <pu(An) =Y W(An N Ey) <> vo(E).

Pela arbitrariedade de N segue

Z vo(E,) = oo.

A prova de que vy é uma medida esta encerrada.
o A medida 1y : My, > [0, 00] é saturada.

Seja F'c X tal que F' é yy-localmente mensuravel. Provemos que
Fe Mloc'

Consideremos A € M com u(A) < oo. Como vq estende p segue
que A € My, e
vo(A) = p(A) < oo.

Como F' é vg-localmente mensuravel, segue que
FnAe M.
Entao, como A € M e pu(A) < oo, concluimos que
FnA=(FnA)nAeM, para todo Ae M com p(A) < .

Isto é, F € M. e portanto vy é saturada.

(f) Dado um conjunto arbitrario C', indiquemos a cardinalidade de C' por

#(C).
Observemos que dado E € M, temos

#(En X1), se En X é finito,
M(E):NO(E“X1)={ .
00, caso contrario.
o A funcdo p é uma medida.
E Sbvio que u(@) = 0.
Dada (FE,) ¢ M uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos,

temos

p(UE) = o (Ew 0 X)) = 3 0B 0 X0) = 3 (En).



o A identidade M,,. = P(X).
Seja A c X. Consideremos E € M tal que pu(FE) < oo. Isto é,

E n X, é finito.
Como X; é nao enumeravel, segue que
Xi N FE =X, nFE°énao enumeravel.

Logo, E¢ é nao enumeravel. Assim, como E € M, segue que E é

enumeravel. Logo,
AN FE é enumerdavel e AnE € M.

Portanto, A € M.

o As respectivas medidas v e 1 s3o distintas.

Neste caso temos M), = P(X). Logo, para qualquer E c X valem

w(E), se EeM,
v(E) =
00, se EeP(X)\ M

vo(E) =sup{u(A): Ae Me AcE}.
Como X3 e X7 = X \ X5 sao nao enumeraveis, entao

Xy ¢ M.

Ainda mais, se A c X5 entao AnX; =@.

Tais observacoes mostram que

v(Xg)=00 e 1g(X3)=04



E5. Lista 11. Exercicio proposto em Wheeden & Zygmund p. 144.
Sejam p € (0,00) e f e LP(R™). Entéao,

hm@/v(y - f(x)PPdy =0 q.s., onde |Q|=m(Q).

Notagao. O simbolo @) \ z indica uma familia decrescente de cubos nao
degenerados ()'s centrados em x que “encolhe” a x. Isto é, para todo € >0

existe um cubo na familia com diametro menor que e.

Prova.

Utilizemos o Teorema da Diferenciacao de Lebesgue: Dada uma
funcao f e L} (R"), entao

lim 1] fo(y)dy = f(z) gs..
Sejam a>0eb>0. Se p>1, temos (a+b)P <2P(a? +bP). Se 0<p<1,
temos (a+0b)P < aP+bP [dica, com b=Aa>0reduzaa (1+A\)P<1+N\e
entdo com ¢ =1/p>1e A =27 reduza para 1+ 27 < (1 +x)4 e verifique
o(x) = (1+x)7-27> 1, mostrando que ¢ é crescente e ¢(0) = 1].
Portanto, dado 0 < p < oo, existe ¢, > 0 tal que (a +b)? < c,(a? + bP).

Seja {r,} uma enumeragao de Q e Z; o conjunto dos z € R" tais que

hm@fﬁ(y) rilPdy # |f(z)—ryl? .

Como |f(y) - 1P € L}

es Pelo teorema da diferenciagao de Lebesgue

segue que |Z;| = 0. Seja entao

7 = UZj.

Para todos cubos @) (vide hipdteses), pontos x e racionais 75 temos

! P el —r;|P p —p.|P
@/Qv(y)—f(x)l dy < |Q|fQ|f(y) rlP dy + ’Q|fQ|f(x) rilP dy

= (G Il dy ¢ 6l -
Portanto, dado x ¢ Z temos

fQ|f(y)—f(x)|pdy < 2¢,|f(x) - ;P para todo r; € Q.

hm sup

Q)

Nos pontos de Z¢ em que f é finita, e ela 0 é q.s., o limsup acima é O#



