Lista 11 de MAT5798 - MEDIDA E INTEGRACAO - IMEUSP
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1. (1 §6.1) Verifique quando vale a igualdade na desigualdade de Minkowsky.
Atencao: a resposta é diferentese p=1e 1 < p < .

Dicas :

e No caso p = 1, mostre que a igualdade desejada vale se e somente se

flgl = gl fl-

Note que, para z € C, Rez = |z| se e somente se z = |z|.

e No caso p € (1,00), troque || f|, + ||gll, por ||f + g/, na desigualdade em
display na prova da desigualdade de Minkowski constante nas notas de aula.

e No caso p = oo, se f = Mg para alguma constante A > 0 entao vale
a igualdade na desigualdade de Minkowski. Mostre com um exemplo (é
trivial) que a igualdade || f + ¢l|occ = [|f|loc +||¢]|cc RO implica em nenhuma
relagdo andloga as relagoes provadas para os casos p=1ep € (1,00).



2. (3§6.1) Suponhamos 1 < p <r < oo e (X, ) um espago de medida.

(a) LP N L" é um espago de Banach com norma || f|| = [|f|l, + || f]l--

(b) Se p < g < r, ainclusdo L? N L" — L9 é continua.



3. (4 §6.1) Suponhamos 1 <p <r < oo e (X, pu) um espago de medida.

(a) LP + L™ é um espago de Banach com norma
171 = inf {llglly + 11l = f =g+ R}

(b) Se p < g <r, ainclusdo L? — LP + L" é continua.

Dica para (b): Dada uma funcao f € L9, escreva

= Xeasmizy T X aprwien



4. (7§6.1) Seja f € LP N L*> para algum p finito. Entao, f € L? para todo ¢ > pe

[flleo = lim || f[lg-
q—00



5. Seja f : X — C mensuravel com f # 0 (isto é, || f|lcc > 0). Definamos

so(p)z/xlf\pduz\lflli O<p<oo) e I={p: p(p)<oo}.

Verifique as propriedades abaixo.

(a) I éum intervalo: ser€leseler <p<sentaop € I.
(b) ¢ e log g sao convexas no interior de I e continuas em I.

(c) Ser < p < s, entao
[fllp < max([[f[l-, [[flls) e L"(n) O L>(u)  LP ().
(d) Se || f]l» < oo para algum r < oo entao,

Tim 7l = 1l



6. (8 § 6.1) Suponha pu(X) =1e f € LP para algum p > 0. Entéo, se 0 < g < p,

@) fllg < 1]l
(b)
log | ll, > / log | f| dyt € [~00, +00).

Sugestdo: Use a desigualdade de Jensen com ¢(t) = e'.

(c)

J1f1dp =1 ()7~ Dy
q q

. fl%dp —1
> tog 1, e tim Tt = Frog) i
q—0 q

(@)
i £, = exp ( [ 1o fla).

Notacdo: e=*° =0 e log0) = —o0.



7. Consideremos p € (0,00) e uma funcao f = f(z) € LP(R"), na variavel x. Entao,

lim |[f(z +h) = f(z)[l, = 0.

|[h|—0
Dicas.

e No caso p € (0,1) temos que || f||, ndo é norma. Mas, LP(R™) é um espago
vetorial (notas de aula, Cap. 4, p. 8) e pela desigualdade nesta mesma p.8,

(a+b)P <ad’+b°, paraa>0,0>0,e0<p<l,

segue que LP(R™) é métrico com métrica (a desigualdade triangular é facil)
atr.9)=f =gl = [ 1 = gPam.

e Adapte (é facil) a prova da Proposicao 4.1(a), ou do Teorema 4.4 (notas de
aulas, pp. 11-12) e mostre que espaco vetorial gerado pelas caracteristicas
de conjuntos de medida finita (ou de cubos diddicos) é denso em LP(R™).

e Mostre que a afirmacao é valida para as funcoes caracteristicas ja citadas e
estenda o resultado a LP(R™), por densidade e continuidade.



8. Seja p € (0,00) e f € LP(R™). Entao,

) 1
lim

— — f(2)|Pdy = 0 para quase todo z.
i 11 L 176) — F@pay =0 paraq

Notagao: O simbolo ) N\, x indica uma familia decrescente de cubos nao dege-
nerados 's centrados em x que “encolhe” a x [Q N\, z|. Isto é, para todo € > 0
existe um cubo na familia com diametro menor que e.



9. (34 §3.5) Sejam F,G € NBVe —oc0<a<b<oo.

(a) Adaptando a prova da Férmula de Integracao por Partes, mostre que

F(z)+ F(z—) G(z) + G(z—) B
/[a’b] 5 dG(x) + L,b] 5 dF (z) =

— F(O)G(b) — F(a—)G(a—).

(b) Suponha que para todo z € [a,b], ou F ou G é continua em z. Entao

/ FdG+ [ GdF = F)G(b) — Fa—)G(a—).
[a,b] [a,b]



10. (35§ 3.5) Se F' e G sao absolutamente continuas em [a, b] entao F'G idem. Ainda,

/ "(FG 4 GF)(2)de = FO)G(b) — Fa)Gla).



11. Seja E C R" e mensuravel e p € [1,00]. Se f ¢ LP(E), entdo existe g € L¥'(E),
onde Il) + 1 =1, tal que

P

fg & L'(E).

Dica: Construa g = > argx para ai € gy apropriados e fE fardm — +oo.



12. L*°(F) nao é separavel para todo £ C R" tal que m(E) > 0.
Sugestdo: A funcao

f(r)=m[E N D(0;r)], com D(0;r) = {z : |z| <r}, é continua.



13. Sejam (X, 1) um espaco de medida e p € [1,00). Suponha que f, — f em LP e
que g, — g q.s., com ||gn|lec < M < 00, para todo n. Mostre que

fngn — fg em LP.



