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1. A prova tem duracao de 3 horas e pode ser feita a lapis.

2. Escolha e resolva 5 (cinco) questoes. Justifique as suas afirmagoes.

Boa prova.

1. Enuncie e prove o Teorema da decomposicao de Hahn.

Solucgao. Vide notas de aulas.






2. Sejam F € NBV e G(z) = |ur|((—00,z]). Prove que

el = pre,
verificando os seguintes passos.

(a) Utilizando a definigao de T, mostre que Tp < G.

(b) |ur(E)| < pr.(E) se E é um intervalo e também se E é um boreliano.
(¢) |ur| < pr,, e assim G < Tp.

(d) Conclua.

Solucao.
Questao bem posta e preparacgao.

Por definigao, temos F': R — C. A variagao total de F' é definida por
TF(!L‘)ZSup{Z|F(xj)—F(xj_1)| :nmneNe —oco<zy<--- <xn:x},
j=1

para cada real z. Por definicao de NBV temos que F' € BV. Isto é, a funcao
complexa F' é de variagdo limitada e (por defini¢ao) Tr(+00) existe e é finito.
Por propriedades de BV segue que F'(—o00) e F'(400) existem e s@o finitos.

Por definicao de NBV segue que F é continua a direita e F'(—o0) = 0.

Como F € NBV, pelas propriedades das variacoes de F' (positiva, negativa e
total) segue que a fungao real crescente e positiva Tp : R — [0, 00) satisfaz

Tr € NBV.

Pela correspondéncia entre N BV e medidas de Borel complexas sobre R, existe
uma unica medida de Borel complexa up sobre os borelianos de R tal que

F(z) = pr((—o0,z]), para todo z € R.

Analogamente, existe uma tnica medida (positiva) de Borel ur, sobre R tal que

Tr(z) = pre((—o0,z]), para todo z € R.

(a) Consideremos —oo < zp < 1 < --- < x, = © < 00. Pela desigualdade
triangular para medidas complexas temos

S 1F ) = Flag)l = Y e (@) | < D el (@01,2)
= el (w0, 1) < |l ((=00,2]) = Gla).

Donde segue
Tr(z) < G(x).



(b) Primeira solucgao.
Seja (a,b) C R. Dado (ay,b,| C (a,b), porém com a, e b, reais, segue

e (@] )| = 1F (b) = Flan)] < V()

= TF(bn) - TF(an) = UTp ((an, bn]) < prp ((av b))

Impondo a, \,a e b, /b segue (a,,b,| / (a,b). Propriedades de medidas
com sinal (e entao para medidas complexas) [vide Proposigao 3.1] garantem

v ((a.0)) | = tim |ne ((an: ) | < i ((a.0).

Seja O um aberto. Podemos supor O = UI, uma reuniao enumeravel de
intervalos abertos disjuntos. Entao temos

e (0)] = ‘Z (L) < lue(I)| 3w (1) = p (0):

Seja G = NO,, um G5, com O, abertos. Podemos supor O,, \, G. Entao,
como pr ¢ medida complexa e portanto finita, temos

lur(G)] = [lim pp(0,)] < lim g, (0,) = pr (O).

Seja B um boreliano arbitrario. Propriedades de regularidade para medi-
das positivas de Lebesgue-Stieltjes (vide Teorema 1.7), aplicadas as partes
positivas e negativas das partes real e imaginaria das medidas de Borel e
finitas pp e pr,, garantem um conjunto G de tipo G5 tal que

BCG e pp(G\B)=0=p5, (G\ B).

Logo,
\pr(B)| = |ur(G)| < pre(G) = pr.(B), para todo boreliano B.

Segunda solucao.
Seja a colegao
C={E¢eBr:|up(E) < pr.(E)}.

Pelo que ja foi feito até aqui temos (para a familia elementar de s-intervalos)
E={0,(a,b],(a,00): —o0 <a < b< oo} CC.

A colecao C é uma classe monétona pois é fechada para unioes crescentes
[E, / E] e intersecgoes decrescentes [F, N\, F]. Note que pug e pr, sdo
finitas.

A colegao C é fechada para unides disjuntas.
A colegao A das unioes finitas e disjuntas de s-intervalos é uma algebra.
Ainda mais, A C C. Seja C(.A) a classe monétona gerada por A. Segue

C(A) CC.

Pelo Lema da classe mondétona segue C(A) = o(A).
E sabido que o(A) = Bg. Logo,

Br C C C Bg.



(c) Pelo Exercicio 21 § 3.3 - Folland p. 24, vale a férmula

|pp|(E) = sup {Z lpr(E))| : E = U E; com Ej disjuntos} :

n=1

Com a notacao em tal férmula e por (b) temos

S lurE) <> pr(By) = pr (U Ej> = pir (E).
Donde segue

lur| < pr.

Adendo (importante). Segue do Exercicio 21 § 3.3 - Folland p. 24,
que dada uma medida complexa v, entao |v| é a menor medida positiva A
satisfazendo

lV(E)| < A(E), para todo mensuravel E.

Por favor, cheque.

Por (c) segue
i ((—oo,a:]) = G(z) = Tp(z) para todo = € R.

Ja vimos que Tr € NBV. Entao, pela unicidade enunciada no teorema de
correspondeéncia entre fungoes em N BV e medidas de Borel segue

\1p| = pir, o

Vide a seguir a solugao do exercicio utilizado.



* Exercicio 21 § 3.3 - Folland p. 24.

Caracterizagao da variagao total |v| de uma medida complexa v.
Seja v uma medida complexa sobre (X, M). Todos os conjuntos a seguir
pertencem a M. Defina:

E) =sup {Z lv(Ej)|: neNeFE = U E;, com Ejg disjuntos}
j=1

=1

p2(E) = sup {Z v(E;)|: E= U Ej} com Ej, disjuntos
j=1 j=1

() = su {/meﬂ<§

Mostre que
(b) |v| é a menor medida positiva A tal que

() = po = p3 = V|

lv(E)| < A(E) para todo E € M.

Solucgao.

(a) o E trivial ver que |ui(E) < po(E)| para todo E.

o Provemos p3 = |v|. Dados E e f, com |f] < 1, pela desigualdade
triangular integral em medidas complexas temos

téﬂvﬁéﬁ%ﬂééﬂw=M@)

Donde segue us(F) < |v|(E).
Para a desigualdade reversa, consideremos a func¢ao

dv

f:M7

logo, dv = fd|v|.

Pelas Propriedades da Medida Variacao Total segue ff = |f|> = 1.

Ainda,
/Mv—/VMM 1V|(E).

Donde segue ps(E) > |v|(F). Concluimos entao que

ps = |v.

o Provemos p2(E) < ps(E). Escrevamos E = UE;, uma unido enu-
meravel de Ej ¢ disjuntos. Entao, pela defini¢ao de p3 e como ps €
uma medida, temos

> (B = ‘/ 1dv

Donde Segue‘ p2(E) < ps(E) ‘

< Zﬂs = p3 (VE;) = ps(E).




o Provemos ps(E) < uy(E). Seja f : E — C mensuravel com | f| < 1.
Entao, f é integravel e existe uma sequéncia de fungoes simples (i)
definidas em FE tal que

lonl | f] pontualmente.

Pelo Teorema da convergéncia dominada segue

/cpndl/—>/fdy.
E E

Fixada ¢,, consideremos sua representacao padrao
On = C1XE T+ aXe, |E=UE;, Ejdisjuntos e |cys] < 1].

Segue

]/sondu ch | < S lalvE) < S W(E < u(B).

Impondo n — oo encontramos

[E fdv

Variando f, onde |f| < 1, e computando o sup segue

< m(E).

ps(E) < m(E).

A prova de (a) estd completa.
Por propriedades da variacao total de uma medida complexa temos

()| < [v|(E).

Logo, |v| é uma medida positiva que satisfaz a desigualdade exigida.
Seja A uma medida positiva tal que [v(E)| < A(E). Seja E = UE; uma
uniao enumeravel de mensuraveis disjuntos. Entao, temos

D (BN <D AE) = MUE)) = A(E).

Donde segue
| <A

Portanto, |v| é a menor medida que satisfaz a desigualdade exigida &






3. Uma fungao F' : (a,b) - R, onde —o0 < a < b < oo, é convexa se
FAs+ (1= Mt) < AF(s)+ (1 = N F(t),
quaisquer que sejam s,t € (a,b) e A € (0,1). Verifique as afirmagoes abaixo e
esboce a figura pedida.
(a) F é convexa se e somente se para quaisquer nimeros s,t, st € (a,b) tais
que s < & <t'es<t<t, valem as desigualdades
Ft) - F(s) _ F() = F(5)
t—s - t— s
Interpretagdo: a inclinagdo da “corda” sobre o segmento [s,t] é inferior a in-
clinagdo da “corda” sobre o segmento [s,t'].

[esboce uma figura].

(b) Se F' é convexa e tg € (a,b), entao existe n € R tal que
F(t) — F(ty) > n(t — to), para todo t € (a,b).
)

(¢) Sejam (X, M, u) um espaco de medida tal que u(X) = 1, uma fungao
g:X — (a,b) em L'(p) e uma funcao convexa F : (a,b) — R. Entao,

F(/gdu> < [Fogdn

(*) Se F é convexa, entao F' é de Lipschitz em intervalos compactos.

(**) Caracterizagao da convexidade. A funcao F : (a,b) — R é convexa se,
e somente se, F' é absolutamente continua em subintervalos compactos e a
derivada F', no conjunto em que esta é finita, é crescente.

Solucgao.

(a) (=) Consideremos A € (0,1] tal que t = (1 — A)s + At’. Consideremos
v € 0,1) tal que s’ = (1 —v)s + vt'. Pela convexidade de F' segue
{ F(t)—F(s) < (1= ANF(s) + AF(t') — F(s) = A\[F(t') — F(s)],
F(t) = F(s') 2 F(t') = (1 =v)F(s) —vF (') = (1 = v)[F(¥') = F(s)].
Encontramos entao

Ft) - F(s) _ _ F(t') = F(s)

3 < F(t)—F(s) < - , onde
_ ! o
)\:t ° e 1—y:t >
t'—s t'—s

Donde imediatamente segue a desigualdade desejada.
(<) Consideremos um ponto s’ =t =p € (s,t'). Segue

Fp)— F(s) _ F(t) ~ F(p)
p—s —  t'-p
Logo, (' —p)[F(p) — F(s)] < (p—s)[F(t') — F(p)]. Encontramos entao
F(p) < Z :ZF(S) + f,:ZF(t/), com p = (Z :Z)s+ %:?t’

E facil ver que p estd escrito como uma combinacio convexa de s e t'.
Tal desigualdade e tal identidade mostram que F' é convexa em (s,t').



(b)

Primeira solugcao (elementar).
Com a notacao no item (a), sejam s’ =t = ;. Pelo item (a) encontramos

Flty) — F(s) _ F(t') — F(t
(fo) <S)§ (t) (0),paratodosa<s<t0<t’<b.
to — S t — to
Logo,
wp Fi)=Fls) _ o F() = F(t)
se(ato) lo—S T ve(top) N —ty

Seja 7 um numero entre tal sup e tal inf. Para todo ¢ € (a, ;) temos

F(to) — F(t)

Segunda solucao.

Pela caracterizacao da convexidade [vide (*)], a funcao F' é absolutamente
continua em compactos e F’ é crescente no conjunto em que F” existe. Segue

n=sup{F'(s) <oo:s<ty} < v=inf{F'(s)<oo:ty<s}

Aplicando o teorema fundamental do calculo para integrais de Lebesgue,
para cada t <ty temos

F(t)—F(to):/ F’(s)ds:—/oF’(s)dsZ—n(to—t):n(t—to).

to t

Analogamente, para cada t > ty temos
F(t) = F(to) 2 v(t —to) = n(t — to)-

Como temos g — a > 0 em todo ponto e b — g > 0 em todo ponto, segue

a:/ad,u</gd,u</bd,u:b.
b's X X

to = /gdu € (a,b).

Assim, por (b) segue que existe n € R tal que F(ty) + n(t —to) < F(1).
Substituindo ¢ = g(x) obtemos

Logo,

F(to) +nlg(x) — to] < F(g(x)).

Donde integrando encontramos

F(/gdu> +0 < [Fogan



(*) Fixemos um intervalo compacto [a,b] C (a,b). Fixemos «, 3, v e 4 tais que
a<a<fB<a<b<y<d<b.
Consideremos reais arbitrarios s e ¢ satisfazendo

a<f<s<t<y<i.

Obtemos

F(8) ~ F(a) _ F(s) = F(8) _ F(t)~ F(s) _ F(3) ~ F(t) _ F(5) = F(3)
B -« - s—pf - t—s - v—t - d—ry

Seguem as desigualdades

F(B; : Z(OC) < F(ﬁ?f : SF(5> < F((s; : 5(7)’ para todos s,¢ em (57’7)

Isto mostra que F' é lipschtziana em [a,b] C (8,7).
(**) Caracterizagao da convexidade.
(=) Por (*), segue que F' é de Lipschitz em subintervalos compactos. Logo,
é trivial ver, F' é absolutamente continua nos intervalos compactos.
Pelo Teorema Fundamental do Calculo para a Integral de Lebesgue

segue que I existe (.s e é integravel em intervalos compactos. Supo-
nhamos z; < x5 tais que F'(z1) e F'(x9) existem. Entao, temos

F(s) = Flan) _ F(xs) = F(t)

s — I - T9 — 1T

, S€ Sate [‘rth]? S#xh t#]}'g

Computando os limites para s — ] e t — x5, segue F’'(z;) < F'(z3).

(<) Basta verificarmos (a). Seja t € (z1,22), onde [z1,22] C (a,b). Como
a derivada F’ é crescente, temos

a =sup{F'(u) : u € [z1,t] e F'(u) < oo}
< B =inf{F'(v):v € [t,as] e F'(v) < oo}.
Pelo Teorema Fundamental do Célculo (Lebesgue) segue
F(x) = F(x) —1—/IF'(u)du
1
e portanto

F(t) - F($1) _ fxl F/(u)du <«

t—ZL'l t—(L'l

ﬁwwww:F@g—ﬂw
SL’Q—t $2—t

<p< &







4. Prove.

(a) Se f € L'(m), entao

F(zx) = / f(t)dt € NBV, F é absolutamente continua e F' = f q.s.

(b) Reciprocamente, se F' € NBV é absolutamente continua entao

Fellim) e Flz)= / " P

—00

Solugao. Esta & a chamada Forma Fraca do Teorema Fundamental do Calculo.
Vide Corolario 3.3 (notas de aula).






5. Seja F': R — R crescente. Mostre que

Fb) — Fla) > / " Fd.

Primeira Solugao. (Pedro Ivan Sudrez Navarro)

Indiquemos as integrais de Lebesgue com a notacao

/

e as integrais de Riemann com a notagao

3

Redefinindo F(z) = F(a) se ¢ < a e F(x) = F(b) se x > b, segue que F é
crescente e F' € BV,

Por propriedades de BV, existe F' ¢.s. Como F' é crescente, temos F’ > 0 q.s.
Logo, F' é continua q.s. e mensuravel. Temos

F'(z) = lim F,(z) q.s., onde Fy,(x)=

n—oo

As fungoes F,/s sdo continuas q.s e positivas (pois F' é crescente), limitadas em
intervalos compactos e portanto Riemann-integraveis em intervalos compactos.
Pelo Teorema da Caracterizacao de Lebesgue, as integrais de Lebesgue e de
Riemann das F),, coincidem em intervalos compactos.

Pelo Lema da Fatou e por translagoes na variavel de integracao em integrais de
Riemann na reta temos

/[m F’(x)dx < lim inf /[a’b} F,.(z)dz = liminf {n/[a,b] F Km + %) — F(x)} dx}
~ liminf {n/bF Kx + %) _ F(x)} dx}
_mm%nlfm@@_ffmwn
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= liminf < n ]
< lim inf {n [/H’IL F(b)dz — /H’ll F(a)dx] }
_ F(b) - Fla) &

Vide segunda solugao na proxima pagina.



Segunda solugao.
Trocando F por F(z) — F(a) , se necessario, podemos supor F(a) = 0.
Seja
0 se r < a,
G(z) =14 F(z+) sea <z <b,
F(b) se b < x.

Entao, G € NBV. Pelo Teorema de correspondéncia entre N BV e medidas de
Borel, existe a medida de Borel pg tal que G(x) = pg((—o0, x]) para todo x.

Pelo Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym (real) existem ¢ : R — [0, 0o, uma
funcao m-integravel estendida, e uma medida de Borel A tais que

g = A+ gdm, com X\ L m.

Pela prova do teorema, A é positiva.

O Teorema de regularidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes [Capitulo 1, Teo-
rema 1.6] mostra que pg é regular.

Pelo Teorema - Derivada (relativa) de uma medida regular com respeito a m
[Capitulo 3, Teorema 3.10] temos

Donde segue G’ = g m-q.s. Notemos que G’ = F’ m.q.s. Segue entao
pg = A+ F'dm, com A\ L m.
Notemos que F'(a) < G(a) e F(b) = G(b). Concluimos entao que

F(b) - F(a) = G(b) - G(a) = p((a, 1)

b
:)\((a,b])—i-/ F’dmz/ F’dm:/ F'dm &
(a,b] a

(a,0]



6. Seja f: X — C mensuravel com f # 0 (isto é, || f|lcc > 0). Definamos

o(p) =/ [fPdp=1fl; (O<p<oo) e I={p: p(p)<oo}.
b's
Verifique as propriedades abaixo.
(a) I é um intervalo. Isto é,ser € [es€ ler <p< sentaop € I.

(b) ¢ e logp sao convexas no interior de I e continuas em /.
(c) Ser < p < s, entdo

1 llp < max ([ £l [1Flls) e L7(p) N L () C LP ().

(d) Se || f]l» < oo para algum r < oo entao,

li = .
Tim (£l = 1]

Solucao.

(a) Claramente existem ¢ > 1 e ¢ > 1 tais que

r s 1 1
p=—-+—- e -—+—- =1L
qa q q q

Pela desigualdade de Young e pelas hipdteses encontramos

P = 1 = 1 < % ; % e L'(u).

Logo, p € I.
(b) Por (a) segue

fldu flPdu r s
o= [1rpan e LT L1700 )
q q q q
Quanto a convexidade de log ¢, pela desigualdade de Hélder temos

Jisvan = [11 b = [ 1115117 d

< ( / |f|’"du>q ( / |f|sdu)q — I A7
Logo,
) _ logo(r) N log (s)

o) = o 17 < 1o (1717 151 ; ;

(c) Notemos que log ¢(p) = p log||f||,- Entao, por (b) obtemos

w0 Q\‘o‘

1 . 1 s
gy < TS, shsl]

< (E i 5) log max (If1}, I /11,
— plogmax(|f, . |/ll.).




(d)

o Caso || fl|ew = +00.

Entao, todo Y,, = {z : |f(z)| > n} tem medida estritamente positiva.
Notemos que
YiDY,DY;D -,

Para todo p > 0 temos

/X F@Pde > 0Pu(Y) e [fll, > n/a¥).

Se p(Y,) = oo para algum n, temos || f||, = oo para todo p. Senao,
temos
liminf || f]|, > n, para todon € N.

Caso 0 < || f]loo < 0.
Sejam 7 < 0o, com || f||, < oo, e M tal que 0 < M < || f]|c- Entao,

V={z||f(z) > M}
tem medida maior que zero e
vy < [ 10p =1l
b's

Ainda,

e para p > 7 temos

(i) = () = e

Logo, f € L?(X). Ainda mais,

MYu) < 1Al < Il (,:’ﬁ','f)” e

M < liminf [|f[l, < Tmsup |[f[l, < [|f]le
p——+o00

p——+00

sempre que 0 < M < || f]lo € assim segue que

existe lim || f]l, = || f]loc &



7. Suponhamos 0 < p < ¢ < oo e (X, ) um espaco de medida. Entao,
(a) LP ¢ L9 se e somente se X contém conjuntos com medida estritamente
positiva e arbitrariamente pequena.

(b) LY ¢ LP se e somente se X contém conjuntos de medida finita arbitraria-
mente grande.

(c) Extra. O que ocorre se ¢ = 00?

Solucao.

Utilizaremos em algumas partes a Proposicao (provada no Capitulo 4):
(N) C L(N) e || lg < - lp

(a)(=) Primeira demonstragao.
Seja f € LP\ L1. Trocando f por |f], se preciso, podemos supor f > 0.
Seja G = {x: f(xr) > 1}. Temos

/Cfpdu—i-/efpd,u<oo e /qud/i—i‘/qudu:oo.

Temos f¢ < fP nos pontos de G°. Donde segue

/fpdu<oo e /fqdu:oo.
G G

Estas duas comparagoes implicam p(G) < oo e 4(G) = 0. Ainda, como
f4, nao é integravel e u(G) < oo, segue que f nao é limitada. Logo,

Gn={z: f(z) > n} satisfaz p(G,) > 0.

O desejado segue entao de
0 <nPu(Gp) < /fpd,u = |If||> < oo para todo n.

(=) Segunda demonstracao.
Seja M a colecao dos subconjuntos mensuraveis de X.
Mostremos que se inf{ u(A) >0 : A€ M} =¢€>0, entdo LP C L9.
Consideremos uma arbitraria ¢ > 0 mensuravel, simples, e de repre-
sentacao padrao

©= Z anX,, (soma finita),

com A, dois a dois disjuntos e coeficientes a,s € [0, +00) distintos.
O computo a seguir vale para p(A,) finito ou nao.
Observemos que

(l_l

P i<oe w(A,)t < el e que definindo A = €' d),
q



Pela proposicao citada encontramos

lielly = [ Y atn(an)]* < [S aha
- [ZaﬁM(An) u(An)‘“‘Z)F < Ml

Consideremos f : X — [0, 00|, uma arbitraria fungao mensuravel. Seja
entao ¢, > 0 uma sequeéncia de fungoes simples satisfazendo ¢y 7 f.
Por acima e pelo teorema da convergéncia mondtona seguem

lerlla 7 1A llg e Neklly < Mlerllp 7 AL lp-

Logo, || fllg < Allfll,- Vale a mesma desigualdade para toda f complexa
e mensuravel, pois as normas de f e |f| sio uma a uma iguais.

Q=
1=

Q\’d
[E—

Por hipdtese, e por inducao, segue a existéncia de

U(X%)
T

1
X tal que 0 < p(Xy) < 7€ de X411 tal que 0 < p(X,41) <

Para todo natural n temos

M(X)<4in e ,u( U XZ) < Z“(ﬁn) <M(§n)'

1>n+1 Jj=1

Consideremos os conjuntos (disjuntos e de medida nao zero e finita)

Bn:Xn\<U X,) e O<bk:ﬂ(Bk)7%<OO.

i>n+1

Definamos
9= bixs,-

Temos que g ¢ mensuravel e

lglle=> biu(Br) =141+ - =00 e

lgllz = > w(Bi)” " u(By) = > (B! e,
com 1——>0 e 470 > 1,
q

Logo,

k
lolz =S (B % < 3 (4}_5) < .



(b)(=)

Primeira demonstragao.
Seja h € L9\ LP. Se necessdrio, trocando h por |h| e descartando h~1(0)
de X, podemos supor h > 0. Seja P = {z : 0 < h(x) < 1}. Temos

/hqd,u—i-/ hidpy < oo e /hpd,u—l—/ hPdp = oo.
P C P C

Temos h? < h? nos pontos de P¢. Donde segue

/hqdu<oo e /hpdu:oo.
P P

Como h? nao é integréavel em P entdo temos p(P) = oo. Por outro
lado, h? é integravel em P e entao, por contradicao, é trivial ver que

1
P, = {x = <h(z) < 1} satisfaz u(P,) < oo.
n

O desejado segue entao de
P, P, (P, — w(P)=00 e pu(P,) < occ.

Segunda demonstracao.

Mostremos que se sup{ u(C) : u(C) < 00} = M < oo entdo L? C LP.
Consideremos uma arbitraria ¢y > 0 mensuravel, simples, e de repre-
sentacao padrao

= Z CnX, (soma finita),

com C,ys dois a dois disjuntos e coeficientes ¢,/ € [0, 4+00) distintos.
O computo abaixo supoe cada u(C,) < oo, mas a conclusdo também
vale se houver p(C,,) = +00. Seja

77:]\/[%_5 e notemos g—1 > 0.
b

Pelo Proposicao ja citada segue
!
< [ anc |’

1

= [chu(Cn) M(Cn)%fl]g < nllllg-

Consideremos h : X — [0, 00], uma arbitraria fun¢do mensuravel. Seja
entao Y, > 0 uma sequéncia de funcoes simples satisfazendo ¢, 7 h.
Por acima e pelo teorema da convergéncia mondtona seguem

[kllp 7 10l e klly < nlldwlly 7 nllpllg-

Logo, ||h]l, < nl|lk|l,- Vale a mesma desigualdade para toda h complexa
e mensuravel, pois as normas de h e |h| sd0 uma a uma iguais.

hSA

el = | D2 (G |



(<) Por hipétese, e por indugao, existe uma sequéncia (Y;,) satisfazendo
00 > fi(Yni1) > p(Y1) + -+ p(Ya) + 1.

l<puYl)<oo e

Definindo .
Di=Yi e Dy =Y\ JYa
i=1
temos que os D, sao dois a dois disjuntos, de medida finita, e

1(Yni1) — p (U Yn) 2 p(Vgr) = [p(Y1) +- -+ p(Ya)] > 1

N(DnJrl) >

Consideremos
_1
(D)5 e f = dux,.

d, =

Encontramos
1 q
1FlE = —=+o0 e ,

mas . )
_4

1FlIE=) —nDa)'» <Y — < oo

ne ne
(¢) Devemos analisar o caso ¢ = oo relativamente aos itens (a) e (b). Respon-

damos primeiro quanto ao item (b).
(b) E claro que L® C L se e somente se 1(X) < oo. Donde segue que
L* ¢ LP se e somente se u(X) = +oo.

(a) Mostremos que LP ¢ L™ se e somente se X contém conjuntos de medida
>0

estritamente positiva e arbitrariamente pequena.
(=) Seja g € L?\ L*. Portanto G, = {|g| > n} é tal que u(G,)

(caso contrario, g € L*). Também temos
o> loly = [loPdn> [ o= wuG).
Gn

O desejado segue das desigualdades
lglly
0<u(G,) < L~ bara todo n.
n

(<) Por hipétese, e com uma argumentacao analoga a feita no item (a),
existe uma sequéncia (H,) de conjuntos disjuntos e satisfazendo

1
0 < u(H,)r < —.
nne

-

Portanto,
h = = ! X, € tal que
neu(Hy,)r
/hpdu:ZiQ<oo e %>n
n nep(Hy,)?r

Donde h € LP\ L™ &



8. Seja p € [1,00). Prove as propriedades abaixo.
(a) Se fn,f € LPe f,— fq.s., entdao
[fn = fllp = 0 se e somente se || full, = [[f]l-
(b) Se f,, = fem LP e g, — g q.s., com ||gn|loc < M < 00 para todo n, entao
fngn — fgem LP.

Solucao.

(a)(=) A afirmagao direta é trivial. Pela desigualdade triangular segue

[Lfully = Lf 1l | < 1 = Fllp-
Q

(<) Quanto a reciproca, temos

[ = FIP < (Ul + 17D < 22max([£ul? F1P) < 2°CLful” + 1 F1P)-

Logo,
0< 2°([ful? + [f1P) = fu = fI".

Pelo lema de Fatou segue
[ timint [2 5 +157) 152~ 117 do

<timint [ [2(5P +157) = 1fa— ] dn

Portanto, como
15k [ 1sran
temos

/2”+1|f|”du < /2”+1|f|”du + liminf <— /Ifn—fl”du>-

Donde cancelando as integrais de 2P| f|P encontramos

0 < ~timsup [ |f, - f’du

e, finalmente,
1im/|fn — fIPdp — 0

A prova de (a) estd completa.



(b)

Primeira solugao. (Fernando Studzinski Carvalho).
E facil ver que ||g]|oo < M e, é claro,

1fagn = falls < [(fa = Fgnlly + 11£(gn — 9l
sendo que
1(fa = Flgnllp < M fo = fllp = 0, sen — +o0.
Quanto a parcela || f(g, — g)l|p, temos
£ (g0 — )" < 2M)P[fI” .
Como g, — g q.s, entao | f(g, — g)|P — 0 q.s.

Como f € LP, entao (2M)P|f|P € L.
Pelo Teorema da Convergéncia dominada segue

[ 156~ g)rdu — o
Isto &, || f(gn — 9)ll, —> O
Segunda Solucao.
E facil ver que ||g]lee < M e, é claro,

[fagn = fally < falgn — 9y + [I(fa = Fallp

sendo que
W(fo — Hall, < M| fr. — fll, = 0, se n = 4o0.
Quanto a parcela || f, (g, — 9)|,, temos
0 < M| fal” = 1 fal?gn — gI”.

Como f,, — f em LP, entdo f, — f em medida (cheque) e portanto existe
uma subsequéncia (f,,) convergindo a f q.s. Entao, aplicando o lema de
Fatou segue

/ lim inf [(QM)p| fo, P = 1 fo; 171G, — gﬂ dp

< liminf / [(QM)p|fnj P = fa; 1Pl gn; — glp] dp.

Donde, utilizando as relacoes

Gn, — g q.8. € /|fn7 Pdp — / |flPdp,
encontramos
0< liminf/ [— | ;1P 9n; — g|”] du.
Isto é,

Analogamente, toda subsequéncia de ( f,(g,—¢g) ) contém uma subsequéncia
convergente a zero em LP. Portanto (por um argumento usual em espagos
méticos, vide Lista 0) segue

fn(gn - g) — O €m Lp*



9. Fixemos p; e po tais que 0 < p; < ps < 00. Ache fungoes f definidas em (0, 00),
tais que f pertence a LP(m) se e somente se

(@) p1 <p<p2 (b) p1<p<py (c) p=n.

Solucgao.

Mostramos as solugoes s6 para py < 00.

(a) Seja
1 1
flz)=—,se0<ax<1, e f(x)=—,sex>1.

xP2 xP

(b) Fixemos o > 0. Seja f : (0,00) — R definida por

1

fl@) =277 (1 + |loga]) 71, se0 <z <1

— I ~(57+0)
flz)=a »1(1+|logz|) "»1 ", sex > 1.

(c) Seja
flx)=x »1(1+]|logz]) 71, 0<x <00






10. Suponha que (X, M, pu) e (Y,N,v) sdo espagos de medidas o-finitas e que o
nicleo K pertenca a L*(X x Y). Seja f € L*(Y). Entao, a integral

= / K (z,y) f(y)dv(y)

converge absolutamente para quase todo x € X. Ainda mais,
TfeL*(X) e [Tflla < K2 fl-

Solucgao.

Notemos que K e f sdo fun¢oes mensurdveis e a valores complexos (logo, finitos).

o Ocaso K >0e f>0. E claro que (z,y) — f(y) é (1 X v)-mensurdvel.
Segue entao a (u X v)-mensurabilidade da fun¢ao produto

(z,y) = K(z,y)f(y).

E trivial a v-mensurabilidade da fungao y — K(x,y) para cada x em X.
Segue a v-mensurabilidade da fungao y — K(x,y)f(y) para cada x em X.
E trivial a v-mensurabilidade da fun¢io y — K?(x,y) para cada z em X.

O Teorema de Tonelli garante a p-mensurabilidade da fungao positiva

x—Tf(x /ny

A Desigualdade de Hélder mostra que

:/YK(x,y) dy<(/K2xy > (/f )
T < ([ K3 ar) 1713

O Teorema de Tonelli garante a p-mensurabilidade da funcao

T / K*(z,y)dv
Y

Integrando a ultima desigualdade, o Teorema de Tonelli revela que

[ i < ( [/ rm,y)r?dudu) 112 = K312
X X JY

Donde segue

Logo,

Tfe LX) e |Tfll <Kl ]2

Segue também que T f(x) é finita para quase todo z. Logo, a integral que
define T'f é tal que converge absolutamente para quase todo x.



¢ O caso geral.

Neste caso, decompomos K e f em suas partes real e imaginaria e estas em
suas partes positivas e negativas. Entao, pelo caso anterior e por linearidade
segue trivialmente que T'f € L*(X). Isto mostra que T f(z) é finita para
quase todo x e que a funcao T'f é mensuravel.

A seguir, utilizando a notacao
Tf=TFf

observamos que

Tk f < Tik || f]-

Por tal notacao e tal desigualdade e entao pelo caso anterior segue

1T Fll2 < T 2 < IFHECHE2 AT = 2]l f [l e



