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1. A prova tem duracao de 3 horas e pode ser feita a lapis.

2. Escolha e resolva 5 (cinco) questoes. Justifique as suas afirmagoes.

Boa prova.

1. Seja x arbitrario em [0, 1].

(a) Mostre que x tem ao menos uma expansao ternaria
+00 a
n
x = g 3 com cada a, € {0,1,2}.
n=1

(b) Seja K = {x : x tem uma expansao ternéria com cada a, igual a 0 ou 2}.
Tal expansao é dita normalizada. Mostre que esta é tnica.

(¢) Mostre que K é compacto, tem medida nula e é totalmente desconexo.

(d) Dadoz =37, 4= € K por sua expansao normalizada, definimos a fungao

o0

b
F(x) = 22—27 onde b, = a,/2.

n=1

Mostre que F' estd bem definida, é crescente (nao estrita/e) e

F(K)=10,1].



2. Seja A C P(X) uma élgebra. Considere A,, a colecdo das unides contédveis de
conjuntos pertencentes a algebra A, e a colecao A,s das intersec¢oes de conjuntos
pertencentes a colecao A,. Seja py uma pré-medida sobre a dlgebra A e p* a
medida exterior induzida por pg. Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) Para todo F C X e para todo € > 0 existe A € A, tal que
ECA e pu(A) <u(E)+e
(b) Se p*(E) < o0, entao E é p*-mensurdvel se e s se existe B € A,5 com
EcCB e p'(B\E)=0.
(c) Extra. Se pg é o-finita, a restrigdo p*(E) < oo no item anterior é supérflua.
Solucao.

Pelo Teorema de Carathéodory, a familia M dos conjuntos p*-mensuraveis é
uma o-algebra. Ainda, todo conjunto de medida exterior zero é p*-mensuravel.
Ainda mais,

W= é medida completa.

M
Pela proposicao A Pré-Medida e a Medida Exterior, cada conjunto da algebra A
é p*-mensuravel. Isto é, A C M. Ainda mais,

1|4 = po-
(a) Por definigao, p*(E) = inf { dopo(An): (Ay)nCA e EC UAn}.
Logo, dado € > 0 existe uma sequéncia (A,) C A tal que
A=UA, DE e > up(A,) < p*(E)+e
O conjunto A pertence a A, e, por definicao de u*,

i (0A) < 3 ol An).
Com as duas ultimas desigualdades obtemos a desigualdade desejada.
(b) Seja B C X tal que p*(F) < oo.
(=) Suponha E € M. Pelo item (a), dado n € N existe B,, € A, com

1
ECB, e u(lB,) <u¥E)+ —

Logo, E C B=N,B, € A,; C M. Para todo n temos B C B, e

w(E) < u(B) < u(B.) < u(E) +

Donde concluimos pu(B) = u(E) < 0o e
p(B\E)=pu(B\E)=pB)—pukE)=0.
(<) Por Carathéodory segue que B\ E € M e que A,s C M. Logo,
E=B\(B\E)eM.



(c) Extra. Por hipétese, temos

X = UX”’ com cada X, € A e pug(X,) < oco.
N

Seja I/ um conjunto arbitrario p*-mensuravel. Isto é, £ € M.

(=) Pelos resultados enunciados segue que E,, = E N X, é p*-mensuravel.
Segue também que p*(E,) < p*(X,) = po(X,) < oo.

Seja 0 < € < 1. Pelo item (a) existe C,, € A, C M tal que

E,CC, e u*(C,) <u*(E,) + 2% < 00.
Segue ' = UE,. Ainda, C = C. = UC,, € A,. Ainda mais,
EcC e C\E=(UC,)\ (UE, CcUC,\ E,).
Encontramos entao

W(C\E) = W(C\E) < Y [1n(Co) =l Ep)] = Y [ (Co) =417 (Ey)] < e.

Logo, para cada k € N existe B, € A, com E C By e u*(Bi\ E) < 1/k.
Entao temos

ECB=nNBy€A,s e " (B\E)=0.
(<) Por Carathéodory segue que B\ E € M e que A,s C M. Logo,

E=B\(B\E)e M&



3. Sejam (X, M, ) um espago de medida, p* a medida exterior induzida por p, a
o-algebra M* dos conjuntos p*-mensuraveis e, por fim, & a restricao
=" : M* — [0, 00].
M*
(a) Se p é o-finita entdo @ é o completamento de p. Seja v tal completamento.

(b) Defina medida saturada.

(c) Em geral, ;i é a saturagao do completamento de p. Seja v tal saturagao.

Solucgao.
Afirmacoes.

1. Pelo Teorema do Completamento existe o completamento v : M — [0, cc] da
medida p, onde v é medida completa e estende . O dominio de v é a o-algebra

M ={EUF:E € Me F C N para algum N com u(N) =0} ev(EUF) = v(E).

2. Pelo Teorema de Carathéodory M* é uma o-algebra, todo conjunto com
medida exterior zero pertence a M* e a restrigao & é uma medida completa.

3. Obviamente, M é uma algebra e a medida p é uma pré-medida.
4. Pela Proposi¢ao 1.7 (A Pré-Medida e a Medida Exterior) segue

MC M e i'lm=p

5. Seja F' C X.

Temos F' C N, para algum N com p(N) = 0, se e somente se u*(F) = 0.

De fato, se existe um tal N, pela defini¢ao de p* obtemos p*(F) < pu(N) = 0.
Inversamente, se p*(F') = 0, pela definigdo de infimo existem Ny, Ns, ... tais que
F C N, e pu(N,) \(0. Entao, F C NN, =N € M e pu(N) = lim u(N,) = 0.

6. E agora trivial ver que

M={EUF:EecMe p(F)=0}.

Iniciemos a prova propriamente dita.

(a) Pela Afirmacdo 6 (Simplificacao de M) e o Teorema de Carathéodory, segue
M c M.
Dado E € M* (isto é, E é p*-mensuravel), como p é o-finita segue que
[vide questdo Q.2(c)-extra| existe um mensurdvel B O E com
W (B\E)=0 e E=B\(B\E).
Portanto B\ E € M. Obviamente B € M. Donde segue £ € M e

M= M.
A seguir, provemos que i = v.

Seja EUF com E € M e p*(F) = 0. Entao u*(F"\ E) = 0 e portanto
(F\ E) € M = M*. Por tais condigoes e as observagoes acima, segue

R(EUF) =BG (F\ B)| = (E) + A(F\ B) = *(E) + 4*(F \ B)
=uwE)+0=v(E)=v(EUF).



(b)

Seja (X, u) um espago de medida. Dado um conjunto arbitrario £ C X,
dizemos que F ¢é localmente mensuravel se

ENAe M, para todo A € M tal que pu(A) < oc.
Definimos

Mioe = {F C X : E élocalmente mensurdvel}.

E claro que M C Mige
Dizemos que a medida p é saturada se

Mg = M.
Como acima, o completamento de pu é
v: M —[0,00].
Indiquemos a saturacao de v por

v(E) se E € M,

v: (./\_/l)loC — [0,00], onde V(E)=

00 caso contrario.

Mostremos que

M* = (3)

loc

o(F) =v(F), paratodo £ € M* = (M)loc'

Sejam E € M* e uma reunido AU F € M, sob as condicoes
AeM, p (F)=0 e v(AUF) = p(A) < oo.

Mostremos que £ N (AU F) € M. Primeiro, é trivial ver que ENF € M
[segue de p*(ENF) < p*(F) = 0]. Segundo, analisemos F N A.

E claro que EN A € M* e também que p*(E N A) < p*(A) = p(A) < .
Pela questao Q2(b) segue que existe um mensuravel B € M tal que

ENACB e B\ (ENA)=0.
Assim, como j& mostramos, B\ (E N A) € M. Donde segue
ENA=B\[B\(ENA)] € M.

Logo, EN (AU F) € M e concluimos que E € (M)},
A seguir, seja P € (./\_/l)loc. Mostremos que P € M*. Consideremos um

arbitrario @ C X tal que p*(Q) < oo. Por defini¢do da medida exterior u*

como desejado.

existe uma sequéncia (Q,) C M tal que Q C @, e u(Qn) \ 1" (Q).

Segue

pH QN P)+p QNP < p(@n N P) + 17 (Qn N PF).



Para cada n valem as condicoes ), € M C_ﬂ e v(Qn) = u(Q,) < .
Devido a hipotese sobre P, temos P N Q,, € M. Assim, obtemos

Q.NP=R,US,, com R, € Mepu* (S, =0.

Destaquemos que (M), ¢ uma o-algebra e portanto P° € (M) Entao,

analogamente ao feito para P, obtemos

Q.NP°=T,UU,, comT,e Mepn (U, =0.

loc:

Segue

1E(Qu N P) + 15(Qu N P?) < ¥ (Ry US,) + (T, UU,)

<p nUJ Uy
< W (Rp) + p*(Sn) + ¥ (T) + p* (Un)
= p(Rn) + p(T3).

Temos R, C PeT, C P°. Logo, R, e T, sao disjuntos. Segue entao
1(Ry) + (1) = p(Ry U T).

Os conjuntos R, e T}, estao ambos contidos em @,,. Segue entao

M(Rn U Tn) < N(Qn)'

Resumindo, encontramos

p(QNP)+ ' (QN P < (@), para todo n.

Impondo n — oo encontramos

P (QNP)+p(QN P < u*(Q).

Isto mostra que P € M* e que (M), C M*. Estd completa a prova de

loc

M = (M)

A seguir, mostremos que a restrigdo 1 = p*|p+ é a saturacao v do comple-
tamento v da medida pu.
Seja V € M. Temos V=W UY com W € M e p*(Y) = 0. Por definicdo,

(V) =v(V) = p(W).

loc -

Por outro lado, temos
W) < T(V) = 1 (W UY) < (W) + 1 (V) = (W) = (W),
Logo,
a(V) =p(W) = (W) = p(W) =v(V).

Por fim, consideremos um conjunto I € (M) \ M. Por definicdo temos

v(l) = oo.
Ainda, I € (M), C M*. Logo, I é p*-mensurdvel mas I ¢ M.

Temos p*(I) = co. Caso contrério, temos p*(I) < oo onde I é p*-mensuravel.
Logo, pela questao Q2(b) existe um mensuravel J tal que

IcJ e p(J\I)=0.

Assim, J e também J \ I pertencem a M e I = .J\ (J\I) € M. Absurdo!
Concluimos entao que

loc



4. Considere a fungao F' : K — [0,1] dada na primeira questao. E permitido
utilizar os resultados anunciados na primeira questao. Particione o aberto

[0,1]\ K = U(cy,dp)
em uma uniao de intervalos abertos disjuntos (c,,d,).
(a) Mostre que F(c,) = F(d,).

Dica: Identifique tais nimeros ¢, e d,, e suas expansoes normalizadas.

(b) Defina F sobre cada intervalo (c,,d,) pela constante F(c,) = F(d,) e
mostre que a extensao F': [0,1] — [0, 1] é sobrejetora e continua.
Dica: Utilize que F': K — [0, 1] é sobrejetora e continua.

Prova.

(a) Para mais detalhes, solicito consultar o Exercicio 18 na Lista 0.
Os extremos ¢, e d,, do intervalo (c,,d,) tem forma p/3" e representagoes
normalizadas (em que os coeficientes valem 0 ou 2)

a1 an—1 0 2 2 2
Cn:§+"'+w 3_N 3N+1+3N+2+3N+3+”'
a an— 2
dn:_1_|_..._|_ N1+_

3 3N-1 3N’
Entao, se b; = a;/2 (onde j percorre N) temos

by bn_1 0 1 1 1
F(Cn>:§+"'+2N_1 2_N+2N+1+2N+2+2N+3+'”
by by_1 1
F<dn):5+"'+2N—1 ON"

Logo, F(d,) = F(c,).

(b) Pela questao 1 desta prova, F': K — [0, 1] é crescente e sobrejetora. Entao,
pela definicao da extensao F' temos que

F:]0,1] — [0,1] ¢é também sobrejetora e crescente.

E fcil ver que toda fungao G : R — R crescente e sobrejetora é continua.
Analogamente, F': [0,1] — [0, 1] é continua &



5. Seja (X, M, ) um espago de medida. Mostre que as implicagbes abaixo sao
verdadeiras se e somente se p é completa.

(a) Se f é mensuravel e f = g q.s., entao g é mensurdvel.

(b) Se f,, é mensuravel, para todon em N, e f,, — f q.s., entdo f é mensuravel.

Solucgao. Temos f: X - Rou f: X -Rou f: X — C.

o 1 completa = (a). Sejam f mensurdvel e g tal que g = f q.s. Entao,
existe N com u(N) = 0 tal que g(x) = f(z) para todo x € N¢. Seja O um
aberto no contradominio de f. Entao,

g7'(0) =g O)nN]J[g7"(0)nN] = [g7©O)nN]|J[F(0)n N

Como g7 '(O)N' N C N e u é completa, entdo g~*(O) N N é mensuravel.
Comof ¢ mensurdvel, entao f~1(O) N N¢ é mensurdvel. Logo, o conjunto
g 1(0) é mensurdvel e portanto a fungao g é mensuravel.

¢ (a) = p completa. Seja N tal que u(N) = 0 e um conjunto arbitrério
E C N. Sejam as caracteristicas

g=Xe e [=Xxn.

Entao, f é mensuravel e temos g = f = 0 em N°¢. Segue g = f q.s. Assim,
por hipétese, a fungdo g = xg é mensurdvel. Portanto, E = ¢g~!(1) ¢
mensuravel e entao p é completa.
o 1 completa = (b). Seja (f,) uma sequéncia de mensurdveis tal que
fn — f q.s. Entao, existe N com u(N) = 0 tal que f,,(z) — f(z) para todo
x € N¢ Logo,
faxne = fxne em todo ponto.

Sabemos neste caso que fxye € mensuravel. Seja O um aberto no contra-
dominio de f. Temos

FHO) = [ Oo)n NI 0) N = [£71(0) n N[ (Fxwe)TH(O).

Como f~Y(O)N N C N e p é completa, entao f~1(O) N N é mensurdvel.
Como fxye é mensurdvel, entao (fyn<) "' (O) é mensuravel. Logo, f~1(O)
é um conjunto mensuravel e f é uma funcao mensuravel.

¢ (b) = u completa. Seja N tal que u(N) = 0 e um conjunto arbitrério
E C N. Sejam as caracteristicas

f=xeg e fr=xn, para todo k € N.

Entao, cada fi é mensuravel e fy(z) — f(x) = xp(z) para todo x € N°.
Isto é, f.. — xg q.s. Assim, por hipdtese, xg é mensuravel. Portanto
E = x3'(1) é mensurével, donde segue que p é completa &



6. Suponha que f,, f € LY(X,pu) e fn — f q.s. Mostre que
Jit=sidn—0 = [inldn > [ 17ide

Prova.

ATENCAO: Em L' as funcoes sio a valores complexos e nio vale |z| +z > 0.

1= f1s) = | fazi 1| < [uisd =11

§/|fn—f|du—>0-

(=) Temos

(<) A funcao |f,| + |f| — | fn — f| é positiva e converge a 2|f| q.s. Por Fatou

[t <umint [ (1l +191- 16 - 71) =2 [ 11 = timswp [ 15, 7.

Logo, o lim sup ¢ finito e sendo assim obtemos

imsup [ 1£, — fld <0

e portanto

/Ifn—fldu—>0&



7. Suponha que |f,| < g € LY(X,u) e que f, — f em medida. Verifique:

(a) [ fdp=1lim [ fndp.
(b) fn— fem L.

Prova.

Atencao:

(1) L' é um espago com fungoes a valores em C. Nao vale |z| + z > 0.
(2) E necessario verificar que f € L', pois isto nao faz parte das hipéteses.

(3) Como (f,) converge a f em medida, segue que (f,) é de Cauchy em medida.
Entao, por um teorema provado em sala, (f,) admite uma subsequéncia
(fn,;) convergente a f q.s. Também temos |f,,| < g € L'. Pelo TCD segue

felL

(a) Por um resultado para sequéncias [vide Lista 0], basta vermos que toda

subsequéncia da sequéncia
o) = ( [ 1)

tem subsequéncia convergente ao nimero

z:/fd,u.

Seja (fn;) uma subsequéncia qualquer. Entao, (fy,) converge a f em me-
dida e (f,;) é de Cauchy em medida. Pelo teorema citado, (f,,) tem uma
subsequéncia (f,,; ) convergente a f q.s. Ja que |f,, | < g, pelo TCD segue

zn].k:/fnjkdu%/fd,u:z se k — oo.

/ Fudp — / fdu.

(b) Segue imediatamente de (a), pois

Portanto,

Ifn = fI<(g+|f]) €L e |fu— f| = 0 em medida &



8. Seja (X, M, u) um espago de medida o-finita e f € LT(X). Seja a regiao
R(f) = {(z,y) € X x [0,00]: 0<y< f(z)}

Verifique as afirmacoes abaixo.

(a) R(f) é mensuravel segundo M ® Bg.
(v (o x mR(H) = [ f.

X
Extra.

(*) Valem afirmagoes (A), andloga a (a), e (B), andloga a (b), para a regiao
R(f) ={(z,y) € X x[0,00]: 0 <y < f(x)}.
Notemos que se (z,y) € R(f), entao 0 < f(z) < oo.
(**) O gréfico de f é mensuravel e tem medida nula. Onde,

Gr(f) ={(z, f(x)) : x € X} = R(f) \ B(f).

Interpretacdo. A integral de uma funcao é a drea da regiao abaixo do grafico.

Primeira Prova (sem simplificagdes iniciais e sem Fubini).

Como p e m sao o-finitas, entao p X m é determinada por valores em retangulos.

(a) e (A). Seja (¢,) uma sequéncia crescente de fungoes mensurdveis simples e
positivas com ¢,, * f pontualmente. Representando ¢,, na forma padrao

JIn

P =D 0XE;

j=1

obtemos (paran =1,2,3,...ej=1,...,J,)
UU [E7 % [0,a}) [note [0,a7) =D seaj =0

uma uniao contavel, crescente em n, de retangulos mensuraveis em M ® Bg.
Logo, a regiao R(f) é mensurdvel. Temos também

ﬂE(f+%)

k>1

L [ (00) x {o0}].

Logo, R(f) é mensuravel.

(B) Fixado n temos
[ ot = D) o (B, @

(1 xm) (E} % [0,a7)) = aju(EY).



(**)

Donde segue

/Sﬁndﬂ = (uxm) ['Lj (EJ” X [O,a?))] (uniao disjunta).

1

Obtemos

(uxm)[B(f)] = lim (uxm)

n—oo

U (EJ” X [0,@?))] = Jlngo/gondu = /fdu.

E claro que
R(f) = R(f)UGr(f) [unido disjuntal.

Isto mostra que o grafico de f é mensuravel.

Logo, por (B), para provar (b) basta mostrar que Gr(f) tem medida nula.
O gréfico Gr(f) tem medida nula.

J& vimos que o grafico de f é mensuravel.

Como X é o-finito, para mostrar o desejado podemos supor u(X) < oo.

O retangulo {(z, f(z)) € Gr(f) : f(z) =0} = f71(0) x {0} é mensuravel e
tem medida nula, pois X x {0} é nulo ( medida nula).

O retangulo {(z, f(z)) € Gr(f) : f(z) = 0o} = f~!(oc0) x {00} é mensurdvel
e nulo, pois f71(00) e {oo} sdo mensurdveis e {oo} tem medida nula.

Logo, para provar o desejado podemos supor 0 < f < oo.

Seja € > 0. Consideremos k = 1,2,3.... Definindo
X ={x: ke < f(z) < (k+ 1)e},

segue X = X; U X, U -+ com uniao disjunta.
Temos

Gr(f) cl Grflx.)-
Logo,
(1 x m)[Gr(f)] < 3 n(Xi)e = au(X).

Donde segue que o grafico de f tem medida nula &

Vide segunda prova a seguir.



Segunda Prova (com simplificagdes iniciais e sem Fubini).

o Preparacgao.
(1) - Como p e m sao o-finitas, p1x m é determinada por valores em retangulos.
(2) - O conjunto f~!(c0) x [0,00] é M x Bz mensurdvel e

(m) (571 00) x 0.09]) = (71 (00)) o= [ ool

Analogamente quanto ao conjunto f~*(oo) x [0, 00).
Assim, para provar (a), (b), (A) e (B) podemos supor f < oco.
(3) - O retangulo f~1(0) x {0} é mensurével e

(e m) (f71(0) x {0}) = e (f71(0)) -0=0= /f o 0dp.

Assim, para provar (a), (b), (A) e (B) podemos supor f > 0.
(4) - O retangulo {(x, f(z)) € Gr(f) : f(z) = oo} = f~1(o0) x {0} 6

mensurdvel e de medida nula pois f~!(c0) e {00} € By sao mensurdveis e
o conjunto {oo} tem medida zero. Ja verificamos em (3) que o retangulo

{(z, f(z)) € Gr(f): f(z) =0} = f71(0) x {0} tem medida nula.

Para computar a medida (se existir) do grafico podemos supor 0 < f < oc.
I - A &area da regiao R(f).

(A) Seja (¢,) uma sequéncia crescente de fungoes mensuraveis simples e positi-
vas tais que ,, ' f pontualmente. Representando ¢, na forma padrao

—_— A7 n
$Pn = a1 XEp + 0t Ay, XEy

obtemos (paran =1,2,3,...ej=1,...,J,)
() =JU (& x[0.4)).
noj

uma uniao contavel, crescente em n, de retangulos mensuraveis em M ® Bz.

(B) Fixado n temos
[ utn = D) 4+ ulES)

(o x m) (B} x [0.63)) = aulEy).
Donde segue

Ny

/gondu = (u xm) [U (E}1 x [0, a?))] (a unido é disjunta).

i—1

Donde segue

(xm)[R(f)] = lim (j1xm)

n—oo

U (5 [O’“?>>] — tin [ pudn= [ fp



II - Area da regido R(f).

()

(**)

Sejam D(l’,y) = f(l') - Y F(l’,y) = (f(l'>,y) e T(Zvy> =zZ-Y. Segue
D(z,y) = (T o F)(x,y).

Como F' é mensuravel em cada coordenada, entao F' é mensuravel. Como
T é continua, segue que D =T o F' é mensuravel. Logo,

R(f) = D7'([0,00)) = {(z,y) € X x [0,00] : f(z) —y > 0}

¢ mensuravel.

E claro que
R(f)=R(f)UGr(f) [uniao disjuntal.

Isto mostra que o gréafico de f é mensuravel.
Pelos casos (A) e (a) segue trivialmente que Gr(f) é mensuravel.
Ainda mais, para provar (b) basta mostrar que Gr(f) tem medida nula.

O grafico Gr(f) tem medida nula.
Como X ¢ o-finito, para mostrar o desejado podemos supor pu(X) < oo.
Seja € > 0. Seja k € N, com k =1,2,3.... Definindo

Xe={z: ke < f(z) < (k+1)e}, segue X = X;UX,U- -+ [unido disjuntal.

Temos
Gr(f) c|J ar(flx,) -
Logo,
(1 x m)[Gr(f)] < 3 u(Xie = eu(X).

Donde segue que o grafico de f tem medida nula &

A seguir, apresentamos uma terceira prova, agora com o Teorema de Fubini.

VIDE VERSO.



Terceira prova (com Teorema de Fubini e baseada na segunda prova).

Assumamos a Preparagao a segunda prova.
IT - A &rea da regiao R(f).

(a) Copiemos II-(a), vide segunda prova.
Sejam D(z,y) = f(x) —y, F(z,y) = (f(2),y) e T(z,y) = 2 — y. Segue

D(z,y) = (T o F)(x,y).

Como F' é mensuravel em cada coordenada, entao F' é mensuravel. Como
T é continua, segue que D =T o F' é mensuravel. Logo,

D([0,00)) = {(z,y) € X x [0,00] : f(x) —y > 0} = R(f)

é mensuravel.

(b) Pelo Teorema de Fubini encontramos

(uxm)[R()] = /X o Xeapdxm) = /X / Yosndmdu = /X f(x)dp

ITI- O grafico Gr(f) tem medida nula.

(**) Pelos casos I e II [vide segunda prova] segue que Gr(f) é mensuravel.

Pelo Teorema de Fubini encontramos

xm)Gri(f) = [ apdtwxm) = [ [gepdmdn = [ odu=04
x[0,00) X X

X



9.

(a) Compute o limite abaixo e justifique os computos.

lim w dx
S Ty

o0

(b) Seja £ =[0,1] x [0,1]. Investigue a existéncia e a igualdade das integrais

/E fdm?, / 1 / (e, y)dady ¢ / 1 / fly)dyde,

para a funcao
1

——, onde a > 0.
(1 —ay)

[, y) =

Atencao: E necessdrio identificar o uso das integrais de Lebesgue e de Riemann.



10. Considere a funcao

Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) /OOO |f(2)]dz = .

(b) lim /0 f(z)da = g

b—o0

Atencao: E necessério identificar o uso das integrais de Lebesgue e de Riemann.

Solugao. As integrais acima sdo ambas de Lebesgue.

(a) (Dada por Thiago Costa Raszeja).

Devido ao primeiro limite fundamental, a funcao f = f(x) e a fungao posi-
tiva | f| = | f(z)|, onde x percorre [0, 00), sao continuas e entao mensuraveis.
Entao temos (utilizando integrais de Lebesgue)

0o N )
/O |f(z)|dz > ngrgoz_;/\flx[m+g,m+fg]dxz Z;/!f|x[m+gm+fgf]dx-

Toda funcao continua em um intervalo compacto é Riemann-integravel.
Ainda, toda funcao continua em um intervalo compacto é Lebesgue-integravel
e sua integral de Lebesgue coincide com sua integral de Riemann.

Portanto, segue (abaixo, a integral a direita é de Riemann)

n7r+5?7"
/’f’X[nw+g7nﬂ+5gr]dx = / |f(z)|dx < oo.

T+
Destaquemos as desigualdades

|sinz| >3
c +7r +57T

sex € |nm+ —,nw + —
6 6

S
- n7r+5%’

nﬂ'+5—“ n7r+5—7" d 1
[ ez [

T+ nr+Z 2 (mr + 5%) 3 (n + %) .

] |—= @

Logo,

Donde segue

1 . 1_
/[0700) |f(z)|dx > ZW =00, pois ZE — oo,



(b) Por (a), a funcao |f(z)| ndo é Lebesgue integravel em [0, 00). Logo, f nao
é Lebesgue integrével em [0,00). O item (b) pede entao para mostrar que
existe a integral de Riemann imprépria de f e que temos

/00 flz)dx = T {por definicao, /OO f(z)dz = lim f(x)dx] )
0 0

Primeira solugao (via integrais préprias e impréprias de Riemann
e a regra de Leibnitz para a derivagao sob o sinal de integragao).
A funcio x — 1/2?, onde x € [1,0), é integravel impropriamente.

A funcao continua (cosz)/x?, onde x € [1,00), satisfaz

|cosz| 1
<

2 2

e é portanto integravel impropriamente.

Seja r > 1. Por integragao por partes para integrais de Riemann temos

"sinx cosx |T " cosx
de = — — 5 dz.
1 z I . T

Donde segue (abaixo, a integral a direita é imprépria)

T : 0
) sin x COST
lim dx| = cosl — 5 dz.
r——+o0 1 €T 1 €T

Isto mostra que existe (é finita) a integral imprépria

o -
sinx

/ dr < 0.

0

x
E trivial ver que (abaixo, a integral é imprépria)

sin x

T

o0
<1 e / e dxr < oo, se a > 0.
0

¢ Familias de integrais no parametro a. Por acima estao bem definidas
as fungoes (dadas por integrais impréprias)

T

F(a) :/ e_axsmxdx sea>0, e Gla)= —/ e “sinzdr se a > 0.
0 0

Para todo a > 0 temos (por definigdo de integral impropria e pela regra de
Leibnitz para derivacao sob o sinal de integral prépria de Riemann),

F.(a) = / sl PN F(a) sen = 00, e Fl(a)= —/ e ““sinxdr.
0 z 0
o A integral representando F’(a) para a > 0. Seja > 0 arbitrario.
Seja € > 0. Para todo a > e x > 0 temos

o
/ e “sinxdx
n

Logo, F! converge uniformemente a G nos intervalos compactos de (0, co).
Ja vimos que F,,(a) — F(«) para cada « € (0, 00). Logo, por um resultado
de Célculo Bésico segue que F' é derivavel no semi-eixo aberto e positivo e

[Fl(a) — G(a) | =

o
§/ e‘ﬁxdaj<e, se n /2 0o.
n

F'(a) =G(a) = —/0 e ““sinxdr para todo a > 0.



o Computando a integral para F’(«a), onde « > 0. Neste caso, as fungoes
e~ sinx e e”*cos x sao integraveis impropriamente em [0, c0). Ainda,

o 00 (o9}
/ e “sinxdr = e_’“(—cosx)‘ -« / e “cosx dx
0 0 0

00 o0
=1—«a [e“” sinx| + « / e *“sinx dx}
0 0

o
=1- oz2/ e “sinzdx.
0

Donde segue

/OO —ax 1
e sinz dr = .
0 1"‘@2

E entdo imediato que

1
F,(O[) = —m, se o > 0.
(6]

o Computemos F'(«a), para a > 0. Existe uma constante real C' tal que
F(a) = —arctan(«) + C, para todo a € (0, 4+00).
E trivial ver que (cheque)
a—r+00 a—r+00

lim F(a)=0 e lim arctan(a)= g

Segue entao

F(a) = —arctan(a) + 3, para todo a € (0, 00).

¢ A continuidade de F' em a = 0. Seja o > 0 arbitrario. Seja € > 0.

Pelo critério de Cauchy para integrais impréprias, existe N > 0 tal que se

p>1r > N entao
Psinx
/ dx
s T

Fixemos r, com r > N. Definamos

<e.

xz

oo
S(p)z/ Smmdw, onde p € [r,00).

Segue

P - p
/ emoe 0T g, :/ e~ S (z) dz = e S (x)

X

p

+ /TP [e™"] S(z) d.

r

Temos S(r) =0 e |S(z)| < € para todo > r. Ainda, ae™** > 0. Logo,

o .
___sinx
/ e~ dx
. x

<ee 4 e€ [—e‘aw

P €
] = —, para todo a > 0.
6067"

T



Notemos que e*” > 1. Impondo p — 400, encontramos

o .
__sinz
/ e~ dx
. x

Vejamos proximo a origem. Sabidamente, para todos a > 0 e z > 0 temos

(10.1)

<€, para quaisquer a € [0,00)er > N.

sin x
<1l e e <1

X

A fungao —e™** é crescente, qualquer que seja o > 0. Segue

N osinz Nsin
e dr — dx
0 x 0 T

Portanto, por continuidade existe oy > 0 tal que

N sinw N sin
e dr — dx
0 'y 0 T

Concluimos entao que para todo « € [0, ] temos

oo : o :
__sinzx sinx
e dr — dx| =
0 T 0 x
N . N . 0o . 0o .
_sinx sin _sinzx sin z
e dr — dr| + e dr — dr| | <

0 xXr 0 xr N xr N X

o )
__sinz
e dx
N s

|F(a) — F(0)] <e+e+e paratodo a € [0, a).

N
< / (1—e*)dr < (1 —e*M)N.
0

(10.2)

< € para todo « € [0, ap].

[F(a)~F(0)] =

Pelas equagdes (10.2) e (10.1) segue

Isto é,
lim F(«) = F(0).

a—0

Conclusao. Pelos passos acima, temos

F(0) = / lr e F(0) = —arctan(0) + o
0

T
x 2 2

Fim da primeira solugao (baseada em integrais de Riemann e a
regra de Leibnitz para a derivagao sob o sinal de integragao).

Vide também
http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL. pdf.

Vide Préxima Pagina.


http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL.pdf

Segunda solugao (via integrais préprias e impréprias de Riemann
e o teorema de Fubini para integrais de Riemann de funcgoes
continuas). Baseada na solugao apresentada por André Porto.

A fungao (z,y) — e *¥sinx é continua no plano e Riemann integravel em
retangulos compactos. Dado b > 0, pelo teorema de Fubini para integrais
duplas (de Riemann) segue

b b b b
(1) / / e Wsinxdrdy = / / e sinx dydx.
o Jo o Jo

O integrando no lado esquerdo da equagao acima é dado por

b b
/ e Wsinxdr = —e "cosw
0

b
—/ ye “Ycosr dx
0

0

b b
= (1 — e ™cosb) — ye ™ sin:c‘ - / y’e Y sinz dr.
0 0

Isto é,

b s 1 — e ™cosb — ye " sin b
e sinzdr = )
0 1+y2

O integrando no lado direito da equagao (1) é dado por

y=b sin x
— 1 _ —bx kel
o (1—e™)—

b e~y
e Weinxdy = — sin x
0 x

Pelo primeiro limite fundamental sabemos que x +— (sinz)/x é continua.
Substituindo estas férmulas para tais integrandos na equacgao (1) segue

/b(l B e_bw)sinxdx _ /b 1 e ™coshb+ye ™sinb i
0 z o [1+¥? 14 y?

Logo,

/bsinxdx_/bsinxe_bmdx_/b dyQ—/bCOSb—'—yQSinbe_bydy.
o 0o o 1+y 0 L+y

Tal identidade apresenta quatro parcelas. Computemos o limite das trés
ultimas parcelas acima para b — +0o0.

o A segunda parcela satisfaz (cheque)

b : b —bx
sinxr _ _ €
e dr| < e dr = —
0 T 0 b

o A terceira é trivial, pois

v=b 1 —e

— 0seb — +o0.

x:O<_ b

b dy b T
— = arctan(y)) = arctan(b) — = se b — +o0.
0o 1492 0 2



o A quarta parcela. Analisando os casos 0 <y < 1ey > 1, segue
1+y <2(1+y?), para todo y > 0.

Retornando a quarta parcela temos (ver computo para segunda parcela)

/ cosb+ysinb Wy / bydy<2/ by g
0 1+ y? ’
se b — +o00.

Concluimos entao que

—+00 b -
/ Slnl‘dx ~ lim smxdx _ g&
0

Fim da seguda solugao (via integrais préprias e impréprias de
Riemann e o teorema de Fubini para integrais de Riemann de
fungGes continuas). Baseada na solugao apresentada por André
Porto.

Vide Préxima Pagina.



Terceira solugao (via integracao de Lebesgue) - apresentada em
Apostol - Analisis Matematico.

Seja g : [0,00) — R arbitrdria. Se g é Lebesgue integravel e Riemann-
imprépria integravel entao as corrrespondentes integrais coincidem.

Seja g : [0,00) — R continua. Se g é Lebesgue integrével, entdo g é Riemann-
imprépria integravel e as correspondentes integrais coincidem.

A fungao continua z +— 1/2?, onde = € [1,00), é Lebesgue integrével.
A funcao (cosz)/x?, onde x € [1,00), é continua, satisfaz a desigualdade

|cosz| 1

x2 T a2
e ¢ entao Lebesgue integravel [pois 1/z* é Lebesgue integravel em [1,00)].

Familias de integrais de Lebesgue no parametro a. Seja

F.(a) :/ e_“xsmxd:v, onde a € R.
0 x

Utilizando regra de Leibnitz para integrais préprias de Riemann e entao
integracao por partes duas vezes encontramos

Fl(a) = —/ e “sinxdr = —
0

Impondo n — oo, encontramos

efna(

—asinn —cosn) + 1
1+ a? '

Fl(a) — — 5, para todo a.

1
1+a?
Temos também
a+1)+1
1+ a?

|F ()] < ®(y) = e para todo o > 0.

Segue que
Gn(a) = Fl(a)xp.n () satisfaz |G,| < ® € L'([0,00)).

O teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos garante que

do T

/0 F(a)da = /0 F ()Xo (a)da — — /0 o o

Analisemos a integral

/On F/(a)da = Fy(n) — Fy(0).

Temos

Logo,




Dado b > 0, consideremos n = [|b|], o maior inteiro inferior a b. Temos

/bsinxdx:/"sinxdx+/bsinxdx:Fﬂ(())_i_/bsinxdx.
0 T 0 z n T n T

Impondo b — o0, é trivial ver que

b oo b
d 1
[ Bt < [ F-2 0
n T b n

1 n
b

Segue entao
sinx

lim dr = lim F,(0) = _ &
b—0 0 xT n—00 2

Fim da terceira solugao (via integragao de Lebesgue) - apresentada

em Apostol - Analisis Matematico.



El. (0,5) Seja (p;); uma familia em [0, +o0] e J uma reunidao de conjuntos Ji, com
k em IC, dois a dois disjuntos. Entao,

;Pj = ZZPJ'-

keK jedp



E2. (0,5) Sejam F': R — R crescente e continua a direita e pr a medida de Lebesgue-
Stieltjes induzida por F'. Mostre que F' é continua se e somente se temos

pur ({x}) =0, paratodo xz € R.



