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LISTA 7 DE EXERCICIOS

SECAO 3.1, p. 88

. (a) Seja v é uma medida com sinal. Entao, £ é v-nulo se e s6 se |v|(E) = 0.

(b) Se e v sdo medidas com sinal, tem-se:

v 1 [ se e somente se v* 1 u se e somente se V| L p.

. Seja v uma medida com sinal sobre (X, M) e E € M.

(a) L'(v) =L (Iv]).
(b) Se feL'(v), entdo | [ fdv| < [ |f]d|v|.

(c) Se |v| for semi-finita entao

lV|(E) :sup{‘/];fdu

. Se v =\ - p é uma medida com sinal, com A\ e p medidas positivas, entao

:feLl(z/)e|f|£1}.

A>viepu>v.

. Sejam ;e v, medidas com sinal. Suponha que ambas omitam o valor +oo

ou ambas omitam o valor —oo. Entao

|I/1 + I/2| < |V1| + |V2|.

. Seja v(F) = [ fdu, onde p1 é uma medida positiva e f é p-quase integrdvel
(i.e., p-integravel no sentido estendido). Dé as decomposi¢oes de Hahn de

v e as variagoes positiva, negativa e total de v em termos de f e pu.
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SECAO 3.2, pp. 92-93

8. v << p se e somente se |v| < p se e somente se vt K e v << .
9. Seja (v;); uma sequéncia de medidas positivas.

(a) Se v; L p, para todo j, entdo 72 v; L ju.

(b) Se v; < p, para todo j, entao Y72, v; < .

E1. Sejam v, vy e v, medidas com sinal, com a soma v; + 15 bem definida quando

mencionada, e y uma medida positiva sobre (X, M).

(a) v é concentrada em A se e somente se v*, v~ e |[v| também.

(b
(c
(

)
) Se vy L vy entdo |vy| L |vaf.
)
d) Se vy < e vy <<, entao vy + vy << L.
)
)
)
)

Se vy Lueuvs L pentao vy + vy L .
(e) Se v < u entao |v| < p.
(f
(g
(h

Se v < e vy L entao vy L vs.
Se v<<perv Ll uentao v=0.
Se v; 1 15 entao
|1 + o] = 11| + |val.
i ao vy, vy,vy evy saod d ingul
(i) Sewy Ly entao vy, vy, v3 e vy sao duas a duas mutuamente singulares.

(j) Se v = fdu, com f p-integravel estendida entao
vt =ftdy e v fdp.
12. Para j = 1,2, sejam v;, u; medidas positivas o-finitas sobre (X, M;) tais

que v; < ;. Entao V1 XVy K 1 X g €

d(Ul X 1/2) dl/l dVQ
—— " (21, 29) = — (1) —=(22).
T ) ) = gy (1) g, ()



13. Sejam X = [0,1], a o-algebra M = By}, a medida de Lebesgue m e a
medida de contagem g definida em M.

(a) m < p, mas nao existe f p-quase integrével (isto é, uma fungao pu-
integravel no sentido estendido) tal que dm = fdpu.
(b) p nao admite decomposi¢ao de Lebesgue com respeito a m.
14. Sejam v uma medida com sinal arbitraria (ndo necessariamente o-finita) e

p uma medida positiva o-finita em (X, M) tais que v < pu. Entdo existe
f X > [-00,00] que é p-quase integravel e tal que dv = fdu. Como
sugestao, use o seguinte roteiro:

(a) E suficiente demonstrar o caso em que y é finita e v é positiva.

(b) Com tais hipdteses, existe um conjunto E o-finito segundo v tal que

w(E) > p(F) para todo F' que é o-finito segundo v.

(c) O teorema de Radon-Nikodym se aplica em E. Se F' é mensuravel e
FnE =g, temos v(F) =pu(F)=0ouentao u(F)=0e |[v(F)|=oo.

16. Sejam p,v e A medidas o-finitas em (X, M) tais que

dv
A= = —.
V<<, u+v e f Y
Entao, p ;
v
0< 1 p-qs. e —=—.
<f<1 p-gs. e i 1-F



