MEDIDA E INTEGRACAO - MAT 5798 - IME 2016

Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Lista 3 de Exercicios - Secoes 2.1, 2.2 e 2.3

Resolva, no minimo, os dez exercicios marcados com asterisco.

El.

2>I<

3>I<

8>I<

(Lema de Borel-Cantelli). Seja (FE,)y uma sequéncia de conjuntos

Lebesgue-mensuraveis em R tal que

> m(E,) < oo.

Entao, quase todo x € R esta em no maximo uma quantidade finita de E,,,.

SECAO 2.1, pp. 48-49

. Seja f: X >R eY = f1(R). Entdo, f é mensurdvel se e somente se

fl{-00})eM, f1({oo})eM e f émensurdvel sobre Y.

Sejam f, g : X - R mensurdveis.

(a) fg é mensuravel (onde 0- (xo0) =0).

(b) Fixe a € R e defina

h(z) = { a, se f(z)=-g(x)==xo00, e

f(x) + g(x),caso contrério.
Entao h é mensuravel.

Seja (fn)nen uma sequéncia de fungdes mensuraveis em X. Verifique que o

conjunto {z € X : existe lim f,(x)} é mensurédvel.
Seja f: X > R. Se f*l((r, oo]) € M, para todo r € Q, entao f é mensurdvel.

Se f:R - R é mondtona, entao f é Borel-mensuravel.



9>I<

11*

E2*

13*

Sejam f:[0,1] - [0,1] a fungao de Cantor-Lebesgue ¢ g(z) = f(z) + .

(a) g é uma bijegao de [0,1] em [0,2] e h = g~! é continua.
(b) Se C é o conjunto de Cantor entao m(g(C)) = 1.

(c) Pelo Exercicio 29, capitulo 1, g(C) contém um conjunto A que nao é
Lebesgue mensuravel. Seja B = g7'(A). Entao, B é Lebesgue men-

suravel mas nao é um boreliano.

(d) Existem uma funcdo Lebesgue mensuravel F' e uma fungao continua

G sobre R tais que F' o GG nao é Lebesgue mensuravel

Seja f: RxR* > R tal que f(x,-) é Borel-mensurdvel para cada x e f(-,y) é
continua para cada y. Definamos, para cada n € N, as funcoes f,, : RxR*¥ - R
como segue. Para cada i € Z, consideremos a; = i/n e, para a; < T < G;41:

Fulz,y) = flag,y) - (x—a;) + f(ag1,y) - (a1 —x)

Qi1 — Q4

Entao, para cada n, a funcao f, é Borel-mensurdvel em R x R* e f,, - f
pontualmente. Portanto, f é Borel-mensuravel. Conclua, por indugao em
n, que toda funcao R” — R separadamente continua em cada variavel é uma

funcao Borel-mensuravel.

Sejam (X, M =2X 1), onde p é a medida de contagem, e f: X — [0, c0].
Entao feL" e

]fw=;f

Portanto, f é integravel com respeito a medida de contagem se e somente f

é somével (no sentido da lista 0; i.e., se a familia f : X — [0, 00] é somavel).

SECAO 2.2, p. 52.

Seja (f,) c L* satisfazendo f, > fe [ fdu=1lim [ f, du < co. Entao, temos

lim/fndu:/fdu, para todo E € M.
E E

Mostre que isto nao é verdade, em geral, sob a hipotese

[fdu:hmffndu:oo.



14*

15.
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17.
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Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e f € L". Definamos
AE) = f fdu, para todo E € M.
E

Entao A é uma medida em M e, para toda g € L* temos

fgd/\:[gfdu.

Sugestdo. Suponha, inicialmente, g simples.

Seja (fn) c L* tal que f,, N f pontualmente e [ fidu < oo. Entdo,

[fd,uzlimffnd,u.
/fdu<oo.

Entao, dado € > 0 existe um conjunto pu-mensuravel F satisfazendo

u(E)<oo e Lfd,u>(ffdu)—e.

Assuma o Lema de Fatou e deduza o Teorema da Convergéncia Monétona.

Seja f € L™ tal que

Se Ei, Fy e E3 sao subconjuntos de R, dizemos que
FE = E1 X E2 X E3

é um retangulo em R3 e cada E; é um lado ou aresta de E. Se os lados
de FE sdo intervalos, entao E é um paralelepipedo em R3 (com lados para-
lelos aos hiperplanos coordenados). Um cubo em R3 é um paralelepipedo

fechado cujos lados tem igual comprimento.

Dado k € Nu {0}, seja Cy a colegdo dos cubos de lados com comprimento
1/2F e com vértices na grade (Z/2%)3 = Z]2% x Z]2% x Z]2*. Tsto é,

3

- b 4 kg . kp . s30 intei s =

C =[]laj,b;] € Cx se e s6 se 2¥a; e 2°b; sdo inteiros e b; — a; =
=1

J 2k

Verifique as afirmacgoes abaixo.



(1) O R3 ¢ a reunido dos cubos na colegao Cy, e tais cubos tem interiores
disjuntos. Os cubos em Ci,1, sao subcubos dos cubos em Ci e sao
)

obtidos bisectando os lados dos cubos em Cy.

(2) A colecao dos cubos diadicos é
U Cs.
k=0

Dados dois cubos diadicos, ou um deles esta contido no outro ou seus
interiores sao disjuntos.

(3) Todo aberto é unido contavel de cubos diddicos.

(4) Podemos supor que os cubos em (3) tem interiores disjuntos.



