MEDIDA E INTEGRACAO - MAT 5798 - IME 2016

Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira
Lista 2 de Exercicios - Secao 1.4, p. 32

Resolva, no minimo, os oito exercicios marcados com asterisco.

Definicao. Uma pré-medida é uma medida numa algebra.

Notacao. p* indica uma medida exterior.

18. Sejam A c P(X) uma &lgebra, A, a colecao das unides contaveis de con-
juntos em A e A,s a colecao das interseccoes contaveis de conjuntos em A, .
Sejam o uma pré-medida em A e p* a medida exterior induzida por .

(a) Dados Ec X e €>0, existe Ae A, tal que Ec Ae pu(A) <p (E)+e.

(b) Se p*(F) < oo, entdao F é p*-mensuravel se e somente se existe algum
BeAys tal que Ec Be p*(BNE)=0.

(c) Se g é o-finita, a restri¢ao p*(E) < oo no item anterior é supérflua.

19* Seja p* uma medida exterior em X induzida por uma pré-medida finita pq.

Dado F c X, defina a medida interior de £ por

e (E) = po(X) = p* (E°).

Verifique que E é p*-mensurédvel se e somente se u*(E) = . (E).

20* Sejam p* uma medida exterior sobre X e M* a o-algebra dos conjuntos

p*-mensuraveis. Sejam v = p*|p+ e v* a medida exterior induzida por v.

(a) Dado E c X, temos u*(E) <v*(FE), valendo a igualdade se e somente
se existir A e M* tal que Ec A e p*(A) = u*(F).

(b) Se p* for induzida por uma pré-medida, entao
wr=vr.
Dica: 18(a).

(c) Se X ={0,1}, existe uma medida exterior p* sobre X tal que pu* # v*.



21. Consideremos p* induzida por uma pré-medida e p a restricao de p* aos

conjuntos p*-mensuraveis. Entdo, p é saturada (v. exerc. 16, segao 1.3).

22* Sejam (X, M, u) um espago de medida, p* induzida por pu, M* a o-dlgebra

dos conjuntos p*-mensuraveis e 1t a restricao de p* a M*.

(a) Se p é o-finita entao @ é o completamento de .

(b) Em geral, iz é a saturagao do completamento de .

23. Seja A a colegao de todas as unides finitas de conjuntos da forma
(a,b]n Q, com —o0<a<b< oo.

Verifique as afirmagoes abaixo.
(a) A é uma dlgebra sobre P(Q).
(b) A o-édlgebra gerada por A é P(Q).

(c) Defina (@) =0 e po(A) = 00 se @ + A e A. Entao, py é uma pré-

medida e existe mais de uma medida sobre P(Q) que estende py.

24. Sejam g uma medida finita em (X, M) e p* induzida por u. Seja E um
subconjunto arbitrario de X tal que p*(E) = p*(X).

(a) Se ABe Me AnE=BnE, entao u(A) = u(B).

(b) Considere
Mp={AnE:AeM}.

Defina v: Mg — [0, 00] por
V(AN E) = u(A)

(o que é uma boa defini¢do, pelo item anterior). Entdo Mg é uma

o-algebra sobre E e v é uma medida sobre Mg.



El.

26.

E2.

Secao 1.5, p. 39-40

Seja m : L - [0,00] a medida de Lebesgue (i.e. a medida de Lebesgue-
Stieltjes induzida pela funcao identidade), onde £ designa a colegao dos

conjuntos Lebesgue mensuraveis.

Complete a prova do Teorema 1.9, nota de aula p. 26-27. Introduzamos a

notagao: dados F c R e h,t e R, (h de homotetia e ¢ de translagao) sejam
hE={hx:zeE} ¢ E+t={x+t: xeFE}.

(a) Bg é invariante por homotetias e translagoes.

(b) Dados E € Bg e h,t € R, sejam my(E) = m(E +t) e m"(E) = m(hE).
Entao, m; e m" sao medidas que coincidem com m e |h|m sobre as

unioes finitas de intervalos quaisquer, as quais formam uma algebra.

(c) A classe N dos conjuntos de Lebesgue de medida nula é invariante por

translacoes e homotetias.

(d) A classe £ dos conjuntos Lebesgue mensurdveis é invariante por translagoes

e homotetias.

(e) Para todo F € L, temos my(E) =m(E) e m"(E) = |hjm(E).

Sejam (R, M,,, 1) um espago de medida de Lebesgue-Stieltjes e E' € M, tal
que p(E) < oo. Entao, para todo € > 0 existe uma reuniao finita disjunta de

intervalos abertos, A c R, tal que u(EAA) <e.
Todo z € [0,1] admite uma representacao na base 3 da forma
0.z129:-.
Isto é, existe uma sequéncia (x,)y c {0, 1,2} tal que
n=1

Tal representagao diz-se finita ou eventualmente nula se existir N € N
tal que z, = 0 para todo n > N. Caso contrario, diz-se que a representacao

¢ infinita.



Prove as afirmacoes abaixo

(a) x €[0,1] admite uma representagao finita x = 0.z1x9-- na base 3 se e

somente se existe n € N e ke {0,...,3" -1} tais que x = k3™,

(b) Todo z € (0, 1] admite uma tnica representacao infinita, na base 3, na

forma x = 0.2129---.

Com a notagao da questao anterior, associemos a cada « € [0, 1] uma repre-

sentacao na base 3, x = 0.x125--, da seguinte forma:

e se x nao admitir representacao finita, associemos a x a Unica repre-

sentacao possivel;

e se x admitir representacao finita 0.z;---xn0---, com zy # 0 e x,, =0
para n > N: se xxy = 2, associemos a x a referida representacgao; se xy

for 1, associemos a x a representacao infinita, i.e. 0.x1---xn_10222--.

Chamemos tais representacoes de normalizadas.

E3* Seja C o conjunto ternério de Cantor (vide Lista 0), constituido pelos pontos

de [0, 1] em cuja representacao normalizada nao aparece o digito 1. Verifique:

(a) E bem definida a aplicacao f: C' - [0,1] tal que, se a representacao
ternaria normalizada de z é dada por 0.z1x9--, entdao f(z) € [0,1]
tem representacao bindria dada por 0.y192:++, onde temos y, = x,/2
para todo n. A fungdo f é sobrejetiva e card(C') = ¢. Além disso,
[ ¢é crescente e, dados x,y € [0,1] com = < y, entdao f(z) = f(y) se
somente se (x,y) é um dos intervalos que se removeu em alguma etapa

da construgao do conjunto de Cantor .
(b) Mantendo a notagao, defina F :[0,1] - [0,1] por F|c = f e, em cada
intervalo (x,y) que se removeu em alguma etapa da construgao do

conjunto de Cantor, F' é constante e igual a f(x) = f(y). Mostre que

F' é crescente e continua. F' é a funcao de Cantor-Lebesgue.

E4. Sejam B e L, respectivamente, as o-algebras de Borel e de Lebesgue em R.
Mostre que card(B) = ¢ e card(L) = 2°. Conclua que B ¢ L.
Sugestdo. Proposicao 1.23 em Folland.
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28% Seja ur a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a F': R - R crescente e

continua pela direita. Verifique:

pr({a}) = F(a) - F(a-)
pr(la,0)) = F(b-) - F(a-)
pr([a,b]) = F(b) - F(a-)
pr((a,b)) = F(b-) - F(a).

29* Seja E' um conjunto Lebegue mensuravel

(a) Se E c N, com N o conjunto nao mensuravel em 1.1, entao m(FE) = 0.

(b) Se m(FE) >0, entdo E contém um conjunto nao mensuravel.

Sugestdo. Assuma E c [0,1]. Com anotacaoem 1.1, E =U,(EnN,).

30. Se E€ L em(E) >0, entao para qualquer a < 1 existe um intervalo aberto
I tal que m(EnI)>am([]).

31* Se E e L em(E) >0, entdo o conjunto £ - E = {x -y : z,y € E} contém

um intervalo centrado em 0.

Sugestdo. Se I é como no exercicio 30, com « > 3/4, entdo E — E contém o

intervalo

33* Existe um conjunto de Borel A c [0,1] tal que

0<m(AnI)<m(]) para todo subintervalo I.

Sugestdo. Todo sub-intervalo de [0, 1] contém um conjunto de Cantor de

medida positiva (vide notas de aula).



