MEDIDA E INTEGRACAO - MAT 5798 - IME 2016

Prof. Oswaldo Rio Branco de Oliveira
Lista 1 de Exercicios

Resolva, no minimo, os oito (8) exercicios com asterisco.
E1* Seja f:[a,b] — R limitada. Sejam

M(z) = lim( sup f(y)) ., m(x) = lim( inf f(y)) :

-0 0<|y—=|<5 -0 \O<|y—z|<6

(a) Se d 0 entao sup f(y) decresce enquanto inf f(y) cresce.
O<[y-z|<d 0<|y—z|<o

(b) lim f(y) = L se e somente se M (x) =m(x) = L.

Y-z

EXERCICIOS DO FOLLAND
SECAO 1.2

1* Uma familia R ¢ P(X) chama-se um anel se é fechada por uniodes finitas
e diferencas (i.e. se Ey,...,E, € R entdo UTE; € R e, ainda, se E,F € R

entdao '\ F'e€ R). Um anel fechado por unides enumeraveis é um o-anel.

(a) Anéis (0-anéis) sao fechados por intersecgoes finitas (enumeraveis).

(b) Se R é um anel (c-anel), entdo R é uma algebra (o-dlgebra) se e

somente se X € R.
(c) Se R é um o-anel, entdao {E£ c X : E € R ou E¢€ R} é uma o-élgebra.
(d) Se R é um o-anel, entdo {Ec X : EnF e R,VF € R} é uma o-algebra.

3. Seja M uma o-algebra infinita.

(a) M contém uma sequéncia infinita de conjuntos disjuntos.

(b) card(M) > ¢, onde ¢ = card(R).

4. Uma algebra A é uma o-algebra se e somente se for fechada por unices

enumeraveis crescentes. Isto é, se (E,)neny € A é crescente, entdao UyE, € A.



5. Se M ¢ a o-algebra gerada por &, entao M ¢é a uniao das o-algebras Mz

geradas pelos subconjuntos enumeraveis F da colecao €.

SECAO 1.3

7. Se i, ..., by, sao medidas em (X, M) e aq,...,a, €[0,00), entao
Zaim
i1

¢ uma medida em (X, M). Isto vale para familias arbitrarias (i, )i; de

medidas e familias arbitrarias (a;); ¢ [0,00)7 Isto é, a férmula

= Z Qi
iel
define uma medida em (X, M)?

8% Sejam (X, M, 1) um espago de medida e (E,)y c¢ M. Definamos

liminf F,, = U ﬂ E, e limsupFE, = ﬂ U E,.

k=1n=k k=1n=k

Verifique:

(a) liminf £, = {z: x € E, para todo n exceto uma quantidade finita de n's}.
(b) limsup E,, = {x: x € E, para uma quantidade infinita de n’s}.
(¢) p(liminf £,) <liminf u(E,).
)

(d) p(limsup E,) > limsup u(E,), se p(UnE,) < oo.
9* Sejam (X, M, ) um espago de medida e E, F' € M. Entao, vale a identidade

p(EUF)+p(EnF) = pu(E)+p(F).

10* Sejam (X, M, i) um espago de medida e E € M. Defina
pe(A) = u(EnA), para todo Ae M.

Mostre que pup é uma medida.



11.

12*

13.

14.

15%

Seja X um conjunto nao vazio e M uma o-algebra sobre X. Seja 1 uma
medida finitamente aditiva em (X, M) [isto é, u: M —[0,00] é tal que
w(2) = 0 e, ainda, para toda sequéncia finita (FE,)"=%¥ ¢ M de conjuntos
disjuntos temos u(U5 E,) = Z'f,u(En)] Verifique:

(a) p é uma medida se e somente se p é continua inferiormente.

(b) Se p(X) < oo entdo,  é uma medida se e s6 se i é continua superior/e.

Seja (X, M, ) um espago de medida finita. Sejam F e F' em M.

(a) Se u(EAF) =0 entao u(E) = u(F).
(b) Defina E ~ F se u(EAF) = 0. E “~” uma relacao de equivaléncia?
(c) Defina p(E, F') = p(EAF). Entao

p(E,G) <p(E,F) +p(F,G).
Mostre também que p define uma métrica no quociente M/ ~.
Toda medida o-finita é semi-finita.

Sejam g uma medida semi-finita e £ mensuravel tal que p(FE) = co. Entao,

para todo C' > 0, existe F' ¢ ' mensuravel tal que

C < u(F) < oo.

Seja (X, M, ) um espago de medida. Defina a funcao pg sobre M por
po(E) =sup{u(F): F c E mensurdvel e u(F') < oo}.

(a) po é uma medida semi-finita, chamada parte semi-finita de p.

(b) Se u é semi-finita, entao

Dica: exercicio 14.

(c) Existe uma medida ¥ em M (em geral, ndo é iinica) que assume apenas

valores 0 e oo satisfazendo

M=otV



16* Seja (X, M, p) um espago de medida. Um conjunto £ ¢ X diz-se local-
mente mensuravel se £n A e M para todo A € M tal que p(A) < oo.
Seja M, 0 colecao de todos os subconjuntos localmente mensuraveis de
X. Entao, M c My,.. Se ocorre My, = M, dizemos que u é saturada.

(a) Se p for o-finita, entdo u é saturada.
(b) Mjee é uma o-élgebra.
(c) Defina

v(E)=u(E), se Ee M, ev(E) =00 se E e M\ M.

Entao v é uma medida saturada sobre M., dita saturacao de pu.
(d) Se p for completa, v também o é.

(e) Suponha que p seja semi-finita. Dado E € M., defina
vo(E) =sup{u(A):Ae Me Ac E}.

Entao, vy é uma medida saturada em M, que estende .

(f) Sejam X7, X, conjuntos disjuntos nao enumeraveis e X = X; u Xo.
Sejam M a o-algebra dos subconjuntos enumeraveis ou co-enumeraveis

de X e pp a medida de contagem sobre P(X7). Defina p sobre M por

u(E) = po(En Xy).

Entao, u é uma medida sobre M e My, = P(X). Ainda mais, com a

notacao dos itens anteriores temos v # 1.



