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Justifique todas as passagens, com uma redacao clara e nao carregada em simbologia.
BOA SORTE!

1. Um Teorema da Func3o Implicita Complexo. Seja F' = F(z,w) continua em um
aberto de C x C e a valores em C. Suponha F' derivavel na varidvel w, para cada
z fixado. Denotemos tal derivada por

Seja (2o, wp) tal que

OF
F(Zo,wO> =0 e a—w(Zo,wO) 7é 0.

(a) Mostre que existe um raio p > 0 para o qual temos
F(zy,w) # 0 para todo w € D(wp;p) \ {wo}-
(b) Mostre que existe um raio r > 0 tal que para todo z € B(zp;7),
existe um unico w = p(z) € B(wy; p) que satisfaz F(z,¢(z)) = 0.
Dicas. Considere m = min |F(zp; w)|. Use continuidade uniforme.

lw—wo|=p

(c) Mostre a férmula

1 9E (2,
/ %dw, onde z € B(zg; 7).

S(wo;p)

(d) Suponha que F' é derivéavel (holomorfa) na varidvel z, para cada w fixado.
Mostre que ¢ é derivavel e (a derivada de F' em relagao a z é 0F/0z)

,Z::_%§wnw
¢'(2) ()

(e) Enuncie o Teorema da Fungao Inversa Complexo e sua férmula de repre-
sentacao, vistos na P2. Prove tal teorema da funcao inversa complexo
utilizando a versao do teorema da funcao implicita complexo apresentada
ao longo desta questao [nos itens (a), (b), (c¢) e (d)].



. Sejan € N*={1,2,3,...}. Compute

teoqt
(a) /Oo 1+ )

T cos2mx
b —_—dx.
(®) /_OO PUNTPERTE e

. Compute.
* Inzx
d
(a) /0 1+ 22 o
T cosw
b d
O [, et
. Compute
o gin?x
(a) /OO . +:E2dx
< 1
(b) / %daj, onde 0 <a<1.
o I%zZ
. Compute

(0) /_OO (2 +2x +2)(22+4)

. Compute, utilizando residuos

“+oo 6ax
d 0<a<l.
@ [ {rade 0<a

oo

(b) /_ R

[e.e]

. Sejam [ e g funcoes holomorfas em uma vizinhanca de z = a. Suponha que
z = a é raiz dupla de g(z) = 0 e que f(a) # 0. Prove que o residuo de

f(2)
9(2)

no ponto z = a é




8.

10.

11.

12.

Seja f meromorfa na esfera complexa e satisfazendo as condicoes

(a) f(0)=0, f(=1)=2e f(3) = 3.
(b) f tem um polo simples em z = 1 com residuo 1.

(¢) f tem um polo triplo em z = 2, com residuo 2.

Determine f e calcule seu desenvolvimento de Laurent na coroa

{z:1< 7| <2}

Seja f(z) analitica na bola aberta B(0;1) e com f’(z) limitada neste disco.
Mostre que f pode ser estendida continuamente ao disco D(0; 1) e que a extensao
¢ uniformemente continua em D(0;1).

Seja f(z) analitica na bola B(0;1), com f(0) = 0. Prove que a série de fungoes
B(z) = f(2) + f(F) + oo fE)

¢ analitica em B(0;1).

Mostre que existe uma sequéncia de polinémios (F,) tal que

P,(0) =1, paratodon, e lim P,(z) =0 para todo z € C*.

n—oo

Comparando coeficientes no desenvolvimento da série de Laurent para cot(7z) e
de sua expressao como uma soma em fracoes parciais,

1 X2
meot(mz) = 2 +Zm,
n=1

encontre os valores de [atencao, justifique todos os passos necessarios]

@ OND e © Y

n>1 n>1 n>1

13. Encontre uma forma fechada para

400 1

P et

n=—oo



14. Utiliza a férmula

T I +Zm (-1 1 N f( 1y 2z
= lim — = - -
sin(mz) m—too £~z —n z 22 —n?

para encontrar o desenvolvimento em fragoes parciais da funcao

1
cos(mz)’

Com a férmula obtida, mostre entao que

Tty +
4 3 7
15. Qual o valor de
+00 1
PO porwm X
= (z+n)+a

16. Uma férmula substituindo o método dos coeficientes indeterminados e o método do
anulador. Considere o operador diferencial linear de ordem n e com coeficientes
reais, na variavel real ¢ e com I o operador identidade sobre o espago C*(R;C),
dado por

d d"” dr1 d
Pl=)=a — P T, - I _
(t) an, t”+&"1 tn—1+ + aq t+a0 [an#O]

Considere o polinomio caracteristico
p(A) = a, A" + -+ - + a1 A + ag, onde A € C.
Sejam @ = Q(t) uma fun¢do em C*°(R;C) e um nimero complexo arbitrario .

(a) Mostre que

d t (n) n 8 1 ' !/
() oo~ [l o e 5

(b) Utilizando a férmula em (a), encontre uma solugao particular de
2" — 32" 4 42’ — 20 = t*e' sint.
2" — 42" 4 62’ — 42 = t* €' cost.
(c) Suponha que 7 é uma raiz de ordem m de p(\) = 0. Mostre que
zi(t) =) ay(t) =t .., ap(t) =t e
sao solugoes da edo homogénea

anz™ + a2V 4 aga” + asx” + arx’ + ag = 0.



17. (Representagdo). Seja f holomorfa em B(0; p). Suponhamos 0 <7 < R < p.

(a) Seja z € B(0; R). Mostre que

fo = [T f(Re”)Re(w)dG.

27 J, Re® — z

(b) Mostre que

Re Re® +r\ R% — 2
Re®® —r )  R2—2Rrcosf + r?’

18. (O reverso do teorema de Runge). Seja K um compacto cujo complementar nao
é conexo. Mostre que existe uma fungao f holomorfa em uma vizinhanca de K
cuja restri¢ao f|x nao pode ser aproximada uniformemente por polindémios.

19. (a) Determine a forma geral de uma fungao analitica em C* = C \ {0} que
tenha um polo de ordem n em z = 0 e um polo de ordem m no infinito.

(b) Determine os residuos da funcao

10 = e (U5)

nos pontos z = 2, no ponto co e em z = 0.

20. Caracterizagdo trés-pontos de uma fungdo holomorfa (autor desconhecido). Comu-
nicado por R. B. Burckel. Seja

f:B(0;1) — B(0;1)

uma funcdo arbitraria (ndo é necessério que f seja continua). Suponhamos que
f possui a seguinte propriedade: dados trés pontos z1, z2 e z3 na bola B(0;1),
existe uma funcdo holomorfa h : B(0;1) — B(0;1) (dependendo dos trés pontos
dados) tal que

h(z1) = f(21), h(z2) = f(z2) e h(zs) = f(z3).
Seguindo o roteiro abaixo, prove que f é holomorfa.

o Suponha f(0) = 0.

(i) Mostre que (use o Lema de Schwarz)

{f(z) Dz # 0} ¢ (em mddulo) limitado por 1.

z



(ii) Mostre que existe uma sequéncia (w,) e um a € D(0; 1) tais que

w, -0 e M—>a€D(0;1).
W,

(iii) Considere uma sequéncia arbitraria (z,) C B(0;1) \ {0} tal que
Zn — 0.
Mostre que existe h, : B(0;1) — B(0; 1) holomorfa tal que
hn(0) =0, hu(z,) = f(zn) e hy(w,) = f(w,), paracadan € N.
(iv) Mostre que (use o Lema de Schwarz)

hy,

gn(z) = ﬁ, para cada n em N,
z

¢ holomorfa e g, : B(0;1) — B(0;1).

(v) Mostre que existe uma subsequéncia (g,,) e g holomorfa em B(0;1) tal
que

gn, — g uniformemente sobre os compactos de B(0;1).

(vi) Mostre que
f(Zm) B, (an)

= = gn,;(2n,) — 0 se j — o0

Zn;

Zn;

e também que

f(wnj) _ b, (wnj>

W,

= Gn, (Wn,;) — 0 se j — oo.

W,

(vii) Combinando (b) e (e), mostre que

2.
existe lim M =q
J=oo Zp,

(viii) Conclua que
im

n—oo Z’I’Z

e que existe a derivada de f na origem e que
1(0) = a.

o Para finalizar, conclua que f é derivdavel em todo ponto da bola B(0;1).



