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Lista 9 de Exercicios

Faca os exercicios abaixo com uma redacao clara e nao sobrecarregada em simbologia.

1* Seja Q aberto e nao vazio em C. Dizemos que 2 é conexo por segmentos paralelos
aos eixos se dados quaisquer dois pontos p e g, ambos em (2, existe uma sequéncia
finita de pontos {po = p, p1,-..,pn = ¢} contida em €2 tal que cada segmento linear

{tpjo1+ (1=t)p; : t€[0,1]}, onde j=1,...,n,

é paralelo a um dos eixos coordenados e esta contido no aberto €.

Mostre que €2 é conexo se e somente se {2 é conexo por segmentos paralelos aos eixos.
2* Mostre que é possivel definir uma determinacao analitica e tinica de
z-1 —_—
log (—) em C~ B(0;1),
z+1
se impormos que seu limite no infinito é zero.

3. Encontre a imagem dos conjuntos abaixo, pela transformacao de Mobius

zZ—1

p(z) = P

a) A semi reta superior ¢t, com t > 0.

(a)

(b) A circunferéncia de centro 1 e raio 1.

(c¢) A linha horizontal i +t, com t € R.

(d) A semi circunferéncia |z| = 2, com Im(z) > 0.
)

(e) A semi reta vertical Re(z) =1 e Im(z) > 0.

4. Encontre os pontos fixos das transformagoes de Mobius:

(a) o(z) = 22 (1) o) =
(0) $(z)= 2 (4) o(z) = 2

5. Seja Ry, = Rw {oo}. Consideremos a transformagao de Mobius

az+b

#(z) = cz+d

Mostre que temos ¢(Rs) = Ry, se e s6 se podemos escolher a,b,c e d em R.



6* Sejam z; um ponto arbitrario em C = Cu {co} e 2y, 23 € 24 pontos distintos em C.
Definimos o produto cruzado

[2’1,22,23,24] por T(Zl),
com T a tnica transformacao de Mobius mapeando 29, 23,24 em 1,0, c0, em ordem.

(a) Suponha que 29, 23 € z4 sdo nimeros distintos. Ache uma expressao para 7'(z).
(b) Encontre expressoes para T'(z), nos casos : zy = 00, 23 =00 € z4 = 00
(c) Suponha zq, 29, 23 € z4 nimeros distintos. Mostre que

T(z ) _ [Z 2. 23 z4] _ Z:Z _ (2’1 - 23)(22 - 2’4)
1) =21 : = 2= = )
B 228 (n-z) (22— 23)

(d) Seja ¢ uma transformacao de Mobius. Mostre que
[C1:C2, G5, Ca] = [21, 22, 23, 2], onde (j =p(2;) e j=1,2,3,4.
Sugestao. Analise separadamente: translagoes, inversoes e multiplicagoes.
7. Compute os produtos cruzados:

(a) [7”,1,0, 0o].
(b

) [2,1-14,1,1+14].
(c) [0,1,4,-1].
(d) [1-14,00,1+1,0].
8. Considere a transformacao de Mobius
az+b
= 1 - )
w(z) = p— (logo, ad-bc +0)

Encontre 29,23 € z4 [em termos de a,b, ¢ e d] tais que
%0(2) = [2722723724]'
9* Sejam 2z, 29, 23 € z4 distintos na esfera de Riemann C=Cu {oo}.

(a) Prove que z1,29,23 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia ou a uma
mesma reta se e somente se seu produto cruzado é um nimero real.

(b) Suponha que z1, 29, 23 € z4 pertencem a uma mesma circunferéncia. Mostre que
|21 — 23||22 — 24| = |21 - 22|23 — 24| + |22 — 23]|24 — 2]

10* Seja I' uma circunferéncia (generalizada) pelos pontos zg, 23 € z4 em Co, = CU {o0}.
Dois pontos z e z*, ambos em C,,, sao ditos simétricos com relacao a I' se

[2%, 22, 23, 24] = [2, 22, 23, 24]-

Mostre que a definicao de simetria independe dos pontos escolhidos em I'. Isto é, se
wa, W3, Wy SA0 outros trés pontos em I', entao a equagao destacada acima é satisfeita
se e somente se temos

[Z*7w27 w37w4] = [Z,U)Q,wg, UJ4].



