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Lista 5 de Exercicios

Notagao: €2 é um aberto nao vazio. A menos que alertado o contrario, os exercicios
e resultados citados se referem a fungoes analiticas ou a fungoes inteiras, ambas no
sentido de Weierstrass. Os exercicios destacados com * serdo bastante usados.

Prove suas afirmagoes, com uma redagao clara e nao sobrecarregada em simbologia.

1* Seja Q c C um aberto conexo e nao vazio e a € £). Mostre que Q ~ {a} é conexo.

2* Sejam (X, d) um espago métrico e C' um subconjunto conexo de X. Mostre que

se CcDcC, entao D é conexo.

3*. Seja F uma familia em A(€2) e localmente limitada. Demonstre, utilizando o Lema
de Schwarz, que F é equicontinua sobre cada compacto K contido em ().
Sugestbes. Mostre as afirmagoes abaixo (e depois conclua com o Lema de Schwarz).

(a) Existe r >0 tal que K(r)={z:d(z; K) <r}cQ. Ainda, K(r) é compacto.
(b) Existe M >0 tal que |f(2)| < M, para toda f € F e para todo z em K(r).
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(c) Dados quaisquer a € K e f € F, a fungao f(z) aplica o disco

D(0;1) em D(0;1) e satisfaz f(0) = 0.
4*. Mostre que se F c A(§2) é uma familia normal (relativamente compacta) entao
F® = {f®: feF}
¢ uma familia normal para cada k em N.
5. Verifique as seguintes familias de fungdes sdo normais (relativamente compactas).
(a) F={f:Q— B(a;r) tal que f é analitica}.
(b) G={f:B(0;1) > C tal que f(z) =Y a,z" e |a,| < 1 para todo n € N}.
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6* Demonstre que ), — = lim (1 + ;) )
n=0 "
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7*. Verifique as férmulas, para z e w arbitrarios no plano complexo,

sen?z + cos?z = 1,

sen (z +w) = sen z coOsw + COSz sen w,
cos(z + w) = coszcosw — sen z sen w.

8. Mostre que a seguinte fungao nao é complexa-derivavel (i.e., holomorfa),

f(z)={ (e)‘z , sezeCr,

se z=0

mas valem as equacgoes de Cauchy-Riemann em todo ponto. Compare tal exemplo
com o teorema de Looman-Menshov em Narasimhan & Nievergelt, 2nd ed., p. 7.



