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5ª LISTA DE EXERCÍCIOS

1. Determine supX , infX,maxX e minX em cada um dos seguintes casos:

a) X ��a, b� , �a, b� , �a, b� ou �a, b� ; com a, b > R e a � b .

b) X �� �ª, a� , �a,�ª� , � �ª, a� ou X ��a,�ª� ; com a > R .

c) X � �2�n S n > N� e X � �2�n S n > N� 8 �0� .

2. Sejam X e Y dois subconjuntos não vazios de R, com X ` Y . Verifique que

inf Y B inf X B sup X B sup Y .

3. SejaX e Y subconjuntos não vazios e limitados em R. Definamos o conjunto

X � Y � �x � y � x >X e y > Y �. Verifique as afirmações abaixo.

(a) X � Y é limitado

(b) sup�X � Y � � supX � supY

(c) inf�X � Y � � infX � inf Y .

4. Seja X um subconjunto não vazio de R. Suponha que X é limitado inferior-

mente e defina �X � ��x S x >X�. Verifique que o conjunto �X é limitado

superiormente e que sup ��X� � � inf X .

5. Seja X um subconjunto não vazio e limitado em R. Dado c > R�

�

� �0,�ª�,

mostre que o conjunto cX � �cx S x >X� é limitado e

sup �cX� � c sup X e inf �cX� � c inf X .

Enuncie e verifique o que ocorre se c � 0.

6. Sejam X e Y subconjuntos não vazios e limitados em R�

�

� �0,�ª�. Defina

X � Y �� �xy S x >X e y > Y �. Verifique que X � Y é limitado e que

sup�X � Y � � sup X sup Y e inf �X � Y � � inf X inf Y .

Atenção: esta observação é importante.



7. Calcule, caso exista, lim
n��ª

an para
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n.
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1�x2 dx.
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º
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�2n�1

. (f) an � sen 1

n
.

(g) an � n sen 1

n
. (h) an �

1

n
sen�n�.

8. Sejam �xn� e �yn� sequências limitadas em R. Verifique que

(a) lim inf xn � lim inf yn B lim inf�xn � yn�

(b) limsup�xn � yn� B limsupxn � limsup yn

(c) lim inf��xn� � � limsup xn e limsup��xn� � � lim inf xn.

Ainda mais, se xn C 0 e yn C 0, �n > N, então

(d) �lim inf xn��lim inf yn� B lim inf�xnyn�

(e) limsup�xnyn� B �limsupxn��limsup yn�.

9. Mostre que a sequência
º

2,
»

2 �
º

2,

¼

2 �
»

2 �
º

2, ..... é convergente a 2.

10. Calcule:

�a� lim
n��ª

�

n � 2

n � 1
�

n

�b� lim
n��ª

�1 �
x

n
�

n

�x > R�

�c� lim
n��ª

�1 �
x

n
�
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11. Suponha que lim
n��ª

an � a. Verifique que:

�a� lim
n��ª

a1 � a2 � ..... � an

n
� a .

�b� lim
n��ª

n

º

a1a2......an � a , se a A 0 e an A 0 ,�n > N .

Sugestão: Em (b), utilize a função logaritmo natural e o item (a).

12. Calcule lim
n��ª

an para

�a� an �
1 � 1

2
�

1

3
� ... 1

n

n
�b� an �
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º
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º
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n

º

2

n
.

Sugestão: Utilize o exerćıcio 13.
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13. Sejam a A 0 e b A 0. Mostre que

lim
n��ª

n

º

an � bn �max�a, b� .

14. Calcule os limites da razão, lim
n��ª

an�1
an

, e da raiz, lim
n��ª

n

º

an, ou pelo menos

um deles, em cada um dos casos abaixo.

�a� an �
n!

nn
�b� an � n

�c� an �
1

np
, p > R , �d� an �

1

�ln n�p
.

15. Seja �an� ` R , an A 0. Mostre que

lim
n��ª

an�1

an
� LÔ� lim

n��ª

n

º

an � L .

Retorne ao exerćıcio 14 e, se necessário, complete-o.

16. Mostre que se lim zn � 0 e �wn� é limitada então, lim znwn � 0.

18. Seja p�z� � a0 � a1z �� � anz
n, n > N, n C 0, e aj > C, para j � 0, ..., n. Seja

z0 arbitrário em C. Mostre que existem coeficientes b0, ..., bn em C tais que

p�z� � b0 � b1�z � z0� �� � bn�z � z0�
n ,�z > C .

Sugestão: escreva p�z� � p�z � z0 � z0�.

3


