MAT 226 - EQUAQ()ES DIFERENCIAIS I
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Segundo semestre de 2022
LISTA 5 DE EXERCIiCIOS

Notag¢des. Abreviamos linearmente independente por LI.
Fixemos a base canonica ey, ...,e, de R* para cadan=1,2,....

Denotamos I, a matriz identidade em I € M, (R).

El. Sejam A, B e C matrizes em M, (R) e t ¢ R. Mostre as afirmagdes abaixo.
(a) Se AC = CB, entao
e AC = Ce'P.
(b) AB = BA, entao

e AB = BelA o oH(A+B) _ ptAptB _ (B tA

E2. Seja I € M5(R) a matriz identidade. Sejam

1 0 01 11
A= , B= e (C-= .
0 2 0 0 01
(a) Compute as poténcias de A, as poténcias de B e as matrizes et/ e etB.

Mostre que A nao comuta com B e que e*4 nao comuta com e!B.

(b) Escreva C' = I + B. Utilize que I B = BI, o Exercicio 1 e compute e'C.

E3. Seja a matriz (correspondente a reflexao em relagao a bissetriz principal)

0 1
A= .
10
(a) Ache os dois auto-valores reais e correspondentes auto-vetores (reais).
(b) Ache dois caminhos-soluges LI para z’ = Az.

)
)

(c) Seja X (t) a matriz fundamental relativa as solugoes em (b). Ache et
)

(d) Compute e*4 diretamente (i.e., pela defini¢ao).



E4. Encontre o que se pede abaixo, para a matriz

A= ( v )
1 2
(a) Auto-valores (complexos) e respectivos auto-vetores (complexos).
(b) Dois caminhos-solugdes complexos e LI para z’ = Az, onde z: R - C2.
(c¢) Dois caminhos-solugoes reais e LI para =/ = Ax.
(d) Ache e4t. Use X(t), matriz fundamental com as solugoes reais em (c).

E5. Sejam A € M, (R), a identidade I € M,(R) e A um auto-valor de A. Seja

v # 0 um auto-vetor generalizado associado a A. Isto é, existe m tal que
(A-A)"v=0.

Mantidas as notagoes acima, verifique o que segue.

k m—1
(a) 4Dy, = k;n%(A—)\I)’fv = AN (A
(b) ety = et Z A M)k
k<m

(c) [etAv]’ =A [etAv] :

E6. Encontre o que se pede para a matriz

N

I
o o
oS N W

3
3
1

a) Auto-valores reais (um simples e um duplo) e dois auto-vetores LI.

(a)

(b) Dois auto-vetores generalizados LI, relativos ao auto-valor duplo.

(c¢) Trés caminhos-solugdes reais e LI para 2/ = Ax.
)

(d) Ache e4t. Use X(t), matriz fundamental com as solugoes reais em (c).



E7. Encontre o que se pede abaixo, para a matriz

1 20
A=13 3
0 -2 1
(a) O tnico auto-valor real v (tripla multiplicidade) e auto-vetores LI.

(b) Trés auto-vetores generalizados LI.

(
(d) Ache e4t. Use X(t), matriz fundamental com as solugoes reais em (c).

)
)
c¢) Trés caminhos-solugoes reais e LI para z’' = Ax.
)
(e) Mostre que (A-vI)3=0. Isto é, N = A—-vI é nilpotente.
)

(f) Utilize (e) e compute et diretamente.
1. Representemos R? com coordenadas x,y e z.

(a) Resolva o sistema linear homogéneo com coeficientes constantes

fl—f=y x’ 0 1 0 x
- ou v =10 0 1]=]y
L~ 6z - 11y + 62 2 6 -11 6 z

(b) Compute e4?, onde A é a matriz 3 x 3 neste enunciado.
2. Representemos R? com coordenadas x e y.

(a) Resolva o sistema linear homogéneo com coeficientes constantes

T =y
y'=-x-2y

(b) Compute e, onde A € My(R) é a matriz associada a tal sistema.

3. Resolva o problema

4 =g —-3y+2z z(0) -2
By com [ || o
L=y -2z 2(0)



4. Resolva o sistema
x' =2x - by
y'=2x -4y

5. Seja X = (x,y,2)T a varidvel em R3.

(a) Resolva o sistema linear com condigao inicial

2 1 3 2(0) 1
X'=10 2 -1 |X com  X(0)=| y(0) [=] 2
00 2 2(0) 1

(b) Compute e4t, com A € Ms,3 a matriz associada ao sistema.

)0

7. Calcule e4?, nos seguintes casos:

6. Resolva o sistema

6 -3 3 2 Lot
a)A=( ) b)A=( ) c) A= 1 -2
2 1 -1 -1
2 2 1
3000
1 1 1 1 0 1 1300
DA=l2 1 21| ea=lo 1 1| £)Aa=
0030
-3 2 4 -2 0 -1
00 2 3

8. Em cada um dos itens abaixo, resolva o problema de valor inicial dado

1 -1 0 -1 (-3 0 2)
a)z'=| 1 2 1 |z, z(0)=]| -4 b)t=1 -1 0 |z, z(0)

110 2 13 {2 -1 0

1 2 -3 1 (-4 -4 0)
c)z=11 1 2 |z, z(0)=] 0 d)z=1 10 9 1 |z, z(0)

1 -1 4 0 | -4 -3 1




9. Seja

b

1
[ ==
[ T ==
[ T ==
— = = e
— = = e

l

(a) Mostre que A(A-51)=0.

(b) Determine e4t.

10. Resolva os sistemas lineares homogéneos com coeficientes constantes abaixo.

, , r=y+z
) =~y b) '==-3r+y ) o
_ 8y y=x+z
Y ! Y Y Z=x+y
/g r=x-vy r=r+2y—=z
x'=2x -
d) ! e )y yY=y-z £) v =-y+3z
y' =3x -2y
A I —
Y=z-x 2'=2z
, , 5 ' =x
z' =axr - r=x+
g) 4 h) 4 )1 y=20+y-22
Yy =x+ay Yy =-2x+dy

2 =3rx+2y+z

11. Seja X = (z,y)T a varidvel em R2. Resolva o sistema linear ndo homogéneo

1 -2 cost
X' = X+ )
-2 1 —sint

12. Resolva o sistema linear nao homogéneo

x’ 01 -1 x 0
y |=1 1 1 0 y |+t
2! 1 01 z t



13.

14.

15.

16.

Resolva os sistemas lineares nao homogéneos

' =x -2y +12+2t

4x" —y' + 3x =sint
a
y' =br—y —4t? + 2t

x' +y =cost

|
(e FCE)) o
; {yt f>[

|

y' +x =sint

. x! 1 2 x et . r+y =-x+y+3
i) = + )
Y’ -1 4 Y -2 -y =x+y-3

Seja X : R - M,,(R) derivavel e inversivel para todo ¢t € R. Compute
-177 d -1
X)) = X0

Considere a equagao z’ = A(t)z, para x : [ - R" onde I é um intervalo
aberto e A: I - M,(R) é continua. Deduza a férmula para a variagdo dos

parametros, procurando por uma solugao do problema

{ ' = A(t)x

LIZ‘(to) =29
na forma z(t) = X (¢)C(t), com X (¢) uma matriz fundamental e C': [ - R".

Seja & : R - M,,(R) de classe C*. Suponha ®(0) = I (identidade) e ®(t+s) =

O(t)P(s) para quaisquer t e s. Prove que existe uma s6 matriz A tal que

d(t) = et



17. Seja A:R - M, (R) continua e tal que

18.

19.

[LtA(S)ds]A(t) - A(t) [[;A(s)ds],

Prove que entao
d(t) = el Al)ds ¢ solugao fundamental de z’ = A(t)z.

Dica. Mostre que

% [/;A(s)ds]m =mA(t) [/t:A(s) als]m_1 ,onde m=1,2,....

Sejam A e B matrizes em M, (R) [ou M,(C)]. O colchete entre A e B é
[A,B]=BA- AB.

Suponhamos [A, [A, B]] = [B, [A4, B]] =0. Mostre que entao temos

2
etBetA = et(A+B) o TIABl para todo t € R.

Dica. Verifique que
@(t) — 6—t(A+B)etBetA

é solugao de X' =t[A, B]X.

Seja F: Q - R, onde ¢ R? é um aberto arbitrdrio, com F = F(z,y) e

%—1; continuas. Seja K compacto em ). Mostre que existe uma constante

M > 0 tal que temos

quaisquer que sejam os pares (t,z) e (t,y), com mesma abscissa, em K.



