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3.1 - O Teorema Fundamental da Algebra (TFA).

Em geral, o teorema fundamental da algebra é provado em cursos de Andlise
Complexa como corolario do Teorema de Liouville, o qual segue da Foérmula
Integral de Cauchy. Em cursos de Algebra o TFA é comumente provado via
Teoria de Extensoes de Corpos, ou via Teoria de Galois, além de algum te-
orema de Andlise (em geral, o teorema do valor intermediario). Também é
usual provar o TFA em cursos de Topologia Algébrica. A prova nestas notas
se apodia em resultados basicos em R e em aritmética simples com ntimeros com-
plexos. Tal prova evita fungdes e numeros transcendentais (as fungoes trigo-
nométricas, a fun¢do exponencial complexa, e os nimeros e e ) e a extragao de
raizes n-ésimas arbitrarias de um nimero complexo qualquer. Tais extragoes sao
geralmente feitas com a fungao exponencial complexa introduzida no Capitulo
7. Para uma prova do TFA que evita também a extracao de raizes quadra-
das, vide The Fundamental Theorem of Algebra: from the four basic operati-
ons, de Oliveira, O. R. B., Amer. Math. Monthly, 119 no. 9 (2012) 753-758,
http://dx.doi.org/10.4169 /amer.math.monthly.119.09.753.

Raizes Quadradas. A equacao z2 = a +ib, dados a,b € R, é solivel em C, com
b

o T g1 seb#0
iz:\/%+#+isgn(b)\/—%+#, onde sgn(b)z{ o] >

sgn(0) =1.

Com tal férmula, por iteracdo achamos as 2/-raizes de +1 e +i, para todo j € N.



3.1 Teorema (TFA). Seja P(z) = ag + a1z + -+ a,2™ um polindmio complezo,

de grau n > 1. Entao, existe zy em C tal que P(zp) = 0.

Prova. Dividamos a prova em duas partes.

(A)

Pela desigualdade triangular segue |P(z)| > |a,||z]™ = |ag| = -+ = |an-1]|z|*" €

lim |P(z)]= +o0.

|z]—>+00

Logo, existe r > 0 tal que |P(z)| > |P(0)| se |z| > r. Por continuidade, |P(z)|
restrita ao compacto D(0;7) tem um minimo |P(zy)| < |P(0)], com z; em
D(0;7). Assim sendo, para todo z em C temos |P(z)| > |P(z)|.

O polinémio P(zp+z) tem grau n e min{|P(z+z)|: z € C} = |P(z)|. Logo,

podemos supor zg = 0. Como P nao é constante, temos
(1)  P(2)=P(0)+z*Q(z), com Q(z) um polinémio, Q(0) #0ek > 1.
Seja z=rw, comr>0eweSt={weC: |w|=1}. Pelo provado em (A),
(2) |P(rw)[*~|P(0)]* > 0, para quaisquerr >0ew € S*.
Computando (1) em z = rw, substituindo em (2) e cancelando |P(0)[? segue
2rkRe[kaQ(rw) ] + T%‘Q(rw)‘z >0, para quaisquer r >0 e we S’
Fixando w € S', cancelando r* e entao obtendo o limite para r — 0* segue
(3) Re[WQ(O) wk] >0, comw arbitrério em S*.

Seja a = P(0)Q(0). Fatorando poténcias de 2 temos k = 2im, com m fmpar.
Substituindo w = 1 em (3) temos Re[a] > 0. Escolhendo (podemos) w tal
que w? = —1 obtemos Re[a] < 0 e concluimos Re[a] = 0. Escolhendo w tal
que w? =i obtemos {w*,@"} = {i,—i} e entdo, substituindo w e @ em (3),

concluimos Im[a] = 0. Logo, @ =0 e, como Q(0) # 0, obtemos P(0) = 04

Exercicio. Seja P(z) um polinomio complexo de grau n > 1. Mostre que se z; € C

é um zero de P(z) entao [pelo algoritmo da divisao de Euclides para polinémios|

z—-z divide P(z). Ainda mais, é védlida a fatoragao P(2) = (z—z1)" ... (2= 2,k

onde {z1,...,2,} sd0 os m zeros complexos distintos de P(z), para algum m < n,

e k; ¢ a multiplicidade algébrica de z; como zero de P(z2) e, ainda, ky +---+ k,,, = n.



3.2 - Uma Raiz Primitiva para as Raizes n-ésimas da Unidade.

Fixemos n em {1,2,...}. Pelo TFA a equagao z" = 1, tem n solugdes em C,
ditas raizes n-ésimas da unidade. Denotemos por w uma arbitraria raiz n-ésima

da unidade. Dada w, temos

n
m-1l=z"—w"=(z-w)Q(z), com Q(z) =Y 2" 'Jw/ um polinémio e
J

Q(w) =nw™t 0,

e portanto w é um zero simples do polinomio z" - 1, com z em C. Logo, existem
n distintas raizes n-ésimas da unidade.
Dado k arbitrdrio em N*, um célculo simples mostra que w = w™! e w* sao

raizes n-ésimas da unidade. Ainda mais,
|w* — wh| = [w*(w - 1)| = |w - 1].

Se w é real ou imaginério puro, entdo w pertence a {1,-1,4,—i}.

Dizemos que w é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade se

w,w?,...,w" (obviamente w" = 1)

sao todas as n raizes n-ésimas da unidade.

Para provar a existéncia de uma raiz primitiva para as raizes n-ésimas da
unidade, podemos supor n par. Pois, se w é uma raiz primitiva para as raizes 2n-
ésimas da unidade entao w?,...,w?" sao todas as n solucoes distintas de 2z = 1.
Melhor ainda, os casos n =2 e n =4 sao triviais e podemos também supor n > 6.

Dado n par e n > 6, a equacao 2" = 1 tem uma solucao w nao real e nao
imagindaria pura. Também +w e +w sao solugoes de z" = 1. Portanto, existe uma
raiz n-ésima da unidade com partes real e imaginaria estritamente positivas.

Desta forma, existe uma raiz n-ésima da unidade:
(=C¢(n)=a+ib, comO0<a<leO<b<l,
satisfazendo 0 < |¢ = 1| =7, onde r = min{|w - 1|: w™ =1 e Im(w) > 0}.
Destacamos que (¢ satisfaz 2 = |( =12 = (a - 1)? + b?> = 2 — 2a. Ainda mais, ( é a
dnica raiz n-ésima da unidade satisfazendo | — 1| =7 e Im({) > 0.

No que segue, consideramos um inteiro par n > 6 e mantemos a notagao acima.



3.2 Lema. Dado x em [-1,1], seja z, = x + iv/1-22. Vale o que segue.
(A) A fungao
¢:[-a,1] > [-1,a], onde ¢(z) = Re((zy) = az — bV/1 - 22,
é bijetora e estritamente crescente. Sua inversa é
Y:[-1,a] = [-a,1], onde ¥ (y) = Re(¢'2,) = ay + b\/l——yQ.
(B) Para x €[-1,-a]ula,1], temos (z,)" =1 se e somente se x € {1, +a}.

Prova. Comecemos vendo que ¢ e 1) estao bem definidas.
Dado x em [-a, 1], é bem trivial ver que -1 < Re((z;) = ax - bvV/1-22 < a.
Analogamente, dado y em [-1,a] temos —a < ay < ay +by/1 -y? =Re(("'z,) < 1.

Apesar de nao necessaria a prova, pode ser 1til ao leitor a figura abaixo.

-1 -a 0 Ta 1 -1 -a 0 e(x) Ta 1
Figura 3.1: Interpretagao para ¢ :[-a,1] - [-1,a].

(A) Se z estd em [-a,1], entdao Im(Cz,) = aV'1—- 22 + bz é positivo em [-a,0]
(crescendo de 0 até a) e em [0,1]. Portanto, y = Re((z,) satisfaz
(3.2.1) 2y =Czy [comy =(x)].
Donde, ¢ (y) = Re(("l%,) = x.
Se y estd em [-1,a], entdo Im((~'z,) = ay/1 - y? - by é positivo em [-1,0]
e também em [0,a] (pois decresce de a até 0 ao longo de [0,a]). Logo,
x = Re(("1z,) satisfaz z, = (12, e ent@o segue p(x) = Re((z,) = .

Evidentemente, ¢ restrita a [0,1] e 1 restrita a [-1,0] sdo crescentes, com
Y¥([-1,0]) = [-a,b]. Portanto, ¢ =1 restrita a [-a,b] é crescente. Sendo

assim, a bijecao ¢ é estritamente crescente em [-a, 1].



(B) Se x estd em (a,1), entao temos |z, — 1|2 =2 - 22 < 2 - 2a = r2. Assim, pela

defini¢ao de r, obtemos (z,)" # 1. Se z € {a, 1}, é ébvio que (z,)" = 1.

O caso x em [-1,-a] é redutivel ao caso acima. Pois, n é par e z, = —Z_,#

3.3 Teorema. ( =((n) é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade.

Prova.
Definamos por iteracao a sequéncia zy, = ¢(xy_1), com 2o =1 e k > 1 tal que
Ty estd em [—a, 1], o dominio de . A férmula (3.2.1) mostra que z,, = (24, ,,

com z, = 1 =(" Por iteracao segue
e = (" e ax =Re((M)].
Pelo Lema 3.2(A), concluimos que a fungao ¢ ¢ estritamente crescente e satisfaz
xo = (x1) <21 =9(x0) = a < xg=1. Entao, por iteragao,
Tp < T <+ <xg=1.
Como ha n n-ésimas raizes da unidade, existe o maior p em N satisfazendo
—1<wy<xpq < <Ta<w <T0 =1

Dado k =2,...,p, a fungdo ¢ é uma bijegao de [x)_1, xx_2] sobre [xy, zx_1]. Logo,
por indugao em k, a formula z,¢,) = (2, € o Lema 3.2(B), existem apenas dois

valores de x em [z, zx_1] tais que (z,)" =1. A saber, z =25 e x = 23_1.

o Mostremos z, = —=1. Se x, estd no dominio de ¢, definindo x,.1 = p(x,)
obtemos x,41 = ¢(x,) < p(x)-1) = z,, contra a defini¢cao de p. Portanto, z,
estd em [-1,-a) e (2,,)" = 1. Pelo Lema 3.2(B) segue z, = -1 (e ¢? = -1).

Os subintervalos [,z 1), com k =1,...,p, formam uma particao de [-1,1)
e a cada subintervalo corresponde sé uma raiz n-ésima da unidade no hemisfério
superior {z € C: |z| =1 e Im(z) > 0}. Assim, (% ,...,(P sao todas as raizes
n-ésimas da unidade no hemisfério superior e ¢°,...,,¢?.C, ... ,F sao todas as

n raizes n-ésimas da unidade. Logo, n = 2p. Para completar, dado k temos

m — C—(p—k) — C2p<—p+k — <p+k

e entao

{Fama s 72} = {Cp+1,<’p+2’ s 7C2p71} *



Comentarios.

¢ O Lema 3.2(A) pode ser provado de forma breve (e obscura), via derivacao.

A fungao ¢ :[-a,1] - [-1,a] é continua, satisfaz p(-a) =-1¢e ¢(1)=a, e

S(x) = a+ br av1l-z?+bx
V1-a? V1-a?

Entao, dado = em [0, 1), temos ¢'(z) >a >0. Se —a <z <0, temos

V1i-22>V1-a2=b e aV1-22+bx >ab-ab=0.

, para todo z em (-a,1).

Donde, ¢ é estritamente crescente e, pelo teorema do valor-intermediario,

sua imagem é [-1,a].

e Sen é primo e w # 1 é uma raiz n-ésima da unidade, uma argumentagao

simples mostra que w é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade.

e Dado m em N* e (, uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade, ¢é

trivial ver que

¢™ é uma raiz primitiva de tais raizes se e s6 se mdc(m,n) = 1.

e Seja ( uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade. Entao, dado um
nimero ¢ in C, com ¢ # 0, e z, uma raiz n-ésima arbitraria de ¢, é imediato

provar que
Oz, e, (2

sao todas as n distintas raizes n-ésimas de c.
e Usando a funcao exponencial complexa, é facil ver que

s

e'» é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade.

Um célculo trivial mostra

10



3.3 - As Desigualdades de Gutzmer-Parseval e de Cauchy,

para Polinomios.

3.4 Teorema (Desigualdade de Gutzmer-Parseval). Consideremos um po-
linomio complexzo P(z) = ¥7_ga;27 e a constante M(r) = sup|P(z)|, onde r > 0.

|z]=r
Temos,

D lag*rf < M(r)*.

=0
Prova. Consideremos w uma raiz primitiva das raizes 2n-ésimas da unidade

(logo, w™ = —1) e os 2n polindomios, na variavel z,
Pi(2) = P(2w"®), com 0<k<2n-1.

Fixado k£ temos

PP = (30 Sz ) -

=0

3

n
3 a, 2@, Zo =
0v=0

14

0

= la;|? 2% + 2 > Rela,z'a,ztw @ ].

0<j<n O<u<v<n
Se p < v, entdo v — p percorre {1,...,n}. Escrevendo w@** = wk(-1) obtemos
2n-1 1 — w2l
_ w
Zwk(”“)z—y_u:(), SGOSM<I/SH,
k=0 l-w

. . om—1 N _ . ;s e
donde segue a identidade ;" [ayz”au ZHw kv k“] =0. Assim, é facil ver que

2n-1 n )
> [P =2n ) fagl? [
k=0 Jj=0

Por outro lado, pela igualdade r|n|5}x |Pe(2)] = r‘nﬁx |P(2)| segue

2n-1
Y |P(2)P <2nM(r)? | if 2] =7
k=0

O teorema segue entao das duas ultimas féormulas em destaque e acima#

3.5 Corolario (Desigualdade de Cauchy para polinémios).

M
|Clj| < (T) .
rJ

Prova. Trivial &
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