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1. Determine se são convergentes ou divergentes.

(a)
+∞∑
n=1

1

n n
√
n

(b)
+∞∑
p=2

1

p ln p ln(ln p)

(c)
+∞∑
n=1

sen(nx)

n
, x /∈ 2πZZ (d)

+∞∑
n=1

∣∣∣∣α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!

∣∣∣∣ , α ∈ IR
Sugestão: Em (d), determine os valores de α tal que a série convirja.

Vide ’Um Curso de Cálculo’, vol 4, 5a ed, p. 54, exerćıcio 1 (j); p. 42, exerćıcio
1 (e); p. 92, exemplo 2 ; p. 71 exerćıcio 6 e notas de aula sobre série binomial.

Resolução

(a)

Comparando com a série divergente
+∞∑

1
n

temos, lim
n→+∞

1
n n√n

1
n

= lim
n→+∞

1
n n√n = 1

pois lim n
√
n = 1. Logo, pelo critério do limite, a série dada diverge.

(b)

Como f(x) = 1
x lnx ln(lnx)

, x suficientemente grande, é cont́ınua decrescente pode-
mos aplicar o critério da integral. Ainda,∫

1

x lnx ln(lnx)
dx = ln[ln(lnx)] + C , C ∈ R ,

e,
∫ +∞
e2

1
x lnx ln(lnx)

dx = lim
x→+∞

ln[ln(lnx)] − ln 2 = +∞. Logo, a série diverge.



(c)

Pela fórmula trigonométrica,

senx+ sen2x+ ......+ sennx =
cosx

2
− cos(n+ 1

2
)x

2senx
2

, x /∈ 2πZ ,

temos,

| sen1 + sen2 + ......+ senn | ≤ 1

|sen1
2
|
.

Logo, pelo critério de Dirichlet, como lim
n→+∞

1
n

= 0, a série converge.

(d)

Procurando aplicar o critério de Raabe encontramos, para n > α,

|an+1

an
| =

∣∣∣ α(α−1)(α−2)...(α−n+1)(α−n)
(n+1)!

α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n!

∣∣∣ = |α− n
n+ 1

| =
n− α
n+ 1

,

lim
n→+∞

n(1− n− α
n+ 1

) = lim
n→+∞

n

n+ 1
(α + 1) = α + 1 .

Logo, a série converge se α + 1 > 1 (α > 0) e diverge se α + 1 < 1 (α < 0) �



2. (a) Expanda f(x) = arctg x em série de potências centrada em x0 = 0 e determine

uma série para x =
π

4
.

(b) Determine a série binominal para f(x) = (1 + x2)
1
2 .

Resolução

(a) Vide exemplos clássicos em notas de aulas.

Lembrando arctan(x) =
∫ x

0
dt

1+t2
e a fórmula para a soma de uma PG temos,

1+r+r2+......+rn =
1− rn+1

1− r
;

1

1 + t2
= 1−t2+t4+....+ (−1)nt2n+ (−1)n+1 t

2(n+1)

1 + t2
,

arctan(x) = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
....+(−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ (−1)n+1

∫ x

0

t2(n+1)

1 + t2
dt , x ∈ R .

Mostremos que para |x| ≤ 1 a integral tende a zero:∣∣∣∣(−1)n+1

∫ x

0

t2(n+1)

1 + t2
dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ x

0

t2(n+1) dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ x2n+3

2n+ 3

∣∣∣∣ ≤ 1

2n+ 3
→ 0 .

Conclúımos então,

arctan(x) = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
....+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ .... , |x| ≤ 1 .

Logo, se x = 1, arctg(1) = π
4

e,

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ......(−1)n

1

2n+ 1
+ ..... .

(b) Pela fórmula binomial, para α /∈ Z,

(1 + x)α =
+∞∑
n=0

anx
n , |x| < 1 , a0 = 1 , an =

α(α− 1).....([α− (n− 1)] )

n!
, n ≥ 1 .

Logo, para α = 1
2

temos, a1 = 1
2
, a2 = 1

2
(−1

2
) 1

2!
, a3 = 1

2
(−1

2
)(−3

2
) 1

3!
e

an =
1

2
(−1

2
)(−3

2
)....(−2n− 3

2
)

1

n!
= (−1)n−1 1.3.5.....(2n− 3)

2n
1

n!
, n ≥ 2.

Finalmente,

(1 + x2)
1
2 = 1 +

1

2
x2 +

∑
n≥2

(−1)n−1 1.3.5.....(2n− 3)

2n
1

n!
x2n , |x| < 1 �



3. (a) Determine a série de Fourier de f(x) = x2 + x , −π < x < π.

(b) Compute 1− 1

22
+

1

32
− 1

42
+ · · · .

Resolução

(a) As funções x2 e x são, respectiva/e, par e ı́mpar, e sen nx anula-se em πZ e,

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x) dx =

2

π

∫ π

0

x2 dx =
2

3
π2 ,

an =
1

π

∫ π

−π
f(x)cosnx dx =

2

π

∫ π

0

x2cosnx dx =
2

π

[
x2 sennx

n

∣∣∣π
0
−
∫ π

0

2x
sennx

n
dx

]
=

= − 4

nπ

[
−xcosnx

n

∣∣∣π
0

+

∫ π

0

cosnx

n
dx

]
=

4(−1)n

n2
,

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x)sennx dx =

2

π

∫ π

0

x sennx dx =
2

π

[
−xcosnx

n

∣∣∣π
0

+

∫ π

0

cosnx

n
dx

]
=

=
2(−1)n+1

n
.

Logo, a série de Fourier de f é,

S[f ](x) =
1

3
π2 +

+∞∑
n=1

[
4(−1)n

n2
cosnx +

2(−1)n+1

n
sennx

]
x ∈ R .

(b) Como f é cont́ınua e monótona por partes a série de Fourier de f converge
pontualmente a f . Logo,

0 = f(0) = S[f ](0) =
1

3
π2 +

+∞∑
n=1

4(−1)n

n2
,

e portanto,

1− 1

22
+

1

32
+ ..... =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=
π2

12
�



4. Determine a solução geral de

(a) x′′ − 4x = (1 + t+ t2)e2t

(b) x′′′ − 5x′′ + 3x′ + 9x = t5e3t

Resolução

(a) O polinômio caracteŕıstico é p(λ) = λ2 − 4, com ráızes λ = ±2.

A solução geral da edo homogênea associada é : xh = c1e
2t + c2e

−2t , c1 , c2 ∈ R .

Pela fórmula vista em aula existe uma solução particular xp = Q(t)e2t tal que,

p′′(2)

2!
Q′′ +

p′(2)

1!
Q′ +

p(2)

0!
Q = Q′′ + 4Q′ = t2 + t+ 1 .

Pondo y = Q′ a edo y′ + 4y = t2 + t+ 1 tem solução: y = t2

4
+ bt+ c; b , c ∈ R.

Logo, y′+ 4y = ( t
2

+ b) + (t2 + 4bt+ 4c) = t2 + t+ 1. Identificando os coeficientes
obtemos 1

2
+ 4b = 1 e b+ 4c = 1 e, portanto, b = 1

8
e c = 7

32
.

Assim, y = t2

4
+ t

8
+ 7

32
e Q = t3

12
+ t2

16
+ 7t

32
.

A solução geral é ,

xg = c1e
2t + c2e

−2t + (
t3

12
+
t2

16
+

7t

32
)e2t , c1 , c2 ∈ R .

(b) O polinômio caracteŕıstico é p(λ) = λ3 − 5λ2 + 3λ+ 9 = (λ− 3)2(λ+ 1).

Solução geral da edo homogênea associada : xh = c1e
3t+c2te

3t+c3e
−t , c′is ∈ R.

Pela fórmula demonstrada existe solução xp = Q(t)e3t tal que

p′′′(3)

3!
Q′′′ +

p′′(3)

2!
Q′′ +

p′(3)

1!
Q′ +

p(3)

0!
Q = t5 .

Como p′ = 3λ2 − 10λ+ 3, p′′ = 6λ− 10 e p′′′ = 6 temos : Q′′′ + 4Q′′ = t5.

Se y = Q′′, y′ + 4y = t5 têm solução y = t5

4
+ at4 + bt3 + ct2 + dt+ e. Logo,

y′ = 0t5 + 5
4
t4 + 4at3 + 3bt2 + 2ct+ d

4y = t5 + 4at4 + 4bt3 + 4ct2 + 4dt+ 4e ,
y′ + 4y = t5

e então, a = − 5
16

, b = 5
16

, c = −15
64

, d = 15
128

e, por último, e = − 15
512

.

Assim, y = t5

4
− 5t4

16
+ 5t3

16
− 15t2

64
+ 15t

128
− 15

512
e Q′ = t6

24
− t5

16
+ 5t4

64
− 5t3

64
+ 15t2

256
− 15t

512

e, ainda, Q = t7

168
− t6

96
+ t5

64
− 5t4

256
+ 5t3

256
− 15t2

1024
.

A solução geral é:

xg = c1e
3t+ c2te

3t+ c3e
−t+(

t7

168
− t6

96
+
t5

64
− 5t4

256
+

5t3

256
− 15t2

1024
)e3t , c′is ∈ R �



5. Determine a solução geral de

x′′ + 2x′ + 2x = eαtsenβt ; α, β ∈ IR.

Resolução

O pol. caract. é p(λ) = λ2 + 2λ+ 2 = (λ+ 1)2 + 1, com ráızes λ = −1± i.
Solução da edo homogênea associada: xh = c1e

−tcost+ c2e
−tsen t, c1 , c2 ∈ R.

Se β = 0 a edo é homogênea e encerramos a verificação.

Supomos, abaixo, β 6= 0.

Como eαtsenβt = Im{ e(α+iβ)t } e o problema dado é em R, a parte imaginária
de uma solução da edo complexa x′′+ 2x′+ 2x = e(α+iβ)t é solução da edo dada.

Assim, procurando uma solução particular zp(t) = Q(t)eγt , γ = α + iβ, da edo
complexa temos que Q = Q(t) satisfaz, pela fórmula vista em aula,

(∗) p′′(γ)

2!
Q′′ +

p′(γ)

1!
Q′ +

p(γ)

0!
Q = Q′′ + p′(γ)Q′ + p(γ)Q = 1 .

Caso 1: γ 6= −1± i (γ não é ráız caracteŕıstica).

Então, Q(t) = 1
p(γ)

resolve (*), zp = p(γ)
|p(γ)|2 e

γt é solução particular da edo complexa

e xp = 1
|p(γ)|2 Im{ p(γ)eγt } é solução particular da edo dada.

Solução geral:

xg = c1e
−tcost + c2e

−tsen t +
1

|p(γ)|2
Im{ p(γ)eγt } , c1 , c2 ∈ R .

Caso 2: γ = −1 + i.

Esta ráız é simples e reescrevemos (*) como,

Q′′ + 2iQ′ = 1 ,

que admite solução Q′ = 1
2i

e Q = Q(t) = t
2i

= − t
2
i.

Logo, zp = Q(t)eγt = − t
2
i eγt = − t

2
e−t i eit e xp(t) = Im{ zp(t) } = − t

2
e−tcost .

Solução Geral:

xg = c1e
−tcost + c2e

−tsen t − t

2
e−tcost , c1 , c2 ∈ R .

Caso 3: γ = −1− i.
Solução Geral:

xg = c1e
−tcost + c2e

−tsen t +
t

2
e−tcost , c1 , c2 ∈ R �


