Curso: MAT 220- CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IV - IFUSP
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Periodo: Segundo Semestre de 2009
A Terceira Prova:

1 - Nao cobrira questoes sobre sequéncias numericas nem séries numéricas.

2 - Cobrira o material teérico necessario para a lista 6: derivada complexa, séries de poténcias
complexas, raio de convergéncia e equagao de Cauchy-Riemann e, ainda mais,

3 - Quanto a lista 7:

(i) nao solicitarei nenhuma questao que requeira aplicar o Teorema de Green (vide questdes
3,4, 5,6 e 7 da lista 7)mas recomendo para um melhor entendimento da matéria relembra-lo
e fazer alguns exercicios.

(ii) no minimo 5 questées (totalizando dez pontos na prova) cobrirdo o material pedido na
lista 6 e o material necessario para resolver as questoes 7 até 21 apresentadas na lista 7.

(iii) haverao duas questdes extras que, dependendo até onde avangarmos com a exposi¢ao
tedrica, versardao sobre singularidades (séries de Laurent, polos e residuos; vide os exercicios
sobre singularidades na lista 7, desde o 22 até o 28).

(iv) O Teorema de Rouché (contagem de zeros de uma funcdo analitica) nao serd cobrado
nesta prova (vide questoes 29 e 30 da lista 7)

4 - Quase todos os exercicios da lista 7 foram retirados do livro ja indicado na bibliografia:
"Célculo em Uma Varidvel Complexa’, Marcio G. Soares, IMPA.; cuja leitura dos capitulos 5

(que estou apresentando em aula) e 6 (que espero ainda iniciar) fortemente recomendo.

Oswaldo Rio Branco de Oliveira,
Sao Paulo, 29 de novembro de 2009.

Segue a lista 7 de exercicios nas préximas paginas.



LISTA DE EXERCICIOS 7 - Integracio

Revisao do Teorema de Green

(1) Leia a demonstragao da versao simplificada do Teorema de Green nas paginas 27 a 31 do

livro texto ’Céalculo em Uma Varidvel Complexa’, Marcio G. Soares.

(2) Para cada um dos conjunto abaixo, sua fronteira é descrita por uma curva suave por

partes. Esboce o conjunto, sua fronteira e dé uma aplicagao que a descreva.
(a) V={2€C:|z|<1,Re(2) > 3.
(b) V={z€¢C:

2 <|2l<1, Re(z) > Im(z) > 0}.
(c) V={z¢C:3

IA

2] <1, Re(z) > Im(z) >0}.
(3) Calcule [, f, com V cada um dos conjuntos do exer. 2 (V e dV positiva/e orientados) e

fla,y) = (—_y L) . f(zy) :(L —_y) )

) )
22+ 2 22 + 12 22 + 42" 22 + 32

4) Seja V como no enunciado do Teorema de Green. Mostre que a drea de V' é dada por

dy .
Jov

(5) Use (4) para calcular a drea de

2 2
V:{(m7y):z—2+?;—2$1} e I/:{(:c,y):lsx2—g/2£97 1<ay< 4}.

(6) Calcule (V' e 9V positiva/e orientados)
[ (2% —y?)dz + 2zydy e f 2xydz + (y* - ) dy |
oV v
onde V é

(i) O retangulo delimitado pelas retas y =z, y=-x+4, y=x+2 e y=-z.
(i) V={(z,y):1<a?-y?<9,1<ay<4}.

Holomorfia

Se f: Q> C, QcC é derivdavel em zy e se f = (u(:c,y) ,v(x,y)) é a identificacdo usual

com f através do isomorfismo natural entre C e R? mostramos

J(f) _ %(.’L‘ano) %(x()ayo) _ %(l'o,yo) ;%((ﬂo,yo) ’
52 (20, 90) a_Z($O7yO) 55 (@0,y0)  F (20, 90)

-b
a forma matricial das equagoes C-R . EM L1, Exerc. 4, vimos z = a + bi = [ Z ] .
a



(7) Dada f:Q - C, Q aberto em C, seja f(z,y) = (u(m,y)m(x,y)) com a notacdo acima e

s 2 : du du Ov v
suponhamos f diferenciével [logo, existem 2=, FTRETR a_y]'

(a) Escrevendo,

Z+7Z z-Z
xXr = 5 = )
Y 2
. 2+Z z-Z2 L Z+YZ zZ2—-Z
= + = —+ —_—
f=utey) +intey) = u(22 00) + (2,50,
desenvolva, utilizando a regra da cadeia, as férmulas (memorize-as) para
of o
0z 0z’

em termos das derivadas parciais de u e v, em relacao as varidveis x e y.

9f = 0 se e 86 se valem as equagoes de C-R: 3= = 5y € oy = "o

du _ Ov Qu _ _0v
(b) Mostre que 5= o

5 of _
(c) Mostre que valem as equagdes de C-R se e somente se 2Z = 0.
(d) Interprete o resultado em (c).
(8) Verifique se se cumprem as condi¢oes C' — R para as seguinte fungoes
(i) f(2) =2 -3ay® +i(32%y - y°)
(ii) f(z)=eY(cosx +isinz).
(iii) f(z) =e ™ (cosy —isiny)
(iv) f(z) =eY(cosx +isinx).

(9) Seja f(z) uma funcao inteira (holomorfa em todo o plano complexo). Mostre que a
funcao g(z2) = f(Z) também é inteira. Mostre, ainda, que a funcao h(z) = f(z) é derivdvel

em zp =0 se e somente se f/(0) = 0.
(10) Mostre que

(a) cosz=3(e*+e®) |, sinz=L(eF-e).

(b) ToSZ =cosZ e sinz =sinz.

(c) |cosz* +|sinz|* =1 se e s6 se z é real
(11) Compute as derivadas e expresse na forma u + iv 0 seno e o co-seno hiperbdlicos:

1 z -z . 1 z -z
coshz:g(e +e?) 51nhz:§(e -e 7).
(12) Identifique o erro no Paradoxo de Bernoulli:
(-2)% = 22 = 2log(~2) = 2log z = log(~2) = log z .

(13) Usando o ramo principal de z* calcule 22, (5i)1* e 1% e 17,

(14) Determine o ramo principal da fungéo vz — 1.



(15) Compute jv f(2)dz onde f e~ sao dados.

(b) f(z) ==L ey(t) =3¢, 0<t <2m.
c f(z):%e’y(t):5i+eit,0£t§27r.

(
(d f(z):ﬁe'y(t):2+e”,0sts27r.

f(z) = 25 ey(t) =2e", 0<t <2

(

(h f(z):ﬁ07(t)zz0+r6it,0§t§27r,r>0,n22.
(i) f(2) =% er(t) =€, 0<t<2m

f(z) =982 e y(t) =€, 0<t < 2.

24

(k f(z):loﬁe’y(t):1+ie“,OStS27T.

n

(1) f(z)=="ery(t)=€", 0<t<2m, n>1.

Zmn

)
)
)
)
)
)
g) f(z)= Z}ZO ev(t)=zp+ret, 0<t<2m, r>0.
)
)
)
)
)
)

(m) f(2) === ey(t) =2e", 0<t<2m.

ey
(16) Mostre que fv § dz = 2mi, onde k é uma constante real e y(t) = e, 0 <t < 27. Use esse

resultado para mostrar que

s
[ et cos(ksint) dt = 7 .
0

(17) Se f é uma fungédo inteira e existem M >0, R >0 e n > 1 tais que |f(z)| < M|z|" para

|z] > R, mostre que f é um polinémio de grau menor ou igual a n.

(18) Seja f:Q — C uma funcdo holomorfa,  um dominio. Suponha que exista a € £ tal que

If(a)| < |f(2)], Yz € 2. Mostre que ou f(a) =0 ou f é uma fungéo constante.

(19) Seja f holomorfa num dominio Q contendo a regido fechada e limitada determinada por
uma curva de Jordan suave por partes 7 e z um ponto intrior a esta regiao. Se K é o

méaximo de |f] ao longo de v e § é a distdncia minima de z a 7 entéo,

L a
|f(z)|SK(ﬂ) , L(v) o comprimento de vy, ¥Yn>1 .

27

Aplique tal desigualdade para dar uma outra prova do Principio do Médulo Maximo.

+00
(20) Igualdade de Parsevall: Se f(z) = Z—:o an(z—20)", Yz e D,(z), e se < p, entdo

1
2w

27 A
/ |f (20 + reze|2d9 = Z \an|2r2” .
0

Aplique tal identidade para dar uma outra prova do Principio do Mdédulo Méaximo.



(21) Principio da Identidade para Fungées Holomorfas Sejam f e g holomorfas num

dominio Q. Se X ={z€Q: f(2) = g(2)} tem ponto de acumulagio em €, entdo f = g.

(22) Determine a expansao de Laurent da fungdo dada em torno de cada uma de suas singu-

laridades, especificando o anel no qual ela é valida.

(i) f(z)= zz(zﬂ)
(i) f(2) = e
(i) f(z) = 23>
. 1
(iv) f(z) =cos<
5
(V) f(z) = (222_2_)2 .
(23) Uma fung@o holomorfa num disco em torno de um polo é a soma de duas fungdes, uma

racional e outra holomorfa.
(24) Dé uma func¢ao com um polo de ordem 1 em z =2 e um polo de ordem 7 em z = V2i.
(25) Seja f:C — C holomorfa e tal que existe lim f(z). Entao, f é constante.
Z—>00

(26) Classifique a singularidade 0 de cada uma das fungoes:

(i) f(2)=sin(3) (ii) f(z) =<5 (iif) f(z) = 352
(iv) f(z) =exp (z + %) v) f(z) = ZS_Z (vi) f(z) = <5,
(27) Determine a ordem do polo de f em a e calcule res(f;a).

(i) f(z) =282 a=0.

(ii) f(2)= S, a=0.
(iil) f(z) = 2%, a=0.

)
)
) z3(z-1)"

) f(2) =zt a=1.
(V) (Z) _ sin(1/z) a=1.
)
i)

)

(iv

24,5

(i) £(2) = . a=0.
(vii) f(2) = 55, a=0.
(viii) f(2) = f=5,a=1

(28) Seja f holomorfa em €230 e ainda: f(0) =0 e 0 é o tinico zero de f em Q. Seja g também

holomorfa em Q. Entdo, f divide g [i.e., g = hf, com h holomorfa] se e somente se:

res (k% O) =0 para toda funcao holomorfa k em € .

(29) Ache o niimero de zeros satisfazendo |z| < 1 dos seguintes polindmios:
(i) 22-22%+22-82-2 ; (i) 2*-5z+1 .

(30) Se |a| > e, a equacdo e* = az™ tem n raizes no disco |z| < 1.



