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Capitulo 1

NUMEROS COMPLEXOS

1.1 - Sobre a Origem dos Niumeros Complexos

Os breves comentdrios a seguir apdiam-se nas notas do Prof. César Polcino, “ A emergéncia
dos Numeros complexos” (15 péginas), cuja leitura é recomendada.

Tais nimeros surgiram naturalmente, ao menos, desde a ocorréncia das equacoes do segundo
grau nas tabuletas de argila da Suméria, c. 1700 a.C. Até sua total formalizagdo em 1833 pelo
irlandes W. R. Hamilton (1805-1865) foi um arduo processo.

O fato de um ntimero negativo nao ter raiz quadrada parece ter sido sempre conhecido pelos
matematicos que se depararam com a questdo. Contrariamente ao bom senso, nao foram as
equagoes do segundo grau que motivaram a aceitacao de tal campo numérico mas sim as de
terceiro grau. As equagoes de segundo grau eram vistas como a formulacdo matemética de um
problema concreto ou geométrico e se no processo de resolucao surgia uma raiz quadrada de
um numero negativo, isto era interpretado como prova de que tal problema nao tinha solucao.
Como exemplo expomos a seguir um problema na Arithmetica de Diofanto (275 d.C.).

Problema: Determinar os lados de um tridngulo retangulo de area igual a 7 e perimetro

igual a 12 unidades. Solugao: indicando por z e y os comprimentos dos catetos temos
— =17 e 2r+y?=(12-z-y)*.

Desenvolvendo a segunda equacio temos 12z + 12y = 72 + 2y e nesta substituindo y = 14

622 — 432 +84=0 = :czw.

Aqui, Diofanto observa que s6 poderia haver solugao se (122)2 >

24

336+ Neste contexto é supérfluo

procurar um sentido para a expressao v/ —167.
O primeiro matemadtico a perceber a preméncia dos nimeros complexos (ainda que, natural-
mente, de modo vago e confuso) foi o italiano R. Bombelli (c. 1526-1573), autor da obra em trés

volumes 1'Algebra (1572, Veneza). Na pagina 294 deste Bombelli aplica & equagio o3 = 15z +4,



a férmula de Tartaglia-Cardano ! para o célculo das raizes, obtendo:

r=V2+v 121+ V2121 .

Notando que x = 4 é uma raiz da equagao Bombelli cogita que tal valor estd implicito na
expressio para as raizes e que é possivel dar um sentido & expressio 2+1/—121 e definir operacoes
entre expressoes analogas, tais como adigao, multiplicacao, radiciagao, etc. de modo que x =4
seja apenas um dos valores obtidos através destas. Assim, nasce uma situagao em que apesar da
presenca de radicais de niimeros negativos, existe uma solucao da equacao dada. E um fendmeno
novo, dificil de entender mas relevante e é necessario compreende-lo com profundidade.

A partir do trabalho de Bombelli os niimeros complexos comegam a ser utilizados como um
“algoritmo que funciona” para resolver equgoes de terceiro grau mas, ao mesmo tempo, era claro
que tais nimeros nao poderiam existir. Uma das grandes dificuldades em admitir a existéncia
dos complexos era a auséncia de uma representacao geométrica ou de uma interpretagao fisica
destes numeros. A obtengao da representagao geométrica, que lhes deu a “cidadania” definitiva
na matemdtica foi também &rdua. Principiou em 1673 com o inglés J. Wallis (1616-1703) e
continuou com os franceses A. de Moivre (1667-1754) e J. D’Alembert (1717-1783), o inglés
R. Cotes (1682-1716), o suigo L. Euler (1707-1783), etc. e pode-se dizer que estabelecida pelo
noruegués C. Wessel (1745-1818) em 1799, pelo francés J. R. Argand (1768-1822) em 1806
e o aleméo C. F. Gauss (1777-1855) em 1831, que cunhou a expressdo um tanto inapropriada

“nimeros complexos”. A formalizagdo completa deve-se, como ja mencionamos a W. Hamilton.

1.2 - O Corpo dos Nimeros Complexos. O plano de Argand-Gauss.

No que segue R é o corpo ordenado completo dos niimeros reais com métrica
d:RxR—[0,+00), d(z,y)=|z-y,
e R2 =R xR é o espaco vetorial real dado pelas operacoes: dados a,b,c,d e A reais,
(A) (a,b) +(c,d) =(a+c,b+d) (adigao),
(ME) A(a,b) = (Aa,\b) (multiplicagdo por escalar) .
A operacio de adi¢do tem as propriedades: dados (a,b), (¢,d), (e, f) € R?,
(A1) (a,b)+[(c,d) + (e,f)]=[(a,b) + (c,d)] + (e, f) (associativa),
(A2) (a,b) +(¢,d) =(c,d) + (a,b) (comutativa),
(A3) (a,b)+(0,0) = (a,b) (existéncia do elemento neutro),

(A4) (a,b)+(-a,-b)=1(0,0) (existéncia do elemento oposto) ;

1 Qs italianos Nicollo Tartaglia (c. 1500-1557) e G. Cardano (1501-1576)



A>1

C a a+c X

X
Figura 1.1: adicao e multiplicagao por escalar real
e a operacao multiplicacdo por escalar: dados A\, A1, A2 € R e (a,b), (¢,d) € R?
(ME1) Ai[X2(a,b)] = (A1A2)(a,b) (ME2) 1.(a,b) = (a,b)
(ME3) (M +A2)(a,b) = Ai(a,b) + Aa(a,b) (ME4) A[(a,b) +(c,d)] = A(a,b) + M(c,d).

Com tais operacoes R? é um espaco vetorial real de dimensao dois.

Definiremos uma multiplicacio em R? adaptada as regras operatérias esperadas para a

multiplicacdo de niimeros complexos. Informalmente introduzindo os “ntmeros” i, i% = -1, e

a+biec+di, com a,b,c,d € R, desejando manter as propriedades comutativas, associativas e

distributivas para os niimeros reais devemos esperar que
(a+bi)(c+di) = ac + adi + bic + bidi = ac + adi + bci + bdi* = (ac - bd) + (ad + be)i .
Assim, dados (a,b), (¢,d) € R? definimos a operacdo
(a,b) * (¢,d) = (ac - bd,ad + bc) .
Proposicao 1.1 O conjunto R? munido das operacoes + e %, (R, +, ), é um corpo.

Prova: As propriedades da adigao decorrem de (A1), (A2), (A43) e (A4). Verifiquemos as
propriedades abaixo: dados (a,b), (c,d), (e, f) € R? temos,

(M1) (a,b) * [(c;d) * (e, )] = [(a,b) * (e.d)] * (e, f)  (associativa),

(M2) (a,b) * (¢,d) = (¢,d) * (a,b)  (comutativa),
(M3) (a,b) * (1,0) = (a,b) (existéncia do elemento neutro).
(M4) V(a,b) # (0,0),3(u,v) € R? tal que (a,b)*(u,v) = (1,0) (existéncia do elemento inverso).

(D) (a,b) *[(c,d) + (e, f)] = (a,b) * (¢,d) + (a,b) * (e, f) (distributiva).
Verificagao de (M1):
(a,b) * [(c,d) * (e, f)] = (a,b) * (ce—df,cf +de) = (a(ce - df) - b(cf +de),a(cf +de) + b(ce - df))
= (ace — adf - bef - bde, acf + ade + bee — bdf)
= ((ac-bd)e - (ad + be) f, (ac - bd) f + (ad + be)e)
= (ac-bd,ad +bc) * (e, f) = [(a,c) * (b,d)] * (e, f) .



As propriedades (M2) e (M3) sao consequéncias 6bvias da definicdo da operacao *.

Verificagdo de (M4): basta resolvermos o sistema linear real nas varidveis u e v,
au—-bv=1, bu+av=0.

Tal sistema tém determinante a? + b% # 0 e solucéo tnica dada por,

a 1
b 0

b
a?+b2 "’

1 -b
0 a

a 1

= — V= —
a?+b2 "’ a? + b2

1
U= ——0
a2 + b2

Verificagao de (D):

(a,b) * [(c,d) + (e, f)] =(a,b)*(c+e,d+f)= (a(c+e)—b(d+f),a(d+f)+b(c+e))
((ac-bd) + (ae - bf), (ad +bc) + (af + be))
(ac-bd,ad +bc) + (ae=bf,af + be) = (a,b) * (¢,d) + (a,b) * (e, f) m

Definigdo 1.2 (R2,+,*) ¢ o corpo dos ntimeros complexos, indicado por C.

Nos referiremos a C como corpo dos nimeros complexos ou plano complexo. Por esta
construcao, R? e C sdo conjuntos iguais e o mesmo espaco vetorial. Ao enfatizarmos as estru-
turas de espaco vetorial ou corpo escreveremos R? ou C, respectivamente. Mostramos abaixo
que C contém um subcorpo isomorfo a R, justificando a notagao R c C.

Consideremos a aplicagao, evidentemente injetora,
jiaeR+—(a,0)eC.
E claro que j preserva as operagoes de adi¢cao e multiplicacao, isto €, Ya,b € R,

{ j(a+b) = (a+0,0)=(a,0) +(b,0) = j(a) +j(b),
j(ab) = (ab,0) = (a,0) + (b,0) = j(a)j(b) -

Assim, j é um isomorfismo de corpos e Im(j) = {(a,0) : a € R} é subcorpo de C isomorfo a R.

y

X)) E— (a,b)

O (a,0) X
Figura 1.2: Eixo x isomorfo a R por j
Por tal isomorfismo nao hé diferenga algébrica entre R e Im(j) e passamos a identificd-los,

nao distinguindo entre um ntmero real a e j(a) = (a,0).

A multiplicacdo por escalar real herdada de R? nio conflita com #: se A € R e (a,b) € R?,

Aa,b) = (Aa,\b) e Ax(a,b)=(\0)*(a,b)=(Aa—-0.b,\b+0.a) = (\a,\b) .



Doravante, omitiremos o sfmbolo * e escreveremos (a,b)(c¢,d) para (a,b) * (¢, d).

O corpo C tem trés elementos distinguidos, a saber,
(0,0), (1,0), (0,1).

Os elementos 0 = (0,0) e 1 = (1,0) sdo, respectivamente, os neutros da adicao e da multipli¢ao
em C. J& (0,1) satisfaz (0,1)(0,1) = (0.0 -1.1,0.1 + 1.0) = (-1,0) = -1 e ¢é indicado por 1.
Logo, i> = =1 e C é uma extensdo do corpo R na qual -1 = (=1,0) tem raiz quadrada i € C e
escrevemos i = /1. Segue que todo nimero real a admite raiz quadrada complexa: se a > 0
ja& o sabemos e se a < 0 temos (i\/H)Q = —la|] = a. Mais adiante veremos que todo ntimero
complexo possui m raizes m-ésimas em C, m € N*, o que provara que o problema da radiciacao,
com muitas particularidades em R, é simplesmente e completamente soltivel em C.

Pelas identificagoes acima citadas podemos escrever,
(a,b) = (a,0)+(0,b) = (a,0) +b(0,1) =a+bi .
Com esta notagao temos,
(a+ib)(c+id) = ac + adi + bei + bdi® = (ac - bd) + (ad + be)i .

E usual indicar um ntmero complexo por z, w e (. Se z = (a,b) =a+ibe C, a é a parte real

de z e b é a parte imagindria de z, denotadas por Re(z) e I'm(z), respectivamente, isto é,
z=Re(z)+iIlm(z),VzeC.

A representacdo geométrica de z € C é igual a de R?, seja pelo ponto do plano cujas coordenadas
sao, respectivamente, as partes real e imaginaria de z, dito afixo de z, seja pelo vetor com

origem coincidente com a origem do sistema de coordenadas e extremidade o afixo de z.

y
(0,b) f---a - z=a+ib=(a,b)
Wy
(0,=b) |- izza—ibz (a,~b)

Figura 1.3: Representagao geométrica de z e de z =a — b

O eixo das abscissas é dito eixo real e o das ordenadas, {(0,b) : b € R}, eixo imaginario.

A representacio de C como pontos em R? é chamada de plano de Argand-Gauss.



1.4 - O corpo C nao é ordenavel.
Intuitivamente, um corpo K é ordenado se existe um subconjunto de K* = K- {0} que pode

ser chamado de conjunto dos “nimeros positivos de K”.
Definicao 1.3 O corpo (K, +,.) é um conjunto ordenado se existir P c K* tal que,

(a) Yz €K, apenas uma das trés condi¢oes ocorre: ou x =0 ou x € P ou —x € P;

(b) Yx,ye P temos, t+ye P exy=x.ycP.
Indicamos x € P por x >0 e x>y por x —y > 0.
Teorema 1.4 O corpo C ndo pode ser ordenado.

Prova: Suponhamos que exista P c K* satisfazendo as condigdes (a) e (b) da Defini¢do 1.3
Se 1<0 (i.e, -1 € P), por (b), (-1)(-1) =1 € P, o que contradiz (a). Portanto, 1> 0.
Se z € C* temos: se z € P entdo 2.z = 22 € P; se z ¢ P entdo —z € P e (-2)(-2) = 22 € P.

Logo, Yz € C*, 22> 0 e, como 1 >0, por (b) segue que 22 +1>0, Vz € C* e assim,

i+1=0eP 4
1.4 - O conjugado e o médulo de um ntiimero complexo.

Definicao 1.5 O conjugado de z=a+biecC é: zZ=a-bi.
Valem entao as relacoes,
Re(z) = Re(z) e Im(z) =-Im(Z) .
Geométricamente (vide figura 1.3) Z é o simétrico de z em relacao ao eixo real. E claro que

zre eIm(z):Z__Z .
21

Re(z) =
A aplicagdo z € C — Z € C, dita conjugagao, é automorfismo de corpo que mantém R fixo.

Proposigao 1.6 Propriedades da conjugacao:

(a) Dados Vz,w € C temos,

(b) Dado z € C*,

Prova: (a) Segue trivialmente da defini¢do de conjugado.

(b) Como z £ =1, por (a) temos E@z 1=1. Logo,z ' = (%

~—

Os complexos bi, b € R, sao ditos imaginarios puros e z € C é um tal se, e sé se, z = -Z.

10



Definicdo 1.7 O médulo de z =a+ib, a,be R, é: |z| = Va2 +b2 = \/Re(2)? + Im(z)2.
Geometricamente, o médulo de z € C é a distancia do afixo de z & origem.
Proposicao 1.8 (Propriedades) Sejam z,w € C,
(a) |2l =12 e2Z=]z]2
(b) |lzw| =|z||w| e, se z+0, |§| = ﬁ
(c) [Re(z)|<|2|, Im(2)|<|z| e [2] <[Re(2)[+|Im(z)].
Prova: Seja z+a+bi,a,beR.
(a) Segue imediatamente das identidades |a +ib| = |a —ib| e (a +ib)(a —ib) = a® + b* = | 2| .
(b) Por (a) e pela Proposigao 1.6(a) temos, |zw|? = zwzw = zzww = |2|?|w|?; donde a
primeira afirmagio e desta, se z # 0, segue que 1 = |zZ| =|2||2| e portanto, || = ﬁ
(c) E trivial verificar que |al,|b| < Va2 +b2 <|a|+|b] m
Corolario 1.9 Se z ¢ C*,
(a) z_lzizzip e|§|:ﬁ. (b) Se |z| =1 entdo 271 =Z.
Prova: (a): A primeira afirmagcéo segue da Proposigao 1.8(a) pois, z% = 1. Quanto a segunda,

pelas Proposicoes 1.8(a) e 1.8(b) temos |g| =|1]= ﬁ == (b): Consequéncia de (a) =

H
Pela identificacdo C = R?, como espacos vetoriais sobre R, destacamos o resultado a seguir.
Proposicao 1.10 A fun¢io mddulo |.|: C — [0,+00) € uma norma sobre C. Isto é,
(a) 12| =0 se, e sd se, z=0.
(b) [Az|=|Xz],VAeR,VzeC.
(c) |z+w|<|z|+|w|, Vz,w e C (desigualdade triangular).

Prova:
(a) Evidentemente, |2| = \/Re(2)2 + Im(2)2 = 0 < Re(z) = Im(z) = 0.
(b) Um caso particular da proposic¢ao 1.3(b).

(c) Nao é dificil ver que,

lz+w]? = (z+w)(ZFW) = 27+ 2W + Wz + ww = |2|* + 2w + 2w + |w|?
= |2)? + 2Re(2w) + [w|? < |2? + 22w + |w|? = |2|* + 2|2||w]| + |w|?

= (Il + [w))? .
Donde, |z +w| <|z|+|w| m
Coroldrio 1.11 |z - w| > ||z] - |w||, Vz,w € C.
Prova: Pela desigualdade triangular, | z| = |(z —w) + w| < |z —w| + | w| e entdo, |z —w| > | z| - | w].

Mutatis mutandis, |w — z| > |w| - | 2| e portanto, |z —w| = |w - z| > |w|-|z| =

11



A Proposicao 1.10 (c) e seu coroldrio sdo, respectivamente, a primeira e a segunda de-

sigualdade triangular e expressam as seguintes propriedades geométricas num triangulo:

e 0 comprimento de um dos lados é menor que soma dos comprimentos dos outros dois.

e 0 comprimento de um dos lados é maior que o médulo da diferenga dos outros dois.

1.5 - O argumento e a representagao polar de um nimero complexo.

A interpretagao geométrica para o produto em C.

Nesa secao utilizamos conceitos geométricos e trigonométricos para a apresentagao do argu-
mento de um nimero em C. Na secao 77, abordaremos tal tépico de forma puramente analitica.

Um niimero z € C*, z = a +ib # 0 tem afixo (a,b) € R? que projetado sobre o circulo unitario
St ={(z,y) e R?: 2% + y* = 1} determina um tnico 6 € [0,27) tal que (vide figura 1.4)

z a b
— = , = (cosf,sinf) .
2| (\/a2+62 \/a2+b2) ( )

<

z

,,,,,, (cosf,sin ) 0<O<om |2 >1

2 =|2|(cos @ +isinf)
Figura 1.4: O argumento de z

Notemos que 6 correspondente & medida em radianos do angulo determinado pelo semi-eixo
positivo dos z's, R* x {0}, e o segmento de reta unindo a origem O ao afixo de z, medido a

partir do semi-eixo e no sentido anti-horario. E claro que,

{ z=|z|ﬁ=|z|(cost9+isin9)=|z|0059+i|z|sin9,

a=Re(z)=|z|cos® , b=Im(z)=]|z|sinf .

Todo nimero ¢ = 6 + 2kw, k € Z, satisfaz z = | z|cosp + i| z|sing e é dito um argumento,
ou amplitude, de z e é indicado por arg(z). Inversamente, para ¢ arbitrdrio satisfazendo
z = |z|cosp +i| z|sin ¢ temos cosp = cosb, siny = sinf e cos(p — 0) = cospcosf +sinpsinf =
cos?0 +sin? 0 = 1. Portanto, ¢ — 0 = 2kr, para algum k € Z.

Definigao 1.12 Seja z € C - {0}.

e O par (|z|,arg(z)) é uma representagio (ou forma) polar de z.

e O argumento principal de z, Arg(z), é o inico argumento de z em (-, 7].

12



Observagoes:

(a) Se z tem forma polar (r,0) escrevemos z = (7,0), .

(b) Por convencao e praticidade a forma polar de z =0 é (0,0), com 0 € R e arbitrario.

(c) A escolha da func@o argumento principal varia segundo as conveniéncias e autores. Em
outros textos ¢é utilizado o dominio [-,7) ou [0, 27).

Abaixo mostramos que a forma polar simplica a efetuagao do produto de niimeros complexos

e, ainda, permite uma representacao geométrica intuitiva de tal calculo.
Proposic¢ao 1.13 Sejam z; = (r4,¢i)0, it = 1,2. Entao,
(a) z122 = (rire, 1 + P2)o-
(b) z1=(r1,-¢1)o-
(c) Se z1 #0, i = (%,—@1)0.
Prova: (a) Temos,
2129 =711(cospy +ising) ro(cosps +isinpy) =
= 7'17“2[(008 (1 COS g — sin 1 sin @) + i (cos 1 sin s + sin ¢ sin gog)]
= rlrg[cos(gal +2) +isin(pr + cpg)].

(b) Como z1 =71 (cos 1 +isin ) entdo, z1 = r1(cos i —isinp; ) = r1 [cos(—p1)+isin(—p1)].

(c) Pelas Proposigoes 1.8 (a) e 1.13 (b) temos,

1z —p1) +iry sin(- 1
Lo el e - L con(-pr) + isin(-)] m
z21  zZ171 1 1

Assim, o vetor z; é obtido aplicando ao vetor zs, ambos representados com extremidade

inicial a origem, uma rotacao de angulo ¢; seguida da homotetia de razao ry.

Z1%22
|21] > 1, ]2 >1
01+ Py 0<argz,argz <3
® 2 0<argz +argz <3
P2 “
1

Figura 1.5: Representagao geométrica do produto em C

1.6 - Potenciagao e Radiciagao em C.

Definicao 1.14 Se z € C* e m € Z, a poténcia m-ésimade z, denotada 2™, € definida por:
(a) 2°=1¢c2zm1=2m2% semeN (b) 2™ =(z"1)"™, semeZ em<0.

Convencionamos 0™ = 0, se m € N*. Valem as regras operatérias usuais para poténcias de

expoentes inteiros e base complexas.
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Proposigao 1.15 Sejam z,w € C* e m,n € Z. Entao,

(a) Z?”VLZTL — Zm+n (b) (Zw)m — men (C) (Zm)n — Zmn

Zm

(@) = m - () Zr=zm 0 G =

Prova: Segue, por indugao, da Definicao 1.14 e a deixamos ao leitor =

Com a representacao polar simplificamos e interpretamos geométricamente a potenciagao.

Proposicao 1.16 (Férmula de Moivre) Se z = (r,0), € C* e meZ entao z™ = (r"™,m¢),.
Isto €,

(rcosg+irsing)™ =r™(cosmy +isinmep) .

Prova:
O caso m = 0 é trivial pois 2% = 1 = 1(cos0 +isin0) = r(cos0 +isin0).

O caso m > 0 segue, por indugao, da Proposicao 1.13.
1

Se m < 0, pela Proposigao 1.15(d) temos 2™ =

= (T =mp),.

Logo, pela Proposigao 1.13(b), ZL = (T_lm ,me)o=(r",mp), N

-m

Teorema 1.17 Se z € C*, com forma polar (r,),, e m € N*, z tem s as m raizes m-ésimas:

2k 2k
’{‘/7_“((:05(£ + —ﬂ) +isin(£ + —ﬂ)) ,k=0,1,...m-1.
m m m

Prova:

Inicialmente observemos que pela férmula de Moivre temos, para qualquer k' € Z,

2k’ 2k'n \1" 2k’ 2k
|:’§‘/7_"(cos(£+—7r)+z‘sin(£+ 7T)):| =r(cosm(£+ 7T)+isinm(£+ 7T))=
m m

m m m m m m
=7 (cos(p + 2k'm) +isin(p + 2k'7)) = r(cosp +isinyp) =

Ainda, se w = (p,1¥),, é rafz m-ésima de z entao (r,¢), = z = w™ = (p™, m),. Logo, p™ =1 e
my — p = 2k'm, para algum k' € Z. Isto é, (p,v) = (/r, 2 + %) Escrevendo k' = pm + k,

’m

compeZek=0,1,...,m—-1 obtemos,

2K’ 2 2k 2km
bl Do L T (2 2
m m m m m m

logo, £ + Qﬁf =arg(w) e w tem a forma no enunciado. Por fim, os nimeros descritos no enun-
. . . . .. . . 2(k1—k
ciado sao distintos: dados dois deles, com argumentos distintos, a diferenca destes é %

[k1,k2 € {0,1,...,m - 1}], que ndo pertence a 277 pois & kQ ¢ Z ja que 0 < ‘kl ka| ¢ m-1 1 <l m

Exemplos: Vide também figura 1.6 que segue.
22Ty g-0,1,2.
(b) As raizes sextas de 1 tem forma polar (1, %T’T) = (1, %ﬂ)o, 0<k<5.

(c) Os afixos das m raizes de z # 0 formam um polinogono regular.

(a) As raizes ctbicas de ¢ tem forma polar (1
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Figura 1.6: Representagao geométrica das raizes nos exemplos (a) e (b)

1.7 - Area orientada de um paralelogramo. O produto interno em C.

Nesta se¢do, i denota um vetor em R2. Dado (a,b) no plano cartesiano, indicamos o vetor
representado pelo segmento com extremidade inicial a origem deste plano e final (a,b) por {a, ).
Dois vetores i = {a,b) e ¥ = (¢, d), ndo paralelos e em R?, determinam um paralelogramo {2
que supomos, inicialmente, no primeiro quadrante. Seja w =4 + ¥ = (a + b, ¢ + d). Consideremos

a representacao de € [numa segunda e ultima representagao as posigoes de 4 e ¥ sdo trocadas],

Yy
P@ = (67 d)
Po=(0bedy - P3= (a+c,b+d)
S I | - Pr=(ab)
o) C ‘Pl ‘P_):((l‘f’(f‘l)) X

Figura 1.7: Determinante/Area

Considerendo os pontos P;, 1 <i <7, a drea delimitada por 2, A(Q), é dada por,

A(Q) = A(OP,P3P;) - A(OPP;) — A(PPyP3P;) — A(PsPyPsPs) — A(PsOP;),
A(P Py PPy = 820D _ e yocd o A(PypyPsPg) = 220 ey ab
A(OP:P3Py) =(a+c)(b+d)=ab + ad + bc + cd,

A(OPP;) =% e A(POFs)=4.

Logo,

a ¢

b d
A seguir, associamos uma &drea ou ao determinante D se seu valor (também dito determi-

AQ)=ab + ad + bc + cd = L —bc - L - be - %L - L = ad-bc=D= :

nante) é positivo ou a D', obtido trocando as colunas de D uma pela outra, se D é negativo.

Definiciao 1.18 O angulo entre dois segmentos AB e AC no plano é o menor dngulo 0,

0<6<m, unindo B e C.
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Definicdo 1.19 O angulo entre dois vetores #,7 € R? € o dngulo entre dois segmentos AB
e AC, representantes de i e U, respectivamente. Fizas tais representacoes, o (menor) angulo

entre i e ¥, orientado de i para 9, € o dngulo entre AB e AC, orientado de B para C.
Mantendo a notagao acima temos entao o importante resultado abaixo.
Proposigao 1.20 Se i corresponde a 1% coluna do determinante, ¥ d 2% @ e ¥ ndo paralelos,

e 0, o menor angulo entre i e U, orientado de U para U, tem sentido anti-hordrio,

a c¢
b

Caso contrdrio, se a orientacdo de 0 € no sentido hordrio, ad —bc < 0.

=ad-bc>0.

Prova: Lembremos que medimos angulos em R? no sentido anti-horério e a partir do eixo Oz.
Suponhamos, primeiro, que 6 esteja orientado no senti anti-horario.
Se a é 0 angulo de Ox a 4 e 8 o angulo de Ox a 9, a,c # 0, temos tan a = g etan = tan%.
Caso 1: 4 no primeiro quadrante.

(la) Para ¥ no primeiro quadrante temos (vide figura anterior),
b d
0 <tana=—- < —=tanf, bec<ad, ad-bc>0,
a ¢

onde na segunda afirmacao utilizamos ac > 0.

(1b) Para v no segundo quadrante temos ¢ <0, d >0, ac< 0 e,
d b

tanG=—- <0< —=tana, ad>bc.
c a

(1c) Para ¥ no terceiro quadrante, com 0 < 5 —a < 7, temos ¢ < 0, d < 0, ac < 0 e observando
o valor da tangente no circulo trigonométrico (faga um esbogo),
d b
0O<tanf=—- < —=tana, ad>bc.
c a
Caso 2: % no segundo quadrante logo, a <0 e b > 0.
(2a) Para ¥ no segundo quadrante temos, ¢ <0, d >0, ac >0 e (faga um esbogo),
b d
tana=— < —=tanf8 <0, bec<ad.
a ¢

(2b) Para ¥ no terceiro quadrante entdo ¢< 0, d <0, ac> 0 e,
b d
tana=— <0< —=tanf, bec<ad.
a c

(2¢) Para v no quarto quadrante, com 0 < 8-« <7, temos ¢> 0, d >0, ac < 0 e observando
o valor da tangente no circulo trigonométrico (faga um esbogo),

tzmﬁ:é < taana <0, ad>bc.
c a

Casos 3 e 4: Para 4 no 3° [4°] quadrante, os sub-casos com ¢ no 39, 4% e 1° [4°, 1° ¢ 29
quadrantes sdo andlogos a (1a), (1b) e (1c) [(2a), (2b) e (2¢)], respectivamente.
Po fim, se 6 tem o sentido horario, trocando as colunas de D recaimos na suposi¢ao anterior

e obtemos um determinante D’ > 0. Logo, D=-D"<0 =
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Definicao 1.21 O par ordenado de vetores {4,7} ¢ positivamente (negativa/e) orien-

tado se o menor dngulo entre eles, orientado de i para ¥, tem sentido anti-hordrio (hordrio).

Definicao 1.22 O paralelogramo determinado pelo par ordenado {u,v} € positivamente

orientado ou negativamente orientado segundo a orientacao do par (ordenado) {u,v}.

Coroldrio 1.23 Na Prop. 1.20, se§ tem sentido anti-hordrio [hordrio], D é a drea [o oposto da

drea] do paralelogramo positiva/e [negativa/e] orientado determinado pelo par ordenado {u,v}.
Prova: E deixada ao leitor m
Coroldrio 1.24 Se zj=x; +iy; €C, j=1,2, e 8 é 0 menor dngulo de (x1,y1) para (x2,y2),

r1 T2

Y1 Y2

D= =+ | z1|| 22| senb;

o sinal adotado € positivo se O tem o sentido anti-hordrio e negativo caso contrdrio.

Prova: Pela Proposicao 1.20 e Corolario 1.23, o valor absoluto de D é a area do paralelo-

gramo determinado pelo par ordenado {{(z1,y1),{x2,y2)}. Por geometria elementar, tal drea é

l1lasin®, sendo I = |{x;,y;)| = |, 7 = 1,2. Isto &, |D| = |z1]|22|sin @; donde, a tese m

A seguir, deixando ao leitor verificar que C é um espaco vetorial sobre C (i.e., espago vetorial
complexo) mostremos que analogamente ao R? temos o importante resultado abaixo.
Proposicao 1.25 A fungio Cx C > (z,w) ~ (z|w) = zw € C, satisfaz, para z's,w's e X em C,

(a) (z1+ z2|w) = (z1|w) + (z2|w) e (Az],w) = A(z|w) [linearidade na 1% varidvel].

(b) (zlwy +ws) = (z|w1) + (zlws) e (2] \w) = A(z|lw) [linear-conjugada na 2% varidvel].
(¢) (z|lw) = (w]z) [hermitiana simétrica ou conjugada-simétrica).

(d) (z]2) 20, VzeC [positival e (2|2)=0=2=0 [definida/.

Prova: Segue das propriedades da adigao, multiplicacao e conjugacao e a deixamos ao leitor m
A fungao acima é o produto interno canénico em C ou produto interno hermitiano.
Abaixo, expressamos o produto interno de dois nimeros complexos em termos de suas coorde-

nadas cartesianas e também utilizando suas representagoes polares.
Proposicao 1.26 Para zj = xj + iy, com forma polar (|z;|,0;), z;,y;,0; € R, j=1,2, temos,

r1 T2

(z1]22) = 2172 = (122 +11Y2) — @ = | z1|| 22| cos (01 — 62) + i|z1]| 22| sen(61 - 02) .

Prova: Trivial pois a forma polar de Z3 é (| 22|, -02) e a de 2123 é (|21||22|,01 —62) =
Na figura que segue representamos z1, zo € os angulos envolvidos.
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61

W

Figura 1.8: 61 — 03 = arg((z1|22))

Coroldrio 1.27 Se zj=x; +iy; €C, j=1,2, e y=arg(z1) —arg(zz2) entao,

r1 X9

Yy Y2

= —| z1]| 22| sin~y.

Prova: Como arg(z;) =0, +2k;m, k; € Z, segue que sin~y =sin(f; —6;) m

Corolario 1.28 Com a notagdo do Coroldriol.27, seja 6 o menor dngulo entre (r1,y1) e

(x2,y2), orientado de (x1,y1) para (x2,y2). Notemos que 01 — 03 € [-2m, 27].
((l) 91—926[0,7T]39=91—92 (b) 91—926[’/T,27T]39=2’/T—(91—92).
(C) 91—926[—7{,0]39:—(91—92) (d) 91—926[—27’(,—’/T]39=2’/T+(91—92).

Prova: Elementar e a deixamos ao leitor como exercicio m

Sugerimos verificar: Nos casos (b) e (c), 8 tem sentido anti-horério, -0 = arg z1 — arg 2o,
para determinados argz; e argzs, e —sin(f; — 62) = sinf. Nos casos (a) e (d) 6 tem sentido
horério, 6 = arg z1 — arg z2, para determinados arg z; e arg zz, e —sin(6; — 63) = —sin 6.

Pelo Corolério 1.24 e Proposicao 1.26, se @ = (x1,y1) e U = (w2, y2) correspondem a 27 e za,

respectivamente, e @ -9 indica o produto interno em R? de @ por ¥ temos,

Re (z1]|22) =14 -9 = comprimento da projecao de 4 sobre ¥
—Im (z1|z2) = + (drea do paralelogramo determinado pelo par {@,7}),

o sinal + ou — segundo {4, ¥} é positiva/e ou negativa/e orientado .
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Capitulo 2

SEQUENCIAS

2.1 - Introdugao

O estudo de sequéncias numéricas e de fungoes se insere no desenvolvimento do que veio a
ser chamado “aritmetizacao da andlise”” durante o século XIX, sendo que a andlise foi vista
pelo inglés I. Newton (1642-1727) e pelo alemao G. Leibnitz (1646-17156) como o estudo dos
processos infinitos e de grandezas continuas tais como comprimentos, areas, velocidade, etc. O
conceito de funcao é o mais importante neste ramo da matematica e a principio nao era claro.

No meio do século XVIII o sui¢o D. Bernoulli (1700-1782), ou Daniel I, soluciona o problema
da corda vibrante com uma soma infinita de fungoes trigonométricas, diferindo das solugoes de
D’Alembert (1717-1783) e de Euler e em 1822 o francés J. Fourier (1768-1830) em Théorie an-
alytique de la chaleur descobre que toda funcao pode ser escrita como soma infinita de fungoes
trigonométricas (a série de Fourier). Sua obra foi considerada com certa imprecisdo e para
elucida-la, e responder a outras questoes presentes a época, torna-se premente precisar os con-
ceitos de fungao, convergéncia e o que é um ntimero real.

Tlustremos com um problema de convergéncia de uma sequéncia do inicio do século XVIII.

O suigo J. Bernoulli (1654-1705), ou Jacques I, tio de Daniel I, em obra péstuma de 1713
ao fornecer a primeira prova adequada, por indugao matematica ou, ainda, indugao de Fermat,
devido ao francés P. Fermat (1601-1665)1, do teorema binomial para poténcias inteiras positivas
é o primeiro a dizer que sequéncia (1+ 1/n)™ converge quando n — co. Como dada uma taxa t
de juros, aplicando n vezes um capital inicial C, a cada vez com a taxa de juros t/n, o montante
é M =C(1+t/n)" (é intuitivo que fixada a taxa, quanto maior o niimero de aplica¢oes maior é
o montante), J. Bernoulli propos o problema da composi¢do continua de juros: o de determinar

lim (1+ %)", tornando-se o primeiro a afirmar a existéncia do niimero hoje designado e, visto
ZE:; sequéncia (1 +1/n)™ é limitada por 3.

Porém, passaram 160 anos até que as questoes da convergéncia de uma sequéncia e da

definigdo de um numero real fossem esclarecidas, em 1872, meio século apds a obra clédssica de

Fourier, com os trabalhos do francés H. Méray (1835-1911), que percebera o “circulo vicioso”

10O francés B. Pascal (1623-1662) em 1654 forneceu a primeira clara explanagdo desta indugao.
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decorrente de definir o limite de uma sequéncia como um nimero real e um nimero real como
o limite de uma sequéncia, e dos aleméaes K. Weierstrass (1815-1897), que vé a necessidade de
definir um ndmero irracional independentemente do conceito de limite e prova o Teorema de
Bolzano-Weierstrass 2: todo subconjunto infinito e limitado de R tem ponto de acumulacio, seu
aluno H. E. Heine (1821-1881), que em 1872, com o chamado desenvolvimento de Cantor-Heine,
em esséncia adota como definicao que sequéncias convergentes que nao convergem a nimeros
racionais definem numeros irracionais, G. Cantor (1845-1911) e J. W. R. Dedekind (1831-
1916), o qual apresentou uma construgao de R dita “cortes de Dedekind” utilizando o axioma
de Cantor-Dedekind, isto é, que os pontos sobre uma reta formam um continuo biunivoco com
R. Tais cortes permitiram a fundamentacao da andlise sem apelo a intuicao geométrica e foram
simplificados no inicio do século XX pelo matemético e filésofo inglés B. Russel (1872-1970).
Estes desenvolvimentos conduziram ao Axioma do Supremo, ou Completude, que

distingue os corpos ordenados Q e R, fornecendo a propriedade de continuidade de R.

2.2 - Axioma do Supremo

Duas das mais famosas construcgoes de R podem ser encontradas em [Ru] e [Sp].... Neste
texto assumimos a existéncia de R, apresentando o axioma da completude.

Consideremos L um corpo ordenado arbitrério.

Definigao 2.1 Seja X c L, X ndo vazio.
(a) M € L é um majorante para X se < M,VxeX.
(b) BeL éumsupremo de X se 3 é um majorante de X e, se M é majorante de X, 3 < M.

O supremo de X, indicado sup X, se existir, é unico. Se sup X € X, ele € um méximo,notado

max X. Analogamente define-se minorante e infimo, inf X, e minimo de X, min X.

Definicao 2.2 X c L ¢ limitado superiormente se existe M € L tal que © < M, Yx e X.

Analogamente definimos X limitado inferiormente.

Temos que o corpo ordenado R satisfaz a propriedade abaixo.
Axioma 2.3 (do Supremo) Se X c R, é ndo vazio e limitado superiormente, X tem supremo.
Provemos que Q nao tem propriedade aniloga, mostrando que:

(1) nao existe p € Q tal que p? = 2,

(2) A={peQ:p>0ep? <2} niotem miximoe B={peQ:p>0e p?>2} nio tem minimo.

2Bernhard Bolzano (1781-1848), padre theco nascido em Praga. A obra de Bolzano foi, no que respeita
ao rigor em andlise, superior a de seus contemporaneos mas, em grande parte por ele ndo ser de um grande
centro, permaneceu desconhecida até 1870, quando foi redescoberta pelos mateméticos alemaes H. A. Schwarz
(1843-1921), sucessor de Weierstrass em Berlim a partir de 1892, e H. Hankel (1839-1873), aluno de Riemann.
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Verificagao:
(1) Suponhamos que existam p, g € Q* com (5)2 = 2. Podemos supor p,q > 0 e mde(p, q) = 1.
Entao, p? = 2¢% e p? é par e, portanto, p é par. Logo, existe m € N tal que p = 2m e obtemos

(2m)? = 2¢? e, entdo, ¢® = 2m?. Logo, ¢ é par e também ¢ é par. O que contradiz mdc(p, ¢) = 1.
(2) Sepe A, sejareQtalque 0<r<ler(2p+1)<2-p? Entdo,g=p+reQ,g>pe
C=p*+r2p+7r)<p+r(2p+1)<p?+(2-p*) =2
logo, temos g€ A e ¢ > p. Assim, nao existe max A .

SepeBentdop>>2¢cq= ——:g+ étal queO<g<pe

2 2
pe -2
-0 -2+ () -0 - =2
P
logo, q € B, com ¢ < p, e entao, nao existe min B. Fim da Verificagao.

Portanto, como dado p € Q, p >0, temos p® < 2 ou p? > 2, concluimos que nio existe sup A € Q.

O corpo R é o tnico corpo ordenado, a menos de um isomorfismo de corpos ordenados que
preserve a ordem, com tal propriedade. Dizemos que R é o 1inico corpo ordenado completo.

O axioma do supremo é, evidentemente, equivalente ao Axioma do Infimo: Se X c R é
nao vazio e limitado inferiormente entdo X admite um infimo. Ainda mais, permite deduzir3

analiticamente propriedades geométricas dos inteiros e, incluso, a propriedade arquimediana.

Propriedade 2.4 (Aproximacao) Seja X c R tal que existe 5 = sup X. Entao, para todo

€>0 erviste x € X tal que B-e<x <

Prova: Dado € > 0, como - ¢ < 3 segue pela Definigao 2.1(b) que 8 — € ndo é majorante de X;

caso contrario teriamos 3 < 3 —e€. Logo, existe z € X tal que B—e<z eentdo, f—-e<x <3 m
Lema 2.5 O conjunto N nao € limitado superiormente.

Prova: Se N é limitado superiormente, pelo axioma do supremo, existe 8 = sup N € R. Entéao,

B -1 nao é majorante de N e existe n e N tal que 3—1<n. Logo, B<n+1,comn+1eN 7
Propriedade 2.6 (Arquimediana) Sejam x >0 e y € R. Entao, existe n € N tal que nx > y.

Prova: Pelo Lema 2.5 existe n € N tal que n > % [ ]

A propriedade arquimediana implica a nao existéncia de “infinitésimos” em R.
Corolario 2.7 Seja x >0 tal que x <€, Ye > 0. Entao, x =0.

Prova: Por contradigao. Suponhamos = # 0. Entao temos 0 < x < %, Vn eN, e assim nx < 1,

Vn e N, o que é absurdo pois contradiz a propriedade arquimediana. Logo, =0 =

A Propriedade 2.6 implica, ainda, no resultado abaixo e suas consequéncias elementares.

3Nas palavras de Méray (1869) “....até o presente estas proposigoes eram consideradas axiomas”
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Desigualdade 2.8 (Bernoulli) Se >0, (1+a)”>1+na, VneN.
Prova: Se n =0 é ébvio. Supondo a desigualdade valida para n € N temos,
(1+a)" ' =(1+a)(1+a)"2(1+a)(1+na)=1+(n+1)a+na’>1+(n+1)a =m
Corolario 2.9 Seja a €R, a>0. Entao,
(a) Se a>1, para todo M >0 existe n €N tal que a™ > M.
(b) Se0<a<1, para todo € >0 existe n € N tal que a™ <e.
Prova:

(a) Escrevendo a = 1+ a, a > 0, pela desigualdade de Bernoulli temos a™ > 1 +ma, Vm € N.

Pelo Lema 2.5 N nao é limitado e existe n € N tal que n > % e portanto, a” > 1+na> M.

(b) Temos < > 1 e, pelo item (a), dado € > 0 existe n € N tal que (£)" > ¢ e portanto, a” < ¢ m

Abaixo mostramos a equivaléncia entre o Axioma do Supremo e um dos mais relevantes

enunciados sobre o qual pode-se fundamentar a teoria de niimeros reais.

Teorema 2.10 Em R, sdo equivalentes:
(a) O Azioma do Supremo.

(a) (Principio dos Intervalos Encaixantes)* Para toda sequéncia [ag,bo], ..., [an,bn],....,

n € N, de intervalos fechados em R, satisfazendo:

(Z) [an+lvbn+1:| c [an;bn]7 VneN, e

(i) para todo € >0 existe n € N tal que 0 < b, —a, <e,

a intersecgdo (N [an,bn] € um dnico ponto em R.
neN

Prova:

(a) = (b) Fixado n € N, de apn < an+p < bnap < bp < bpoq < ... < by, qualquer que seja p € N,
segue que a, < by, Vn,m € N, e todo b, é um majorante de A = {a, : n € N}. Pelo

axioma do supremo existe a =supA€R, e a, <a<b,, YneN. Isto é, a e ﬂ [an,bn]. Se

Be€ N[an,bn] entdo |B-a| < b, —an, Yn, e |B-al<e, Ve>0, e pelo Cor. 275 a=0.
neN

(b) = (a)® Seja AcR, A+ @ e A limitado superiormente, M € R um majorante de A e a € A.
Se a =M, é 6bvio que a é um supremo de A. Caso contrario, contruamos indutivamente
uma sequéncia de intervalos [a,,my], n € N, tal que [an+1,Mns1] € [an,mn], ¥n € N,

satisfazendo (Vn € N): a,, € A, m,, é majorante de A e [Mmp11 — ans1| < [Mp, = anl.

4Bolzano e Cauchy assumiam como verdadeiro tal principio.
5 Argumentacdes por bisseccdes, como esta, devem-se muito a Bolzano e constam em Euclides, Elementos X.
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Seja ag = a e mg = M. Supondo construido [a,,m,] com as propriedades desejadas,

consideremos (3, = , 0 ponto médio de [a,, my]. Se B, é majorante de A, definindo

An+Mp
2
An+l = A € Myp1 = Bp, € 6bvio que [an+1, mn41] satisfaz as condigdes estipuladas. Se 3,
nao é majorante de A, existe a’ € A com 3, < a’ e, como m,, é majorante de A, temos

a’ < my; logo, B, < a’ < m, e definimos a,,1 = a’ e myy1 = m, e assim, é claro que

[@n+1,Mn+1] atende as condigbes requeridas. Temos entdo [m,, — a,| < %, Vn €N, e,
pelo Corolédrio 2.9(b), para todo € > 0 existe ng € N tal que |[my,, — an,| < 12\/[;0“ < €. Assim,

a sequéncia de intervalos [a,, my], n € N, cumpre as exigéncias (i) e (i4) no Principio dos

Intervalos Encaixantes e concluimos que (N [an,my] = {p}, para algum p € R.
neN

Por fim, provemos p = sup A. Se a € A temos a < my, = ap + (Mg, — an) < p+ (Mg, — ay),
Vn € N. Logo, pela hipétese (a)(ii), a < p+e¢, Ve >0, e entdo a < p, Ya € A, e p é majorante
de A. Ainda mais, se M é majorante de A entdao p = a,+(p-an) < M+(my,—ay,), VneN,

e por (a)(ii), p< M +e¢, Ve > 0; donde segue p < M e, finalmente, p é o supremo de A m

2.3 - Topologia essencial

As definigoes topoldgicas que seguem possuem, todas elas, correpondentes 6bvios em R.
Notacao 2.11 Dado a € C e r >0 indicamos,
e D.(a)=D(a;r){z€C:|z-a|<r}, o disco aberto de centro a e raio r.

D,(a) =D(a;r) ={z€C:|z~a| <7}, o disco fechado de centro a e raio r.

D} (a)=D*(a;r)={2€C:0<|z—-a|]<r}, o disco reduzido de centro a e raio r.

Sp(a)={z€C:|z-a|=r}, a circunferéncia de centro a e raio r.
E claro que,
D,(a) =D,(a)uS,(a) , D.(a)nS.(a)=@ e D}(a)=D,(a){a}.

Definicao 2.12 Seja Ac C, A+ @. Diz-se que a € A € interior a A se existir r > 0 tal que
D,(a) c A. O interior de A ¢,

A={aeA:a éinterior a A} .
Diz-se que A é um conjunto aberto ou, simplesmente, aberto se A=A,

Exemplos 2.13 Os conjuntos abaizo sao subconjunto de C e r > 0.
(a) O disco aberto D(a;r) € um conjunto aberto, devido & desigualdade triangular.
(b) C e o @, este por convengao, sao conjuntos abertos.
(¢c) Se Ay = {z: Rez > 0}, Ay = {z : Rez > 0} e A3 = {z : Rez = 0} entdo, Ay = Ay,

/ingliAg 6143:@.
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(d) D,(a) = D,(a), Dy(a) = D,(a) ¢ S,(A) = @.
Definicao 2.14 Seja X cC eacC.
e a é um ponto de aderéncia de X se D(a;e)nX # @, Ye> 0.
e Ofecho de X +@ ¢ X = {a:a ¢ aderente a X}. E bvio que @ = @.
e X ¢é um conjunto fechado, ou simplesmente fechado, se X = X.

e g ¢ um ponto de fronteira de X se todo disco aberto contém pontos de X e do com-
plementar de X, X¢=C~\ X. Isto €,

D(a;e)n X +@ e D(a;e)nX®+@ ,Ve>0.

A fronteira de X é: X = {a: a é um ponto de fronteira de X}. E ébvio que 02 = @.

a é ponto de acumulacao de X se Ve >0, D*(a;e) n X + @.

O derivado de X € : X' ={a: aé ponto de acumulagio de X }. E 6bvio que @' = @.

e a ¢ um ponto isolado de X se a€ X e a ndo é ponto de acumulacao de X.
Proposigao 2.15 Dados X, F c C temos,
(a) XcX edXcX.
(b) F € fechado < F 2 OF.

Prova: (a) Claramente, todo ponto de X ou da fronteira de X é um ponto de aderéncia de X.
(b) (=) Temos, F = F e, por (a), OF c F; donde, OF c F. (<) Por (a), resta mostrar
F c F. Suponhamos, por absurdo, z € F \ F. Entdo, z é um ponto de aderéncia de F' nao

pertencente a F e portanto, é ébvio, z é um ponto de fronteira ndo pertencente a F 7

Exemplos 2.16 Consideremos os conjuntos A;, i =1,2,3 do Exemplo 2.1, a € C er > 0.
(a) E claro que Ay = Ay = Ay, Az = Az, 0A, = 0As (eizo imagindrio) , e 0As = As.

(b) D.(a)=D,(a), S.(a)=5S,(a) ,dD,(a)=0D,(a)=S.(a) e dD}(a) = S,(a)u{a}.
2.4 - Sequéncia, Limite de uma sequéncia e Propriedades Operatérias

Por K designamos R ou C. A reta estendida é R = [~o0, +o0] = RU{~o00} U{+00}.

Definicao 2.17 Uma sequéncia em um conjunto X qualquer, X + &, € uma func¢dor: N - X.

Indicamo-la por x = () ou x = (x,) N, onde x, =x(n),Vn €N, é o termo geral da sequéncia.

Definicao 2.18 (D’Alembert 1765, Cauchy 1821) A sequéncia x = (x,) em K, é convergente

se existir v € K tal que Ye > 0 existe ng € N satisfazendo |z, — x| <€, Vn >ng (v. figura 2.1)
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Notagao® Escrevemos lim x, =z ou limx,, = x ou, ainda, x,, = x, se n — +oo.

n—+oo

Proposicao 2.19 (Unicidade) Se (z,) cK € tal que limz, = = e limz, =y entdo z =y.

Prova Dado € > 0, existem n1,nz € N tais que |z, -z < § se n2n; e, |z, —y| < § se n 2 ny.

Logo, se n 2 N = max(ny,nz), [v —y| <[z —xp|+|2n —y|< 5+ 5 =€ Ve>0. Donde, z=y m

y

Figura 2.1: Se limz,, = z, para todo € >0 é finito {n: x, ¢ D(x;¢)}.

Definicao 2.20 Uma sequéncia é divergente se nao € convergente.

A sequéncia (z,,) c R diverge (tende) a +oo se VM €N, Ing € N tal que z,, > M ,Vn > ny.
Denotamos, nhrJPOO T, = +00. Analogamente definimos e notamos a divergéncia a —oo.

Dizemos que existe lim x,, s6 se a sequéncia (x,, ) é convergente (com limite em K). Sequéncias
reais divergentes a oo néo sdo convergentes (por vezes, dizemos que existe o limite em @). Es-
crevemos Alimz,, se () nao é convergente. Com abuso de notagao, se (z,) ¢ R, também

escrevemos A lim x,, para indicar que (z,,) nao é convergente e, ainda, lim x,, # +oo.

Exemplo 2.21 Seja a € R. Entao,

3, sea<-1,
i a” = 0, selal<1,
1, sea=1

+o0, sea>1.

Verificagao: Se a < -1 entao |a|” 21 e a”™ = (-1)"|a|” < -1 se n é impar e a™ > 1, se n é par e,
é claro a partir da Definicao 2.18, Alima,,.

Se |al < 1, dado € > 0 pelo Corolario 2.9(b) existe ng € N tal que |a™ < € e entdo, se n > ng
temos |a™ - 0] = |a|™ < |a|™ < € e portanto, pela Defini¢ao 4.18, lima™ = 0.

Se a > 1, dado M > 0 pelo coroldrio 2.9(a) existe ng € N tal que a™ > M e entéo, se n > ng

temos a” > a™® > M e, portanto, pela Definigao 2.20, lima™ = +cc ®

Dadas (z,), (y») em K temos a soma, (x,) + (yn) = (zn + yn), a multiplicagao por

escalar ) € K, A(x,) = (Az,,), o produto, (z,)(yn) = (znyn), € a divisao, se y, # 0, Vn, (z—”)

6 A notacdo “lim” para indicar um “limite” foi introduzida por Cauchy, em Cours d’Analyse (1821). Porém,

Bolzano (1817) e Weierstrass (1874), que usava a notagdo com €’s e §’s, trouxeram a nogao de limite & perfeigao.
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Proposigao 2.22 Sejam (z,)n e (yn)n convergentes em K, limz,, =z e limy, =y. Entdo,

(a) im(z, +yp) =limz, + limy,.

(b) lim Az, = Alimz,, VA e K.

(c) lim(zny,) = (limz,)(limy,).

(d) Seyn,+#0,YneN, ey=+0 entdo 1im%:%.

limy,

Prova

Dado € > 0, existem n; e ny tais que se n > ny entao |z, —z[ < 5 e, se n >ny, [y, —y| < 5.

Logo, se n >ng = max(ny,nz) entdo |[(zn +yn) = (x+y)[ < |zn 2|+ |yn —y[ < 5+ 5 =

Dado € > 0 3ng tal que se n > ng |z, — x| < Logo, |A\x, — Az| = [N |zn — 2| < A T SE

|/\\+1

Obviamente, |y, — y| < 1 se n é suficientemente grande e (y,,) é limitada. Seja M > 0 tal

que |yn| < M ,Vn e, ainda, M > |z|. Dado entdo € > 0 existem n; e na tais que se n > ny

_€_
2M

|ZnYn — 2yl = [(2n = 2)yn + 2(Yn = Y)| < |20 = 2| [yn| + 2] |lyn =yl < oM + oM ~ €

€

entdo |z, — x| < e, se n > ng, |y, —y| < 537 Logo, se n > no = max(ni,n2) temos

Escrevendo ;—" = :cnyL vemos que pelo {tem (c) basta mostrarmos que lim yi = % Como

n

Yn = ¥y # 0 se n — +oo e, pela desigualdade triangular, ||yn| - |y|| < lyn - y| segue que

lyn] = |y| se n - +o0 e existe ny tal que |y,| > % Entao, dado € > 0 e na tal que

2
lyn — y| < % se n > ng, escolhendo ng = max(ni,ns) concluimos que, para n > ng,

L L) | = lunmul o oeyl® 2
Yn YnyY ‘ywHy‘ 2 |y|2

=e N

Exemplo 2.23 Se z € C entao,

limz"=0, selz|<1,
limz"=1, sez=1,
lim|2"| = +00, se|z]>1,

a sequéncia (2") diverge se|z| 21, com z #1.

Verificagao:

Se |z| < 1, pelo Ex. 2.21 temos lim|z|” = 0 e, como |z" - 0] = |2|", segue que lim 2" = 0.

Se |z| > 1 temos |2"] = |2|" e, pelo Exemplo 2.21, temos +oo = lim |z|" = lim |2"].

Se z € C~\ {1} é tal que existe lim 2™ = ¢ € C, multiplicando a sequéncia por z obtemos, pela

Proposicio 2.22(b), lim 2"*! = 2( e, é claro, lim z"*! = lim 2™ = ¢. Assim, 2¢ = e ((z-1) = 0;

donde ¢ =0. Como para |z| > 1 temos |z"] = |2|* > 1, Vn € N, a sequéncia (z™) certamente nao

converge a zero e, por fim, concluimos que ela diverge m

Proposicao 2.24 Sejam (x,),(yn) e (2,) sequéncias convergentes em R. Sdo vdlidas:

(a) (Conservacao do sinal) Se limx,, = L > 0, existe ng € N tal que n > ng implica x,, > 0.

(b) Se xp, >a, VneN, entao limz, > a.
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(c) Se xp >yn, Vn €N, entao limz, > limy,.

(d) (Confronto) Se x, <y, < zp, Vn €N, e limx, =limz, = L entdo limy, =y.

Prova:

(a) Dado € = %, existe ng € N tal que para todo n > ng temos |z, — L] < % Logo, n > ng

implica z,, € (£, 3L) e entédo, z, > £ > 0.

(b) Se limz, = L < a, dado € = %, existe n, € N tal que n > ng implica x, € (L —¢,L +¢);

a-L _ L+a < ate _ é

logo, se n > ng, x, < L+ %45 5 5

(¢) Como z, —y, >0, Vn e N, a afrimacado segue do item (c).
(d) Por (c) temos L =limx, <limy, <limz,=L m

Proposigao 2.25 Seja X cK, f: X - K tal que lim f(x) = L e () c K tal quelimx,, =p € K.
T—p

Entdo, lim f(x,) = L. Em particular, se f é continua”, lim f(x,) = f(p).

Prova Dado € > 0 seja 6 > 0 tal que 0 < |z — p| < § implica |f(z) — L| < e. Existe ng € N tal que

|zn, —p| <& se n>ng e assim, |f(z,) - L|<e m

Definicao 2.26 A sequéncia (x,) ¢ dita crescente (decrescente) se x,.1 > z,, Yn € N,

(Tn+1 < T, YR eN) e em qualquer desses dois casos dizemos que a sequéncia € mondétona.
Abaixo temos as formas (fracas) equivalentes do axioma do supremo que sdo muito tteis.

Teorema 2.27 Sao equivalentes:
(a) Se X c R, € nao vazio e limitado superiormente, X tem supremo (Azioma do supremo).
(b) Toda sequéncia (x,) c R, crescente e limitada superiormente, € convergente.

(¢) Toda sequéncia (x,,) c R, decrescente e limitada inferiormente € convergente.

Prova: Temos, (a) = (b) é trivial e, (b) < (c) é ébvio.

(b) = (a): Sejam x € X e M um majorante. Definamos duas sequéncias em R, (z,) c X,
crescente, e (y,) de majorantes e decrescente, tais que (*) |yn —zp| < W’{*ﬂ’ll, n>1.

Passo 1: sejam z1 = x e y; = M, a afirmacao é vélida para n = 1. Passo 2: suponhamos
escolhidos x1,....,Zp € Y1, ..., yn segundo (*). Seja [ = % Se 8 nao majora X, existe x’ € X,
B <z, pomos Tpi1 =2 € Ypi1 = Yn. Se majora, pomos Tpi1 = T € Yns1 = 5.

O par (z,), (y,) satisfaz (*) e pela forma fraca do axioma do supremo ambas convergem.

M—:Cl
on—1

x> =lim y,, e assim # é majorante e nao ha majorante de X menor que § =lim x,, &

Seja o = lim x,, e § = lim y,,. Como lim = 0 entao o = 3. Nao existe, é claro, x € X,

n—o00

"Bolzano, em 1817, é o primeiro a fornecer a definicio moderna de funcio continua.
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2.5 - Subsequéncias e Valor de Aderéncia

Definigao 2.28 Dada a = (an)cK eI ={ny <ny<ng< ... <ng < Ngs1--- 3 € N um conjunto

infinito de indices, a sequéncia (by), bk = an,,, € uma subsequéncia de (a,), indezada em I.
Proposicao 2.29 Se (ay) converge a L e (an, ) € uma sua subsequéncia, (an, ) converge a L.

Prova: Dado € >0, 3N € N com |a,, - L| <€, se n > N, e kg tal que ng, > N. Para k > ko,

temos ny > Nk, € lan, —L|<e m

Lema 2.30 Dada a sequéncia (a,) c K, L € K é limite de uma sua subsequéncia, se, e sd se,
Ye>0, o conjunto de indices {n € N:a, € D(L;¢)} € infinito. Isto é, se quaisquer que sejam

€>0 engeN existe n>ng tal que |a, — L| <€ .

,

Prova A “ida” é ébvia. Para a “volta”, seja n1 no conjunto infinito {n € N : x,, € D(L;1)}.
Escolhidos n1 < ny < ... < ng, em N, com z,,, € D(L;%), 1 < j <k, seja ngy1 no conjunto
infinito {n eN~{1,2,.....n} : x, € D(L; k_h)} Temos, Njs1 > Nk € Tny,y € D(L; 7). Assim,
temos definida indutivamente uma subsequéncia (xzy, ) tal que |z,, - L| < % < %, Vp >k, e que,

portanto converge a L m
Definigao 2.31 L, como acima, é um valor de aderéncia da sequéncia (x,).

Se (x,) ¢ R é limitada superiormente (inferior/e), o conjunto dos seus valores de aderéncia
idem. Se {z,} c[«a,B], entdo {x:x é valor de aderéncia de (z,)} c[«a,B].

Alerta: O conceito de valor de aderéncia de uma sequéncia (z,) é distinto dos de ponto
de aderéncia ou acumulagao do conjunto {x, : n € N}: (1) se (x,,) é estritamente crescente (ou
decrescente) entfio {x : 2 é valor de aderéncia de (z,)} = @ # {x, :n € N} = {z,, : n e N}; (2) se

(%) é constante e igual a a € R, {z: x é valor de aderéncia de (z,)} ={a} #+ {x, :ne N} =g.

Teorema 2.32 Toda sequéncia (z,,) ¢ R admite uma subsequéncia ou crescente ou decrescente.

Figura 2.2: Fungao poligonal conectando os pontos (n, ;)

Prova: Vide figura 2.2. Seja M = {n € N: x, > z,,,Ym > n}. Caso M ¢ infinito,
M ={n; <ng < ...}, entdo (x,,) é decrescente. Se M ¢ finito, seja n; € N maior que todo
elemento de M. Entao n; ¢ M e existe ne > ny tal que =, < zp, €, analogamente, existe ng > na

tal que zp, < ,,. Procedendo por recursio definimos uma subsequéncia (z,, ) crescente m
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Corolario 2.33 Toda sequéncia em K, limitada, admite subsequéncia convergente.

Prova: O caso K = R segue de 2.32 ¢ 2.27(b) e (¢). Em C, sequéncias (z,) limitadas geram duas
em R, (Rez,) e (Imz,), limitadas. Para (Re z,, ) convergente, (Im(zy,)) tem subsequéncia

convergente indexada em I c N. Entao, (Re(zn))ner, Im(zn)ner € (2n)ner convergem m

Corolario 2.34 Se (x,) c K € limitada, (x,) converge a p € K se, e s6 se, toda subsequéncia

convergente de (x,,) converge a p.

Prova: (=) Segue da Proposigao 2.29.

(<) Afirmagao: n1—1>r-Poo T, = p. Caso contrario, existe € > 0 tal que Vm € N,3n > m, com
|z, — p| > €. Por inducdo, é trivial, existe uma subsequéncia (zy, ), |zn, — p| > €, que nado tém, é
Obvio, subsequéncia convergente a p; porém, por ser limitada, tém subsequéncia convergente,

que é subsequéncia de (), e entdo o limite é pZ

Coroldrio 2.35 (Teorema de Bolzano-Weierstrass)(1874) Todo subconjunto infinito e

limitado de K tem ponto de acumulacdo.

Prova: Seja X tal subconjunto e (z,) ¢ X uma sequéncia de pontos distintos. Pelo Corolario

2.33, existe (z,, ) convergente a um ponto x € K. E claro que x € ponto de acumulagao de X m

2.6 - Sequéncias de Cauchy

Definicao 2.36 A sequéncia (x,) c K é uma sequéncia de Cauchy (ou sequéncia funda-

mental) se Ve >0, IN €N tal que |x, — x| <€,V n,m>N.
Proposigao 2.37 Toda sequéncia (x,) c K convergente é de Cauchy.

Prova: Seja p = lim z,. Dado € > 0, arbitrario, existe N € N tal que |z, - p| < £,Vn > N.

€
n—oo 27
Logo, para n,m > N temos |z, — Ty| < |vn —p|+[p-Tpm[<5+5=€¢ m

O principal resultado nesta segao é que em K toda sequéncia de Cauchy é convergente. Tal

teorema néo ¢ valido no corpo Q e, em R, é equivalente ao Axioma do Supremo®.

Teorema 2.38 Toda sequéncia de Cauchy, (x,) c C, é convergenté’.

Prova Mostremos que (z,,) é limitada. Seja N tal que |z, —z,| < 1sen,m > N. Logo,sen > N,
|tn —xn| <1 ez, € D(xy;1) = {zeC:|z-ay| < 1}. Fora do disco h4 finitos pontos de (),
contidos em um disco D(0; R') , R’ > 0, seja R = maz(R', |zx|+1). E 6bvio que (z,,) c D(0; R).

Pelo Coroldrio 2.33, existe (zy,) subsequéncia convergente a p. Mostremos limz, = p.
Dado € > 0, existe N tal que |z, — 2| < §,se n,m > N e, kg € N com |z, —p|< §, se k> ko.
Existe também, e escolhemos, ny tal que k' > kg e ngr > N. Assim, para n > N, obtemos a

desigualdade |z, —p| < & —2n,, | + |Zn, —p[<5+5 @

8Bolzano (1817) define sequéncias fundamentais antes que Cauchy e supondo estabelecido que estas, em
R, sdo convergentes, “prova” (sem notar a circularidade) com uma argumentacdo perfeita (exceto pelo circulo

vicioso) o teorema que atualmente conhecemos como Axioma do Supremo.
9Cauchy, em Cours d’Analyse (1821), define sequéncia fundamental e “prova” que uma sequéncia é fun-

damental se e s6 se é convergente. Obviamente (hoje), a prova tem um lapso na parte “sé se” (a “volta”).
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2.7 -0 limsup e o liminf.

O conjunto dos valores de aderéncia de uma sequéncia limitada em R é, obviamente, limitado

e, pelo Corolario 2.33, nao vazio. Portanto, a definicao abaixo é bem posta.

Definigao 2.39 '° Dada (z,,) c R limitada, liminf x,, = inf{x : = € valor de aderéncia de (x,)}

e limsup z,, =sup{x:x € valor de aderéncia de (x,)}.

Se (x,,) éilimitada superiormente pomos = limsup x,, = +o0 e, se inferiormente, lim inf x,, = —co.
Para (z,) ¢ R, liminfx, é o limite inferior de (z,) e limsupz, é o limite superior.

Utilizamos também as notagoes: lim x,, = liminf z,, e limx,, = limsup x,.

Teorema 2.40 Dada (x,,) c R limitada, liminf x,, e limsup x,, sdo, respectivamente, o menor

e o magor valor de aderéncia de (xy,).

Prova: Basta mostrarmos que ambos sao valores de aderéncia.

Para m = liminf z,, e € > 0, por definicao de infimo existe m/, um valor de aderéncia, tal
que m’ € [m,m+5). Pelo Lema 2.30, existe uma subsequéncia (x,, ) c (m’ -5, m’+5). Logo,
(zp,) c (m—€,m+€) e, novamente pelo Lema 2.30, m é valor de aderéncia.

Para limsup x,, aplicamos o mostrado no pdragrafo acima a sequéncia (—z,,) [ ]

Observagao 2.41 Qualquer que seja a sequéncia (x,) ¢ R, limitada ou ndo, convergente ou

ndo, eristem liminfz,, e limsup,, em R = [~oco, +00].

Exemplos 2.42 Consideremos as sequéncias (x,) em R abaizo.
(1) Sex, =(-1)", 1 e-1 sao (inicos) valores aderentes, limsup(-1)" =1 eliminf(-1)" = -1.
(2) Se (x,,) enumera Q, todo x € R é valor aderente, liminf z,, = —o0 e limsup z,, = +oo.

Corolario 2.43 Suponha (z,,) c R e limitada. Dado € > 0, existe ng € N tal que se n > ng

entdo liminf z,, — e <z, < limsup x,, + €.

Prova: Por contradicao. Dado € > 0, se para todo m € N existir n > m tal que x,, > limsup x,, +¢,
determinamos uma subsequéncia limitada de (x,) em J = [limsupx, +¢€,+00) que, pelo Cor.
2.33, admite subsequéncia convergente em J que, por sua vez, também é subsequéncia de ().

Absurdo! Pois, limsup z,, é o valor mdximo de aderéncia. A prova é andloga para liminfz, m
Corolario 2.44 Dada (x,) em R e limitada, (x,) converge se, e sé se, liminf x,, = limsup .

Prova Segue do Corolario 2.34 e Teorema 2.40 =
Para uma sequéncia (x,) c [m, M] c R, com m < M, podemos, além da caracteriza¢do um
tanto geométrica dada pelo Teorema 2.40, expressar analiticamente o liminf z, e o limsup x,.

Dado n e N, seja X, = {@n, Tn+1,-- ) E 6bvio que X1 5 X5 ...2 X, o ... e, portanto,

m
M

IA

infX; <infXo<....<infX,, <infX,;1 <....<M
.>2m .

v

supXj > supXo >....2sup X, >supXps1 > ...

10Cauchy, em Cours d’Analyse(1821), apresenta de forma vaga o conceito de limsup no Teste da Rafz.
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Logo, as sequéncias (inf Xn) e (sup Xn) sao limitadas e, respectivamente, crescente e de-

crescente e, pelo Teorema 2.27, convergentes. Mantendo a notagao temos o resultado que segue.

Teorema 2.45 Se (x,) c R € limitada entdo lim inf X,, =liminfx, e lim supX,, = limsupz,.

n—>-+oo n—>+oo
Prova: Sejam a,, =inf X,,, b, =sup X,,, n€ N, a =lima, e b=1imb,.

Mostremos que todo valor de aderéncia de (z,) pertence a [a,b]. Seja z = limz,,, (2, )
subsequéncia de (z,). Temos a,, < z,, < b,, e consequentemente, pela Proposi¢ao 2.23,
a = lima,, =lima,, <2z =limz,, <limb,, =limb, = b, o que conclui esta afirmacdo. Pela
Definicao 2.39, resta apenas mostrar que a e b sao valores de aderéncia.

Iniciemos com a sequéncia crescente (a,) = (inf X,;). Dado € > 0, e ng € N, como a,, / a,
existe p tal que: m > p implica a — € < a,, = inf X,;, < a. Logo, fixando m > max(ng,p)
temos a — € < inf X,,, = inf{x; : ¢ > m} < a + € e, por definicdo de infimo, existe n > m tal que
inf X,,, <x, <a+c¢€e para tal n > ng, , € (a—¢€,a+¢). Pelo Lema 2.30, ¢ é um valor de
aderéncia de (x,,).

Finalmente, trocando (x,) por (-z,), —b é valor de aderéncia de (-z,) e b de (z,) m

Com as notacoes'! inf z,, para inf X,, e sup x,, para sup X,, escrevemos também,

liminfz,, = lim inf z,, e limsupxz, = lim sup z,,.
n—+oo0 m>n nN=>+0 m>n

2.8 - Alguns Exemplos Classicos

Exemplos 2.46 Deizamos ao leitor verificar ou completar as provas das afirmacoes abaixo.

(1) Aplicagoes do axioma do Supremo:

(a) Se a > 1, a sequéncia ( ¥/a) = (a,/a, ¥/a,....,) é decrescente e lim {/a=1.
n—+oo
Verificagao:
Dadosa>0eb>0eneNéclaroque a >b < a™ >b" e, portanto, a > b < Va > b.

Logo, como a > 1, temos 1 < a™ < a"a = a™*!

e tomando a raiz n(n + 1) temos
1< aﬁ = (an) n(r}-#l) < (an+1) n(r}-#l) = a%.

Pelo Teor. 2.27 (b), 3L = lim ¥/a, L > 1, e entdo, para a subsequéncia ( %/a),
temos, pelo Corol. 2.34, L = lim %/a = lim+/ ¥/a e, pela continuidade da funcao raiz

quadrada e Prop. 2.25, lim\/”—\/ﬁ =V/L. Logo, L =v/L, com L >1, e portanto L = 1.
(b) Se0<a<1, (Va)="(a,\a, ¥a,....,) é crescente e nl_l)IPoo Ya=1.

Verificagao:

E claro que ™! < a™ e, como no ultimo item, aw = (a””)ﬁ < (a”)ﬁ = g,

Pelo Teorema 2.27 (b), 3L = lim ¥/a, L > 0 e entdo, argumentando como em 3(a),

L=1lim %/a = lim\/”—ﬁ =/L. Logo, L =\/L, com L > 0, e portanto L = 0.

1 Gauss, com tais notacdes, definiu corretamente os limites inferior e superior de uma sequéncia e assim

provando o Teorema 2.38 acima, em um fragmento de 1800 s6 publicado no inicio do século XX.
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A sequéncia s, =1+ % + % + o + %, n € N, nao é limitada superiormente.

Verificagao: Escrevendo,

1 1 1 1 1 1 1 1
Sgn =1+ -+ (z+-)+(c+-+-+ )+ + (——+ ... —
2 2 * GGt E) = o)
temos 2,—11+1 +..... QL = 271’_(22;1“)“ = 2"_23"71 = 2;:1 e portanto,
1 2 4 PA 1
Son >1 + — + — + — =1l+n—-.
2 4 8 2n 2

Logo, lim son = +00 e se m > 2", m,n € N, temos s,, > Son € assim, lim s,, = +oo.
n—+00 m—+oo

A sequéncia (ay), a, =1+ % + % + % + o + # é crescente e a, < 3, Yn € N. Logo,
(an) é convergente.
Verificagao:

E claro que n! = 1.2.3.....(n - 1)n > 2", ¥n > 1. Logo, L<zre

1+(i+i+i+ ..... +l)<1+(1+%+...+ ! )§1+1_2_1"<3.

A sequéncia (by,), by, = (1+ %)" é crescente, limitada por 3, convergente e
1 1
(1+—) <1+1+—+—+ ..... —.,VneN.
2! n!

Verificagao: Pelo binémio de Newton temos,

b= ety =5 (N - B (1) 2

p=0 n p=0 \p/ n¥
Destaquemos nos coeficientes binomiais o fatorial de p, para p > 1,

(n):p (n! Cn(n-1)...2.11

p/ plln-p)!  (n-p)! p!

Reintroduzindo n? no denominador obtemos,

(n)i:n ..... (n—p-ﬂ—l)i _(1__)(1__) (1_]);1 i'
D npb npbP n p:

Exemplificando, para n > 4, como (o)# = (?)ﬁ =1,

(%) éo(;)#=1+1+(1—l)2i (1-LHA-2)L+(1-L)(a-2)(1-3)L+....

Cada uma das n + 1 parcelas (;;)L da expansao de (1 + l)" é um multiplo positivo
de p . Se n cresce, o nimero de parcelas eo coeﬁmente de , crescem e assim (b, ) é
crescente. De (*) obtemos b, <1+1+ g+ 55 +...7; ¢, pelo Exemplo 2.46 1(d), b, < 3,

Vn. Logo, pelo Coroldrio 2.34, (b,) é convergente.

Veremos no Teorema 2.58 que o limite da sequéncia (b,) é o nimero de Euler e.

32



(f)

A sequéncia ( ¥/n) = (1,V/2, V/3, V/4,....) converge a 1.
Verificagao:
Mostremos que a sequéncia é, a partir do terceiro termo, decrescente e limitada

inferiormente por 1. De fato, é ébvio que ¥/n>1, VneN, e é claro que

n
N (n+1)
n

1
(n+1)7™ <n® < (n+1)" <n™ <n<e (1+=)"<n,
n

e entdo, como pelo exemplo 3(e) acima (1 + %)" < 3, temos "n+1 < ¥/n, se
n > 3 e, pelo Teor. 2.27 3L = nl_l)lgloo ¢/n, L > 1. Argumentando como nos Exemplos
2.46 1(a) e 1(b), e usando lim ¥/2 = 1 (Exemplo 2.46 1(a)) e a Proposigao 2.22 (c)
(para o limite do produto de duas sequéncias convergentes), temos L = lim /20 =

limV /2n = lim\/ /2 ¢/n=+/1.L = VL. Logo, L =L, com L >1; donde L =1.

Sea>1, lim fl—p =+o00, VpeN.
n—+oo
Verificagao:
Escrevendo n =1+ a,a >0, se n > p temos, pelo bindbmio de Newton,
n n p+1 _ _ _
1+a)" 1 3 (n)am>( n )a =n(n 1)(n-2)...(n p)apﬂv

np np m “\p+1) np np

m=0

(=D)(®=2)...(n=p) (p+1 _ 4

e é claro que lim n = 00.
n—+oo "
lim % =0, VzeC.
n:

n—+oo

Verificagao: Seja z # 0.

Para ng € N, ‘”70‘ > 2, en>ng temos,

n! no! no+1 n  ng!

— = > n-To .
K = T = B P I P L ’
donde, lim 2L > lim 22970 - 4o e lim B = lim 25 =0, VzeC.
T pstoo 121" T ke 1200 n—o+too M ntoo ™ ’

(3) (Soma de Cesaro'?) (Cauchy, 1821) Seja (z,) c C. Se lim z, = z entdo,

. Z1+ ...+ 2y
lim —— =2

n—>+0o0o n

Verificagao:

Dado € > 0 seja N €N tal que n > N implica |z, — 2| < e. Entéo, se n > N,

At AEINFINGFEn (z1-2)+...+ (2N - 2) . (zN+1—2) + (20 — 2)

n n n

Evidentemente, podemos escolher ng > N tal que se n > ng a primeira parcela do 2° mem-

bro da equagao acima é menor que €. Entao, para n > ng > N, aplicando a desigualdade

triangular na segunda parcela do 22 membro da mesma equagao obtemos

|(,2N+1—,z)+...(,zn—,z)|g lzne1 — 2|+ oo+ |z — 2] < (n-N)e e
n n n

12E. Cesaro (1859-1906), matemético italiano.
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2.9 - As Fungoes Logaritmo e Exponencial Reais

Definicdo 2.47 A funcao logaritmo real, log: (0,+00) = R, ¢ dada por log(x) = [,

Figura 2.3: A drea da regiao hachurada é logx

Teorema 2.48 A funcao log: (0,+00) - R, satisfaz,

(a) Se0<x<1,logx<0; logl=0e, sex>1,logz>0.
(b) E uma fungio estritamente crescente.

.. ) L, m 1Y (1) !
(¢) E infinitamente derivdvel, com log'(z) =T e ddxl,ig (z) = ()i#, m > 1.
Prova: Trivial e a deixamos ao leitor m

Proposicao 2.49 Para x e y positivos tem-se log(zy) = log(z) +log(y).

Prova: Temos,

wdt  rrdt ovd
og(en) = [ 7= T,

t zY dt
_:1 +f _
; og(z) T

Na tltima integral, a mudancga de variavel, de t para s, t = sz, 1 <s<vy, dt = xds, acarreta

f”ﬂ_f%;
:vt_l

ds

=log(y) =
sz
Corolario 2.50 Seja x> 0. Para r € Q tem-se log(z") = rlog(x).

Prova:

Pela Proposicao 2.49 o resultado é 6bvio se r € N e, neste caso, "z~

log(1) = log(z™x™) = log(a™) + log(x™™) e portanto, log(z™™)

" =1 e entao, 0 =

= -n log(x). Se
x4 = glog (z) m

log(x™)
r= %, p, q € Z*, temos p log x = log xP = log (ac% )7 =¢qlog T4, Finalmente, log
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Corolario 2.51 A fungdo log: (0,+00) — R € inversivel e a inversa € continua.

Prova:
Sobre a imagem log(.) é sobrejetora e, pelo Teorema 2.48(b), injetora. A imagem de um
intervalo por uma fung¢ao continua é um intervalo. E entdo claro que (a,b) = (—o0,+00) pois, se

n €N, temos lim log 2*"” = lim +n log 2 = +oo.
n—+oo

Aﬁrmagéoﬁﬂf(:;fl :R - (0,+00) é continua. De fato, dado yp € R e J = [a,b] c (0,00),

log ! (yo) € (a,b), temos que yo € I = (log a,log b) e log™ (I) c (a,b) m
Definicao 2.52 Indicamos por e o inico nimero real tal que log e = 1.
Definicao 2.53 A funcao exponencial exp: R — (0,+00) € a inversa da fungao logaritmo.
Teorema 2.54 A funcdo exponencial real é uma bijecdo crescente de R sobre R* satisfazendo,

(a) E infinitamente diferencidvel e exp'(z) = exp(x),V x € R.

(b) exp(z +y) = exp(z)exp(y), Y,y e R.

(c) SereQ entao, exp(r) =e”.

Prova: (a)Pelo teorema da fungio inversa exp é derivdvel e, pela regra da cadeia,

d (z) = i(1ogoexp)(30) =log'[exp(x)]exp’(x) = exp’(x).

1=
dx dx exp(x)

(b) Temos, log[exp(x +y)] =z +y e log[exp(x) exp(y)] = log[exp(z)] + log[exp(y)] = = + y.

(¢) Pelo Corolério 2.50 e definigao de e tem-se log e” = rlog(e) = e, é ébvio, logexp(r) =7 m

Notagao 2.55 exp(z) =e®,Vz e R.

Definicdo 2.56 Para acR,a>0, e z € R, pomos a® = 198 ¢,
Proposigao 2.57 Temos, e =1+z+ é—? 4o+ 4 +..,VreR.
. n:

Prova: Pela férmula de Taylor'? para f = exp, ne N e z € R, existe  entre 0 e 2 tal que

IO o N0) L FO@) aa
2! n! (n+1)!

e’ = f(0)+ f(0)x

Se x € [-R, R], R> 0 e fixo, temos & € [-R, R], com fW(z) =e, f0)(0) =1, f*D(z)=e e

f(n+1) (,f)
(n+1)!

- Rn+1 R Rn+1

n+1 < <
P IS )

R R+
(n+1)!1?

exp(z) (uniformemente sobre [-R, R], veremos) pois, pelo Exemplo 2.46 2(b), lim g—rf =0, m
n—+oo -

Para S,(z) =1+z+ Z—T F ot fl—, temos |e” - Sp(z)| < e V|z| < R, e Sp(z) converge a

130 inglés B. Taylor (1685-1731) a publicou em 1715. Porém, ji era conhecida pelo escocés J. Gregory
(1638-1675) e, na India, antes de 1550.
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Teorema 2.58 O niumero e € irracional e

lim (1+l) =e= lim (1+1+l+1+....+i)

T—>+00 €T n—>+oo 2' 3' n'

Prova:
Pela Proposicio 2.57 para z = 1 [vide Ex. 2.46 1(d) e 1(e)] basta mostrarmos (1 + %)x - e,

quando x — +o00. Como log’(y) = i temos 1 =1log’(1) e portanto, pela definicao de derivada,

log(1+y) —log1 log(1
i 108(L+y) ~logl . log(1+y)

1
1= = lim log(1 v,
y—0 y y—0 y ylilcl) og(1+y)?
1
Assim, lim(l-ﬂ—y)% = lim eo8(1+¥)¥ = ¢l = ¢ ¢, substituindo y = +, lim (1-!—l)m =e.
y—0 y—0 7 2 oo T
Quanto a irracionalidade de e, notemos que se s, =1+ 1+ % + % + o+ % entao,
t .t .t . 1 [1+ L, .t ]
e—8, = | =
"Tn+ 1) (n+2)! (n+3)! (n+1)! n+l (n+1)2 (n+1)3
SIS WA 11
S (n+ D) A e+l _(n+1)!1—ﬁ_nn!'

Supondo e racional, escrevendo e = %, p,q €N e mde(p,q) =1, temos 0 < gl(e—sq) < %, com

os numeros gle e glsq = ¢! (1+1+ % ot %) inteiros. Logo, ¢! (e—s,) é um inteiro entre 0 e 1 #

Verificando que 0 < e — s7 < 107, obtemos as primeiras trés casas decimais de e = 2, 718....
A funcao e” tem limites +oo0 em +oo, derivadas primeira e segunda estritamente positivas, é
estritamente crescente e com concavidade voltada para cima. Os graficos de e” e logx, funcoes

inversas uma da outra, sdo simétricos em relagao a bissetriz principal (v. figura 2.4).

y y=er
y =logx
/l ///
: X
L 1
,

Figura 2.4: Gréficos de y=¢e” e y =logz
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Apéndice 1 - Comentarios sobre ¢ e 7.

Os niimeros e e 7 sdo mais sofisticados que o outrora desafiador irracional /2, o qual satisfaz

22 -2 =0. Dizemos algébricos os ntimeros x que satisfazem uma equacio polinomial da forma,
™ + ap 12"V + L +ax+a0=0,a;€Z,0<i<n, comag£0 ,

por exemplo, /4 + ¥/5+ ¢/11 é algébrico mas ndo provaremos este fato aqui. Numeros nao
algébricos sao transcendentes e ¢ e 7 sao dois exemplos, sendo que 7 surgiu na antiguidade,
como a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro. O numero e é
“recente”, sendo o escocés John Neper (1550-1617) e Jacques Bernoulli, citado na introdugao
deste capitulo, dois dos principais nomes ligados a sua origem.

Neper objetivava simplificar operagoes com grandes nuimeros. Para manter préximos os
termos numa progressao de poténcias inteiras de um numero dado é mister toma-lo préximo
de 1. Neper escolheu 1 - 1077 = 0, 9999999 (vide exerc ?77) e, para simplificar multiplicou cada
poténcia por 107. Entao, se N =107(1-10"")%, L é o logaritmo de Neper de N. Dividindo
seus nimeros e logaritmos por 107 terfamos algo préximo de um sistema de logaritmos de base
1/e pois (1 - 1/107)107 é proximo de lim (1-1/n)" =1/e.

Desde a Grécia antiga, procurouj;gogbter a “quadratura do circulo” por meio de régua e
compasso. Isto é, a partir de um circulo de raio 1 contruir um quadrado de igual drea. Para tal
é necessdrio um segmento de comprimento /. O comprimento de um segmento construtivel
a partir da unidade com régua e compasso (nimero contrutivel) , pode ser obtido a partir
das operagoes elementares, +, —, . e + ¢, ainda, /e é portanto um numero algébrico. Em 1882
o aleméo C. Lindemann (1852-1939) mostrou que 7 é transcendente e consequentemente nao
construtivel e irracional.

A prova acima de que e é irracional é bem mais simples que a “elementar” da irracionalidade
de 7 [Sp], existindo uma prova simples de que 7 é transcendente que requer métodos “avancados”
em algebra (Teoria de Galois 14). Isto nao deve causar surpresa pois é comum que argumentos
“elementares” sejam mais dificeis que os "avancados”. Em 1844 o francés J. Liouville (1809-
1882) mostrou que e nao é construtivel e em 1873 seu compatriota C. Hermite (1822-1901)
demonstrou a transcendéncia de e, para a qual existe uma prova elementar, baseada numa idéia
do germanico D. Hilbert (1862-1943) [Sp].

Cabe salientar que as provas da transcendéncia de e e 7 sao praticamente as mesmas o que
surprende visto que tais ntmeros tem origens bem distintas. Obviamente tal fato é curioso
afinal, qual relacao pode haver entre e e m 7 A resposta a esta questao vird com a apresentagao
da funcao exponencial complexa e a férmula de Euler na secao 4.4.

As notagoes e e 7 (e também 7 para v/~1) devem-se a Euler. Provavelmente a letra e tenha

sido adotada por ser a primeira letra de exponencial.

MEvariste Galois (1811-1832), jovem francés, escreveu parte de suas descobertas na noite anterior & sua morte

em duelo por motivo passional. Liouville as publicou em 1846.
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Capitulo 3

SERIES / CRITERIOS DE
CONVERGENCIA

3.1 - Introdugao

Talvez o mais antigo e famoso argumento envolvendo um somatorio infinito seja o paradoxo
“Dicotomia”, de Zenao de Eléia (entre 490 e 485 - ¢. 430 a.C.),

“Um corredor nunca pode chegar ao fim

de uma corrida pois antes de chegar

ao fim, ele precisa chegar ao meio.

Depois, ao meio do que falta

e assim sucessivamente ad infinitum”.

Atualmente, interpretamos tal paradoxo como o computo do somatério dos termos de uma
progressao geométrica infinita de razao 1/2 e, é claro, tal soma é 1. Porém, para Zendo um
somatério infinito ndo poderia ter soma finita. Quase um século depois, Eudoxo (408-3557 a.C.)
usou somatdrios infinitos e computou 4reas e volumes (método da exaustao).

Somatoérios infinitos enumerédveis sao a base do cédlculo integral e surgem também com a
férmula de Taylor e outros processos de aproximacao. Tendo definido uma forma de somar,
dada uma sequéncia investigaremos se é possivel atibuir a ela um valor (a soma da série) e
veremos que com frequéncia nao seremos capazes de responder qual é este.

O axioma do supremo é a ferramenta tedrica a indicar a soma de uma série de termos
positivos. Na pratica, comparamos a série com uma série geométrica para decidir se existe
ou nao a soma da série [vide Exemplos 2.46 1(d) e (e)]. Séries de termos positivos e negativos
requerem, em geral, cuidados extras e para estas mostraremos uns poucos critérios neste capitulo

! no préximo. Séries em C sdo, é claro, redutiveis a duas séries reais.

e 0 Teorema de Riemann
As séries absolutamente convergentes e condicionalmente convergentes, introduzi-

das neste capitulo, serao analisadas mais profundamente no capitulo 4.

10 tedesco G. F. B. Riemann (1826-1866) criou a geometria que veio a ser utilizada na fisica relativistica.
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3.2 - O Limite de uma Série Convergente. Propriedades Operatorias

Seja (an) c K, K = R ou K = C. Na definicao a seguir enfatizamos que uma série é

determinada por uma sequéncia e uma forma de soma-la.

Definicao 3.1 Dada uma sequéncia (ar) c K, a série de termo geral a,, [ou série gerada
pela sequéncia (a,)] € o par ordenado ((ay),(sy)), onde (s,) € sequéncia (s,) das somas

parciais de (ay,), com s, =a1 +as + ..... +a,, n €N, a soma parcial de ordem n.

Definicao 3.2 A série de termo geral a,, € convergente se a sequéncia (s,) € convergente e,
+o00

neste caso, s = lim s, € K € a soma da série [ou limite da série/ indicada por s = Y a,.
n—>=00 n=0

A série de termo geral a,, € divergente se (s,) ¢ divergente.

+o0o
Seguindo a tradigdo indicaremos de forma ambigua a série ((a,), (s,)) pelos simbolos ¥ ay,
n=0
+ 00
> an ou Y a,, que denotam a soma da série de termo geral a,,, se esta é convergente.
n>0
+oo +o00 too
Indicamos que a série Y a, converge por Y. a, < % € pomos . a, = +o0o se lim s, = +oo.
n=0 n=0 n=0 n—>+oo
+ 00
Ainda, ¥ a, = Y a, é a sequéncia das somas parciais de (b,,), b, =0se n <p, b, =a, sen >p.
np n=p
+o00
Para analisarmos se a série Y a, converge ou nao podemos ignorar qualquer quantidade
n=0

n
finita de seus termos pois fixado p € N temos, paran > p, s, =s,+ Y am e é claro que existe
m=p+1
n +o0o +o00
lim s, se e so se existe lim Y a,,. Isto é, > a, converge se e s6 se > a, converge.
n—>+oo N=>+00 m=p+1 n=0 n=p+1

+o00
Proposigao 3.3 Sejaa,, >0,YneN. A série Y. a, converge se, e s0 se, a sequéncia das somas

PATciais, Sp = a1 + ... + a,, ¢ limitada.
Prova Imediata consequéncia do Axioma do Supremo =
Proposigao 3.4 O espaco das séries em K e convergentes ¢ um K-espaco vetorial.

Prova: Segue da Proposigdo 2.22 (a) e (b). Deixamos a verificagao ao leitor. m
+o0o
Proposicao 3.5 (Condigao necessdria a convergéncia) Se Y a,, converge, lim a, =0.
n—+oo
Prova: E ébvio que s,4:1 — Sp = @y, VN, € por hipdtese existe lim s, =x = lim S,41. Assim,
n—+oo n—+oo
lim a, = lim (Sp+1—8p) = lim Spp1— lim s, = -2 =0 =
—+00 n—>+o0o n—

n—+00 n +oo

+00
Exemplo 3.6 A série Y "5t diverge pois, lim =F #0.
n—+o0o

oo
Exemplo 3.7 A série geométrica Y 2" =1+z+22+ ... +2" ..., 2€C, satisfaz:
n=0
+o0o 1
n .
Y= , se|z|<1, e diverge se|z|>1.
n=0 1-2
; 2 n : 1-2"*! 1 ; n
De fato, lim (1+z+2z%+..+2")= lim =1, se|z[<1le selz[21, lim 2" #0.
-z 1-z

n—>+oo n—+oo n—+oo
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+ 00
Abaixo ilustramos geométricamente a série > ¢", ¢ > 0. Note-se que se 6 é o angulo indicado

n=0
na figura entdo cot = W’% = ﬁ = q_qqz =..= W =
. 0
1 q qu ;\[‘;\ *\4;; ~
¢ o
i . a j ‘ [Trene. o
1 q ¢ ¢ 4 1=

Figura 3.1: Série Geométrica de Razao ¢ > 0.

Definigao 3.8 A série de Taylor? de C* > f: (a,b) = R, em torno de xq, calculada em x, é
(n)(
Z ~ xo)(ac x0)" .

A série de Taylor de f computada em x pode convergir ou nao a f(z) e mesmo divergir. Se
Po(z) = f(xo) + fD (z0)(x - z0) + %(m —20)? + ... + f(")(zo)(x 2o)™ é o polindmio de
Taylor de f em torno de zg e R, (x) = f(x) - P.(x) é o erro cometido ao aproximarmos f(x)
por P,(z), a série de Taylor de f no ponto x converge a f(x) se, e sé se, nlirpm R,(x)=0.

No apéndice provamos as formulas de Taylor com resto integral e de Lagrange.
Definicdo 3.9 A série de Maclaurin® de f: (-r,7) = R, r >0, € a série de Taylor em x = 0.
Exemplos 3.10 As séries de Maclaurin de e*, senx e cosx.

(a) Pela Proposigao 2.57 segue que e* = +§o z—,, VreR.
n=0

(b) Pela férmula de Taylor para a fungao senz na origem temos, fixado = € R,
x2 A k i k+1
senz = sen(0) +sen'(0)x + sen"(O)E + .o+ senl )(0) o sen! +1)(:E)m :

para algum T entre 0 e z. E claro que sen®") (z) = (-1)"senz e sen(2”+1)(x) (-1)"cosx
|£C|k+1

e assim, sen(®(0) = 0, sen®>"*1)(0) = (-1)". Ainda mais, | sen**1) (%) k+1)'| < G

e+
e, pelo exemplo 2.46 2(b), % — 0 quando k — +o0. Logo,

$3 IS $7 x2n+1 +00 I2n+1

sen(x) =x - ETRTI (_1)"m +.. 0= (—1)”m.

(c) Similarmente ao item (b) temos que, cos®>™ z = (=1)"cosz, cos®"*V gz = (=1)"*!senz,

cos®™M 0 = (=1)", cos®"* =0 e

cos(z) =1 — e % ...... (-n)" )l o= nZ::O(—l)n én)' .

2B. Taylor (1715). Tal série j4 era conhecida pelo escocés J. Gregory (1638-1675) e, na India, antes de 1550.
30 escocés C. Maclaurin (1698-1746), em 1742. Alguns mateméticos a anteciparam e Gregory ja as conhecia

para tanz, secz, arcsecx e arctan z, vide Exemplo 3.14. Clio, a musa da histéria, é com frequéncia caprichosa

ao batizar teoremas.
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+ 00
Exemplo 3.11 A série harmoénica, ) %, diverge*. Vide Ezvemplo 2.46 1(c).

n=1

Exemplo 3.12 A série harmonica generalizada Z —, converge sep > 1 e diverge se p < 1.
n=1

De fato, fixado p > 1, se s,, é a n-ésima soma parcial da série, para sson_1 temos

s —1+(i+i)+(i+i+i+i)+ [ L, L b ]
on-1 = o "3 4r 5P 6P TP (2n-Ly (2714 1)p (27 - 1)p

2 4 gn-1 Ly 1
<1+§+4—p+...+m=;0(2p_1) <1_(%)p—17

+ 00
e como Y -1 éuma série de termos positivos, (s,) é limitada e pela Prop. 3.3 a série converge.
npP )

Vn,

m m
Se p<1temos Y n%, >y % e, pelo Exemplo 3.11, a série dada diverge.
n=1 n=1

3.3 - Convergéncias Absoluta e Condicional. Critério de Cauchy.

+00
Definicao 3.13 A série Y. a,, em K, €
+00
(a) absolutamente convergente se Y. |ay| < o.
+ 00
(b) condicionalmente convergente se é convergente e Y. |ay| = oo

Exemplo 3.14 A série para logx, chamada série de Mercator(1668)°, e a convergéncia

condicional da série harmonica alternada:

2 3 4 5 n+1
1og(1+x):x—x—+ L I + (- + o , —l<xz< 1,
2 3 4 ) n+1
1 1 1 1 1
log2=1- -+ - = =+ —+....+ (-1)" F oo
2 3 4 5 n+1
Verificagao: Da progressio geométrica 1 -t +t% — 3 + ....(=t)" = 17&1 t # -1, obtemos
1 _+\n+1
— =1—t+t2—t3+....(—t)”+L, t+-1,
1+1¢ 1+1¢
2 3 4 n+1 n+1
x x x T (—t)
log(1+ f P +f7dt, e(-1,1].
csl+a)= J 171 2 "3 1 O3 T Sy Taep @we L
Casoz€[0,1]: se0<t<xz<lentdol<l+te
t a2 1 400
| [TED ) [T =12 < e
o 1+t n+2 n+2
Caso z € (-1,0): se-1<z<t<0entdo O0<1l+z<1l+t<1, 1<1+t_11x ,

@ (=)™ 1o 1 |af™? 1 too
|f Ldt\ < f | (~t)"*|dt = ki < 0 m
o 1+t l+z Ja l+z n+2 (1+z)(n+2)

4N, Oresme (13237-1382), parisiense e bispo catélico, provou este resultado em 1350, um grande feito & época.
50 danés N. Mercator (1620-1687), que desenhou as fontes de Versailles. Pietro Mengoli (1625-1686), também

danés e um dos principais precursores do estudo de séries infinitas, obteve o mesmo resultado e chamou de

logaritmo natural os valores determinados por tal série.
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Exemplo 3.15 A série para arctanz, dita série de Gregory(1671)° e a série de Leibnitz,

3 5 7 2n+1
arctans = r- — + — - .+ (—1)”I—+ |z| <1,
3 5 7 2n+1
1 1 1 1 1
(Leibnitz) To1- -+ —— — 4+ (D) —— o
4 3 5 7 9 2n+1
Verificagao: =1-t2+th+ o+ ()2 + (—1)"*”21(::21) , t e R | obtemos
3 5 7 2n+1 g, t2(n+1)
arctan(z) = z - A . x—....+(—1)”z— + (—1)”+1f ——dt ,zeR
3 5 7 2n+1 0 1+t

Concluimos mostrando que para |z| < 1 a integral tende a zero:

T t2(n+1) $2n+3 1 n—+o0o
|(—1)”+1f dt | < |f 2D gy| < | | < 0 m
0o 1+t2 2n+3 2n + 3

+o00o
A série de Leibnitz é condicionalmente convergente pois 271;—1 > QL > ﬁ =

Si-

mw
SIH

+o00

Critério 3.16 (de Cauchy para séries numéricas)” A série ¥ a,, em K, é convergente

se, e s6 se, Ve >0, existe ng € N tal que |ani1 + apia + ooen. + Qnep| <€, VN >ng,VpeN.

Prova E claro que |ap+1 + Gnig + oo + Qnap| = | Sn+p — Snl, Sn a n-ésima soma parcial da série,
e que a série converge se, e s6 se, (s,) é uma sequéncia de Cauchy. Donde, a tese m
O teorema a seguir é fundamental, segue trivialmente do Critério de Cauchy (3.16), serd

provado elementarmente no Lema 4.2, e abaixo mostramos uma outra e simples prova.
Teorema 3.17 Toda série, em K, absolutamente convergente é convergente.

Prova Uma série em C converge absolutamente se, e sé se, suas partes real e imaginaria
também, pois |Re(2)|, [Im(z)| <|z| < |[Re(z)|+|[Im(2)|,Vz € C. Assim, suponhamos a série
em R. Para +f:o|an| < +00, an € R, temos, 0 < ay, +|ay| < 2|ay| e, +Z°:°(an +]an|) é uma série
em [0, +00) com sequéncia das somas parciais limitada superiormente por 2 +§ |a,|. Pela Prop.

+o00 +oo +00o +oo +oo
3.3, ¥ (an +|an|) converge e, como Y, (=|ay|) < oo, ¥ an =¥ (an +|an]) + ¥ —|an| também m

3.4 - Critérios para Convergéncia Absoluta
- +oo +oo
Critério 3.18 (da Comparacao) Sejam Y a, e Y. b, séries em C. Se existem ¢>0 engeN
+ 00 +o00
tais que |ay| < c|bnl, YN >ng, e Y |by| < 00 entdo Y |ay| < oo.
Prova: Segue do teorema acima m

+o0 +00
Exemplo 3.19 Temos 3 %sen% < o0 pois (como senf <6 se §>0) %sen% < # ey # < 00

SI'—‘

+00
Exemplo 3.20 Temos Y,
n

+o00o 1 1 +00
— ; n _
>, Togm = +00 pois (e" = Zo “>ne logn <n) ey

= lon—n
oo P! g

6Gregory foi o introdutor do termo convergéncia e deduziu a série de Leibnitz antes que este.
"Bolzano, em 1817, antecipou o Critério de Cauchy, com uma prova “circular”, como era de se esperar.
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+o00o +o0o
Critério 3.21 (do Limite) Sejam, em C, ¥ a, e ¥ by ,b,'s#0, com lim% =L e[0,+00].

+ 00 +0o0
(a) Se L=0, Y |by|<oo= Y |an|< oo.
+oo +oo
(b) Se0<L<+o0, ¥ |ay|<oo< ¥ |by|<oo.
+ 00 +0o0
(c) Se L=+00, Y |by|=+00= 3 |ay|=+o0c.

Prova (a) Se L =0, existe ng € N tal que |a,| < by, Y > ng. Logo, ¥ |an| < 3 |by| < +oo.
No no

(b) Existe ng tal que, se n > ng, [bn| % < |a,| < 3|b,|. A tese segue do Critério da Comparacdo.

+ 00 +0o0
(c) Existe ng € N tal que, se n >ng, |a,| > |bn|. Logo, Y |an|> ¥ |by|=+cc =
nxno nxno

+ 00 3 +0o0
13n°+2n-3 . St 1 4
Exemplo 3.22 Temos ¥ — 7555755 < 0 pois a série Y, -5 € convergente e

13n°+2n-3

2 _ 3
lim 7n7+4n513"2+20 = lim n'(13n° + 20 - 3) = lim 413: ﬁ; m20 =13.
n—>+o0o oy nﬂ+°°n7+4n5—3n2+20 n"*°°1+?—$+ﬁ
+ 00 J + 00
) 1 : AT 1 1_
Exemplo 3.23 : ¥ —= = +o0 pois [v. 2.46 1(f) (f)/nlirfloo T _nliqloo Tmcle ¥ = +oo.

A apresentacao dos critérios da raiz e da razao é razoavelmente geral, e utiliza os conceitos
de limsup e liminf. Com frequéncia, mas nao sempre, poderemos substituir tais limites pelo

usual. Abaixo, enfatizamos tais fatos e relacionamos os trés limites citados com os dois critérios.
+ 00
Teste 3.24 (da Raiz )® Seja ¥ a,, em C, tal que limsup {/|a,| = R € [0, +o0].
+ 00
(a) Se R<1, a série Y a, € absolutamente convergente.
+ 00
(b) Se R>1 a série Y, a, € divergente.
+ 00
(c) Se R=1 nada se pode afirmar sobre a convergéncia de Y, ay,.

Prova:

(a) Fixando A tal que R < A < 1, pelo Corolario 2.43 existe ng € N tal que, se n > ng entéo

+o00
Yl]an| < A e assim, |a,| < A™. Logo, pelo critério da comparacdo, ¥ |a,| converge.

(b) Para A tal que limsup {/|an| > X > 1 existe subsequéncia (a,, ) satisfazendo "¢/|an, | > .

+o0o
Donde, |an,|> A™ > 1, Vk, e portanto Y, |a,| = +oo.

+oo +o00
4y 1 q: 1 , . 1 _ 7 1
(c) A série Y = diverge enquanto Y. D> 1, converge. Porém, nl_l)rjloo U T nl_l)rgloo = = 1m

Observagdo: Destaquemos que se existir lim {/|a,| entdo limsup {/|a,| = im {/|a,|.

8Também dito Critério de Cauchy (1821), o qual o enunciou: “ Ache o limite ou os limites para os quais a
1
expressdo (un)n converge quando n cresce indefinidamente e denote por k o maior destes limites, ou, em outras

palavras, o limite dos maiores valores da dita expressdo. A série sera convergente se k < 1 e divergente se k > 1”.
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+ 00
Teste 3.25 (da Razao)? Seja ¥ an, em C, al,s#0, r = liminf % e R =limsup %

+ 00

(a) Se R<1, a série Y, a, € absolutamente convergente.

+o00

(b) Ser>1our=+oo, a série ¥, a, € divergente.
+o00

(c) Ser<1<R, nada se pode afirmar sobre a convergéncia de Y. a,.

Prova

(a) Seja A e R, R< A< 1,engeN dado pelo Corolario 2.43 tal que, para n > ng, % <A

Entao, se n> ng, |an| = \clza,‘l\ }Z:;} lTaog\ll |ang| € A"7™|ay, |, donde segue ¥ |ay| < +oo.

(b) Neste caso existe ng tal que, se n > ng, ma—“‘ > 1 e portanto, |an+1| 2 an| 2 |an,|-

lan]

(¢) Os exemplos citados no critério da raiz servem aqui também (vide Exemplos 3.26) m

Observagao: Em particular (com a notagao do Teste 3.25) se existir lim‘“;”1| entao r = R.

Exemplos 3.26 Consideremos as séries abaizo.

(a) % +14 2% + 3% + 2% + 3% + ... converge pelo teste da raiz e o da razao é aqui inconclusivo:

3
liminf /@ = lim 1 1 I o/an = lim 1 1
iminf /a, = lim — =—, limsup /a, =lim =— .

" Vi3~ 3 b vin 2t /2
2 3
liminf 2% = lim (—)" =0, lim sup I+l i (—)” = +00,
an 3 an 2

1 1,1,1 .1 1 1 :
(b) Analogamente para 5 + 1+ g+ 3+ 355+ 75+ 155 + g7 + -+ POIS,

.Gy 1 . Apt1
liminf = 3 lim sup

an Qn

:2’

n
Van = = sen é impar, /a, = {/ 2% = gz se n é par e portanto lim ¢/a,, = % ]

2

Exemplos 3.27 As séries complexas obtidas das séries de Mclaurin de e*, senx e cosz, tro-
cando a varidvel x € R pela varidvel z € C convergem absolutamente em todo o plano complexo.

+o00 +0o0 n+l

v too n
Verificagao: Sendo as séries, respectivamente, 3 = ngo(—l)”m e ngoﬁ (v. 3.10),

|z
n!

"n.

< oo pois as outras duas sao, em valor absoluto, majoradas por ela. Pelo

= lim Ll =0, vzeC' m

n—+o0o n+l

+o00

basta mostrar >,
el s s ~ . P

critério da razao temos lim |7

(n+1)1zm

Teorema 3.28 Seja () uma sequéncia limitada em (0,+00). Temos,

Tn+l

liminf "L <lim nf Yr, < lim sup Yr, < lim sup
x

n n

: i Tl _ R N U
Em particular, se lim =L e[0,+00] entdo lim /x,= lim F

n—+oo Tn n—+oo n—+oo

9Também chamado Critério ou Teste de D’Alembert, ja era bem conhecido anteriormente a D’Alembert.
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Prova Basta provar lim sup {/x, < lim sup *2L pois assim, para a sequéncia (a%) teremos
n n

_ 1
e lim supa o m
Tn

lim sup—— < xx’il. Logo, de lim sup

1 1
Yx,  lim inf Yz,
seque a desigualdade para o liminf.

Entao, é suficiente provarmos que ¢ > q = lim sup “;—” = lim sup Y/x, <c. Dado c>gq, qo

maior valor de aderéncia de (*2), 3p € N tal que, n > p = *2+2 < c. Logo, para n > p,
n n

Tp+l Tp+2 x
p—<Cp—<C n <c

Tp Tp+1 T Tn-1
Multiplicando estas desigualdades membro a membro obtemos 2= < ¢"7? = ‘;—p Pondo k = ﬁ—ﬁ
P
vemos que k independe de n e, z, < k™, Vn > p. Assim, /Z,, < Yke,¥n > p. Portanto, como
lim /% = 1, concluimos que lim sup 3/, < lim sup(Vke¢) =lim Vkc=c m

|an+1|

Assim, lim Tl =L e[0,+00] = lim {/|a,| = L. No apéndice temos outra prova deste fato.

Exemplo 3.29 Seja 0 <a<b e (z,) = (a,ab,a’b,ab? a>b?, a3, ...... ). Sen € par, T = q,

n=(ab)% e v/x, =+\/ab. Sendo, Lol = b, T, = “Ta e /Ty = (ab)27 % Va=a %\/_

lim inf 22+ = min(a,b), limsup Inil _ max(a,b), lim ¢/z, =Vab =
x

n n
Pelos Exemplos 3.26 (b) e 3.29 vemos que pode existir o limite da raiz e ndo o na razdo. O

teste da razao é geralmente mais facil de aplicar enquanto o teste da raiz é mais eficiente.

+ 00
Exemplo 3.30 Temos lim = V_ =e. Logo, Y ’ZL = 400, lim ¥/n! = +00 ¢ lim = V_ =0.
Verificagao: Pelo teste da razao lim %;:n‘ = lim(”—ﬂ)" =lim(1+ l)” = e e a série diverge.
Pelo Teorema 3.28, lim ¢ F =lim = "1/_ =e e, por fim, lim = "3/_ hm—? =0.e=0m

+o00
Exemplo 3.31 A série Y nz" converge absolutamente se |z| < 1 e diverge se |z| > 1.

Verificagao: Pelo teste da rafz (é também facil aplicar o da razao), lim {/n|z|" = |z|lim ¢/n = |2|

+ 00
e Y |nz" < oo se|z| < 1. Se|z| > 1 temos |z > 1, limn|z|™ = +o0, limnz" #0 e ¥, nz™ diverge m

+o00
Critério 3.32 (da Integral) Seja ¥ an, a, >0, € f:[p,+00) —> [0,+00), continua e decres-

cente, com ap = f(n),¥Yn>p. Temos,

+00 too
f f(z)dz < +00 <= ) ap < +o00
p n=0

Prova:

Se k>pexcelk, k+1] entdo, ar+1 < f(x) < ay, ak+1<fk flx)dx <ayg e,

n n k+1 n+1 n
Zp:akﬂ < Z/; fx)dx = fp f(z)dx Szp:ak.

p

+o0o
Logo, 21 an < 00 se, e somente se, nlirfm fpn+1 fz)ds = fp+oo Fx)dr<oo m
n=
+o00

Dada Y. ay, uma fun¢éo como no critério da integral sempre existe [definimos f em [n,n+1]

tendo por grafico o segmento unindo (n,a,) e (n+1,a,.1)] mas, em geral, ndo é util.
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y=f(x)

area ap+1
area ap.o

area a,

p p+l p+2 ... n X

Figura 3.2: Ilustragao para o Critério da Integral.

+ 00
Exemplo 3.33 Pelo critério da integral, n—lp, p € R, converge se, e so se, p> 1.

De fato, se p <0 é 6bvio que a divergéncia. Se p > 0, - decresce e o resultado segue da férmula
. —-p+1 . 1- —
lim % ‘ = lim ME_— | p#1,
+0o (o M—+co 7P 1 MS+oo P71
f1 xP

lim 10g| =Mlim logM,p=1 m
—+o00

M—+o00

+o0
Exemplo 3.34 Supondo o, 3 >0, temos Y. ngn)g <oo se, e80se,a>lou, a=1ef>1.
n=3

z¢ (a>1)

Figura 3.3: Gréficos de 2z, a > 1, e logz.

+o00o
Verificacao: Se a > 1 entao e, como . n% < 00, a série dada converge.

1 1
n*(logn)P < no

Suponhamos agora 0 < a < 1. Como f(z) = > 3, é continua e decrescente

1
z(logz)P " z

analisemos f3+°° dzr. Com a mudanca de varidvel y = log x obtemos x = €?, dz = eYdy e

1
z2(logz)P

+o0 1 J +oo U p +00 6(17a)yd
———dz = ——dy = :
/3 z%(log x)P? /10g3 evyP 4 /10g3 y? Y

+oo p(l-a)y
€ yﬁ d
pelo Critério 3.33 a série diverge. Se av =1, flog‘3 m(logm)ﬁ dx = flog3 sdy < oo se,esdse, F>1m

Se a <1, dado N eN Jey > 0 com elt- a)y>chN Yy >0, eentaof1

Yy =+00 e

Abaixo estd hachurada a regiao dos parametros «, 3 > 0 tais que a série acima converge.
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8

a>lef >0
ou
a=lef>1
I
1 [0}
: : . 1
Figura 3.4: {(«,f): nzsz wlogn)? < o0}
As séries de Abel sdo as séries do tipo ¥ ———, 3 > 0. Pelo Exemplo 3.34 acima tais

; B
o n(logn)

séries convergem se 3> 1 e divergem se 3 = 1.

+00 +00
Critério 3.35 (Comparacao de Razdes) Sejam Y, ax e Y by, em C* = C—{0}. Suponhamos

que exista p € N tal que
bk+1

b,

Af+1

, VE >p.
ag

+00 +00 +oo +oo
Se Y |bg| converge entdo Y. |ax| converge. Equivalentemente, Y. |aj|=+o0 = ¥ |bg| = +o0.

Prova Da hipétese temos, para k > p, |Z]:—*11| < |Z—: . Logo, para k > p a sequéncia %
. )

a ~ a L ~
decresce, % < %, e entdo, |ag| < %|bk|. Pelo critério da comparacao, segue a tese m
D D
+ 00
Se lim |#2#L|, o teste da razdo (e o da raiz) aplicado a série ¥ a, ¢ inconclusivo. Em tal
n

caso, é util o Critério de Raab abaixo descrito. Antes, mostremos uma generaliza¢ao simples
da Desigualdade 2.8 (Bernoulli) .

Lema 3.36 (Generalizagio da Desigualdade de Bernoulli) Sea>1ex>-1, (1+z)* > 1+ax.

Prova Para f(x) = (1+2)%, z € R, temos f” >0, f'(0) = a, f tem concavidade voltada para

cima e reta tangente em (0,1) dada por y =1+ az. Logo, (1+2)* >1+az =

+o0o
Critério 3.37 (Raabe) Seja Y. a,, uma série em C, |a,| #0,Vn, tal que

—~~

lim n(1- |@|) =Le[-o00,+00]
n—+oo a

n

+ 00
(a) Se L>1, ¥ a, ¢ absolutamente convergente.
+o00

+00
(b) Se L<1, ¥ |a,| diverge. Pode ocorrer que Y. a, convirja.

(¢) Se L =1 o critério nada revela.

47



Prova:

(a) Seja « tal que 1< « < L. Entao, existe N € N para o qual

k(1—|“’”1|) >a,Vk >N,
ag

e assim, [*21| <1~ 2. Aplicando o Lema 3.36 com x = —% obtemos,

ag
1 = b 1
I R e L e
ag k k G b (k-1)~

+o00 +o0o
Como ¥, 75 < oo (o> 1), pelo Critério 3.35 (comparacdo entre razoes) ¥ |ax| converge.

(b) Seja N €N tal que, se k > N, k(l - |a;—;1|) < 1. Assim,

ag11 _ bgar 1

b —
bk ’ k+1 L

1 k-1
k

|>—t‘?r|>~

ag

E

-1

+o00
Como a série harmonica diverge, pelo critério de comparagoes de razoes, Y. ag diverge.

+ 00
L “1)..... —n+l , ..
A série ¥ w, -1 < a < 0, é condicionalmente convergente (v. Exemplo

3.49). No Ex. 3.38 abaixo é mostrado que lim n(1-[*2:]) =a+1<1.
n—>+oo n

+ 00
(c) Pelo Exemplo 3.34, 3 @ diverge e o teste de Raabe nos leva a analisar o limite de,
n=2

log(1+ )"
k(l klog k ): k [1+ og(+k)].

C(k+1)log(k+1))  k+1 log(k + 1)

+00
Ainda por 3.34, Y. m < oo converge e o teste de Raabe nos conduz ao limite de,
k=2

klog? k ok log?(k+1)-log’ k] _ & log(1+1)* log k(k+1)
k [1 B (k+1)lo§2(k+1)] T k+l [1 +k log? (k+1) ] T k+l [1 log(kJrkl) log(k+1) |
‘ . ko . log(1+1)k B R . . logz(z+1) _
E claro que lim 75 =1, lim m =0 e, pela regra de L’Hospital, al_l)rjlo<> Tog(a+1) = 2.

Assim, o limite obtido pelo teste de Raabe para ambas as séries é 1 m

+o0o
Exemplo 3.38 SeacR\N, ¥ |a(a71)(a72,)”'(a7"+1) converge se > 0 e diverge se o < 0.
n=1 ’

Verificagao: Seja a, o termo geral da série dada. Temos, para n — +oo,

An+ly _ je-n _ n-a
n(l—z)—n(l |n+1‘) n(l n+1)—>a+1.

A afirmacao segue entao imediatamente do Critério 3.37, de Raabe m
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3.5 - Série Binomial'®

=1

Generalizemos a férmula binomial para expoente m € N, x € R, (:’;) = #_'m), e (73) =

)

)

(1+2)™ = i(:)xn: i m! e i m(m—l)...(m—n+1)xn

n=0 n=o n!(m—n)! n=0 n!
trocando no ultimo somatério a direita a varidvel inteira e positiva m por a € R\ N.

oo
Lema 3.39 Se a e R\ N a série infinita ¥ W " converge se |z| < 1.
n=0

Prova:

Os coeficientes desta série sao nao nulos e a afirmacao segue do Teste da Razao pois,

) a-1)..(a-n)z"*! n!
lim |_
n—+oo (n+1)! a(la-1)...(a-n+1)z" nertso

[k

Resta mostrar que esta série converge a f(x) = (1+ )%, o que nao é ébvio. Temos

f(z) = (1+x)" f(0)=1,

f(x) = a(l + ) f(0=a
f'(@)=a(a-1)A+2)**  f7(0) =a(a-1)
etc.,

a(a—l).,.fa—nJrl)

FM©0) _ata-D(a=2)..(a=n+1) _ (a) :

n! n! n

e com a notagao (Z) = , @ € RNN, os coeficientes da série de Maclaurin de f sao,

+00
Teorema 3.40 (Binomial) Se « € R\N entio (1+x)*= ¥ (%)a" se |z < 1.

n=0
Prova:

Pela formula de Taylor em torno de x = 0 com resto integral, dado N € N temos,

N «a x £N+1
(1+x)a=n20(n):c"+RN;o(z); Rao(@) = [ fT!(t)(:c—t)th.

Mostremos que Nlim Ry.o(z) =0, se |z < 1. E facil ver que
—+o00

SNt a(a-1)..(a-N) a-N-1 a-1 a-N-1
- = (1+1)*N :a( N )(1+t) N1

Rvo(z) = a(a]:[l) foxu )N )N g

108ya descoberta é atribuida a Newton (em uma carta de 1664 ou 1665) que nunca a publicou ou provou e,

ainda, outros ji a haviam estudado. O destaque de Newton deve-se a ele ter mostrado que as séries infinitas
ndo deviam ser vistas como aproximagdes mas como outras formas das fungdes que representam e estabelecido
regras operatdrias para séries reais da forma Y anz™ tais como divisdo e multiplicacdo. Abel mostrou a série

binomial complexa para (1+ 2)7, com z € C, |z| <1, e 0 € C\ N, sujeita a uma defini¢ao apropriada de (1 + z)°.
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Analisemos o integrando na formula para o resto. No caso x >0 temos 0<t<x<1,1+t>1,
O<(z-t)<ze para N>a-1[istoé a-N-1<0]: 0<(1+)NL(z-t)VN<aN e

|RN;0(x)|£‘a(a]:71)‘ Aszdt :‘a(a&l)‘xl\“l.

Para x < 0 escrevemos o integrando na forma |El+t)N (1+6)* 1| Como -1 < x <t <0, temos
12%206ainda, 0<1+x<1+t<1; donde obtemos (1+t)* ! <C, C’=max(1,(1+:£)o‘ 1), e

|z — | 3 -
—||\ 2| = fol—% <lal.
|z + ] - +1
Logo, ‘(1+t)N (1+t)>7 | < Clz|™ e, analogamente ao caso anterior, |Ry;o(2)| < C"a ‘|:c|N*1.

a-1\_N _ : —
Como Z (~ Na™ < oo, |z] < 1, obtemos hrJrrloo( )z =0e Nll}?oo Ryo(z)=0selz|<1lm

Tal série inclui vérias fungoes, vide exemplo abaixo, e é 1til para obter desenvolvimentos
em séries para outras fungoes (exemplificaremos no capitulo 4). Quanto & convergéncia nos

extremos z = =1, vide Exemplos 3.38 e 3.49 e Lista 4, Exercicio 8.

Exemplo 3.41 Temos,

L _a- x2>2—z< (

1 oo
§) TR S SCIES) YRR
122

+
nzo 2.4.....(2n)
Veriﬁcagﬁo:
Mera consequéncia do Teorema Binomial pois,
(-1 (712 _ (c1)n R D e

12)(3)2)(1/2 4 1) 1/2.3)2....(2n+1)/2
- ! - n!

,senz0m

n!
1.3...(2n+1) _ 1.3....(2n+1)
27 nl T 2.4..(2n)

3.6 - Critérios para Convergéncia Nao Necessariamente Absoluta

+o00

Proposicao 3.42 (Série Telescépica) Dada (by)nso € C, a série Y. ap, com ap, = by — by,
n=0

converge se, e somente se, a sequéncia (b,) converge e, neste caso,

+ 00
Z an = Z (bp, = bp41) = bo —lim by,
n=0
+00
Prova: Trivial pois, ¥ a, converge se, e s6 se, s, = (bg—b1) + ... + (b, — bp+1) = bo — b1,
n >0, converge e, sendo este o caso, o limite da série é lims,, = bg —limb,, m

+ 00

Exemplo 3.43 A série Z n(n+1) € telescopica e Z m 1.
N
Verificagao: A N-ésima soma parcial, sy = Y, (% - ﬁ) =1- ﬁ, convergea l ®m

n=1
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+ 00
Critério 3.44 (Dirichlet'') Em C, seja ¥, a, com sequéncia das somas parciais limitada
+o00

(convergente ou ndo) e (b,) uma sequéncia decrescente, lim b,, =0. Entdo, Y. anb, converge.

Prova
Seja (sn) a sequéncia das somas parciais de E:o an. Temos,
arby + asby = ai(by — b)) + (a1 + az)ba = s1(by — ba) + s2b2,
a1by + agbg + azbs = s1(by — ba) + s2ba + agbs = s1(b1 — ba) + sa(ba — b3) + s3b3,

e, de forma geral (verifique, a inducao é simples),

a1b1 + a2b2 + o + anbn = Z 5i—1(bi—1 - bl) + Snbn
=2

+00 +oo +o0
Para M € R, |Sn| < M, temos Z |5i—1(bi—1_bi)| <M Z (bi—l—bi) = Mbl. LOgO, Z 5i—1(bi—1—bi)
n=2 n=2 n=2

+ 00

converge absolutamente, é convergente e, como lim s,b, =0, a série . a,b, é convergente m

No exercicio ... exibimos uma série apropriada a aplicarmos o Critério de Dirichlet.

+0o
Critério 3.45 (Abel'?) Se ¥ a,, € convergente e (b,) € uma sequéncia decrescente de niimeros

+ 00
positivos (nao necessariamente tendendo a zero) entdo, a série Y. a,b, € convergente.

Prova
+ 00
Para ¢ =1limb,, (b, —¢) N 0. Logo, pelo Critério de Dirichlet ¥ a, (b, — ¢) é convergente

+o00 +o00 +o00

e, devido a hipétese, > ca, =c¢ Y. a, também e assim Y a,b, =

3.7 - Critério para Convergéncia de uma Série Alternada

+00
Critério 3.46 (Leibnitz, 1682) Se (a,,) € decrescente e lima,, = 0, entao Y, (-1)"a, converge
e

+ 00
‘Z(—l)”an—sm‘ <mil, Sm =01 +...+ 0y, VmeN .

51 sws‘l Sg 50 = ap

+ay ay

Figura 3.5: Critério de Leibnitz.

110 alemao P. G. L. Dirichlet (1805-1859) é o precursor do conceito moderno de fungao como correspondéncia.
120 jovem noruegués N. H. Abel (1802-1829), aos dezenove anos, provou a impossibilidade da resolu¢do por

radicais das equagdes algébricas de grau maior ou igual a cinco. O italiano P. Ruffini (1765-1822) dera uma

prova de tal resultado, menos satisfatéria e que passara despercebida, em 1799.
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Prova: Se (s,) é a sequéncia das somas parciais, (s2,) é decrescente e (s2,41) € crescente.

De fato, son = Sop-2 = G2n-1 + @2n = S2n-2 — (G2n-1 — G2,) < S2n-2, j& que ag,-1 —az, 2 0 e,
analogamente, sap+1 = 521 + (G2 — A2n41) 2 S2n-1, POIS A2n — G2p41 2 0.

Ainda, como s3,, — Son+1 = a2n+1 2 0, dados @ impar e p par, para ¢* impar e maior que i e p

temos, s; < 84+ < 8541 < Sp. Isto é,
§1<8;<8p <80, V¢ impar , Vp par.

Logo, (s2n+1) € (s2,,) s@0 monétonas limitadas e, pelo Axioma 2.3, convergentes. Se « =
lim 25,41 € B = lim s2,, temos, 8 — a = lim[ s2, — Sop+1 | = limag,.1 = 0 e assim, 3lims,, = a.

Por tltimo, seja m par ou fmpar, a estd entre Sp, € Spmi1 € |0 = Sim| < [Sm — Sm+1] = Gme1 B

ne’

+ 00
Exemplo 3.47 A série ¥ (=1)"sin -, a >0, converge absolutamente se o> 1 e condicional-
n=1

mente se 0 < a < 1.

s
Verificagao: Claramente sin n% >0,se >0, lim 22T =1 ¢ pelo Critério do Limite (3.21),

n—>+oo no

oo oo

> sin n% <oo <= Y n% < o0. Logo (v. 3.12) a série dada converge absolutamente se e s6 se « > 1.
Ainda, como sin’0 = cos0 = 1 > 0, § ~ sinf é crescente num intervalo centrado em 0 e

(sin n%) N 0, se a > 0. Pelo Critério de Leibnitz a série dada converge se 0<a<1 m
Mostremos que a hipdtese (a,) decrescente é essencial no enunciado do Critério de Leibnitz.

oo
Exemplo 3.48 A série Y.(-1)"ay, a, = % sen € impar e a, = % sendo, diverge e lima,, = 0.

Verificagao: E 6bvio que lima, = 0. J& vimos no Teorema 2.57 que a série Y. b,, b, =0

oo
se n é fmpar e b, = % sendo, é convergente e portanto, se Y.(-1)"a, for convergente entao

[ee] oo [ee]
Y(-D)"an—-Ybp=>cpn, cn = —% se n é impar e ¢, = 0 senao, é também uma série convergente;
0 que é uma contradigao pois 1 + % + % + ... diverge (vide resolucao do Exemplo 3.15) m

Exemplo 3.49 A série abaixo € condicionalmente convergente:

Rala-1)(a-2)(a-n+1)

>

n=1

, —1<a<0.
n!

a(a-1)(a-2)...(a—n+1)
n!

+0oo
Verificagao: Seja a, = . Pelo Exemplo 3.38 temos Y. |a,| = +oo.

, Gper| _ n-o . - ,
Porém, sendo [#22t] = 222 < 1, pois —a < 1, temos que a sequéncia (|a,|) é decrescente e

existe lim |a,|= L. Mostremos que L = 0.
n—+oo

Fixando n € N e escrevendo =1+, de -1 <a <0 temos 0 <3< 1 e, para p € N arbitrario,

|an+1|:n—a_n+1—(1+a) 1 I6)

an n+l n+1 n+1
an+p _ an+p an+p71 An+1 _ _ ﬁ _ ﬁ _ ﬁ
| an |_|an+p,1 amp,g'm an ‘_(1 n+p)(1 n+p—1)m'(1 n+1)
An+p ﬁ p ﬁ p+n ﬁ -n
) sy s () - )



Como lim (1-2)%=e*, tomando em (*) o limite para p — +oo obtemos QA <e P VneN.
xr—>+0oo n

Desta forma temos, 0 < e’ < lima,, = L, o que implica L = 0 pois e’ > 1. Logo, pelo critério

+ 00 +oo
de Leibnitz, Y. (-1)"|an|= Y an é convergente =

3.8 - Aproximacao e Representacio Decimal'® de um Nimero Real

Um nimero real x da forma

rmagtr L2, 4
"0t T 102" T qon

com ag um natural arbitrario e aq, as, ..., a, naturais tais que 0 < a; <9, é usualmente indicado

em sua representacao decimal finita x = ag,a1as...a, e é claro que z € Q. Porém, nem todos

os racionais tem representagao decimal finita. Por exemplo, se % = #, com a,n € N entao

3a = 10" o que é imposssivel pois 3 nao divide 10.
Lema 3.50 Dado x € R, € bem definido [z] :=max{neZ:n<z}eZ e, ainda, [z] <z < [z]+1.

Prova: Mostremos que S = {n € Z : n < x}, obviamente limitado superiormente, é ndo vazio.
Sex>0entao 0 € S. Se z <0 entao —x > 0 e, pelo Lema 2.5, existe p € N tal que p > -z e
portanto —p < x; donde, —p € S. Seja [z] =sup S.

Pela Propriedade 2.4 existe n € S tal que [z] —1 < n < [z]. Portanto, n < [z <n+1 e entao
n+l>sup S,n+1¢Sex<n+1. Logo, S={...,.n-2,n-1,n}en=maxS=supS=[z] =

O ntmero [z é o maior inteiro menor ouiguala z e [.] : R - Z é a fun¢do maior inteiro.

Teorema 3.51 Seja x> 0. Para todo n €N existe um decimal finito r,, = ag,ay ... an tal que
Tn ST <1y + W .
Prova: Pelo Lema 3.50 é 6bvio que aqg = [z]] é um inteiro positivo e,

ap<xr<ap+1.

Consideremos a; = [10(z - ap)]]. Como 0 < 10(x - ap) < 10, segue que 0 < a; <9,

a aq 1
a1 <10(z-ag)<a1+1 e ap+—<zx<ap+—+—.
1< 10(z - a0) <ax " 10 7107 10
Analogamente, se az = [10%(z - ag - & ] obtemos 0 < as <9,
a ay s a as 1
az <10%(r—ag— —)<ag+1 e g+ —+—=<T<A+ — + — + — .
2 (w=a0=75) <az 770 " 102 770 " 102 T 102

Procedendo por indugao, obtemos o resultado desejado m

B3Em 1790, na Franca, com a nova ordem , foi criada uma comissio para a reforma dos pesos e medidas e em
1799 o sistema métrico como hoje o conhecemos e o sistema decimal foram adotados. Haviam proponentes do
sistema duodecimal, A. M. Legendre (1752-1833) nao foi apontado por nao ser claramente pré-revoluciondrio
(mediu o comprimento de um meridiano facilitando a adogao do metro e talvez para provocar os duodecimalistas

tenha aventado o sistema de base onze) e Lagrange, a principio , também néo, por ser estrangeiro.
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Corolario 3.52 Com a notagao acima, a sequéncia crescente (r,) converge a x.

Prova: E 6bvio que (r,) é crescente e, ainda, 0 < x —r, < #, VneN m

Definicao 3.53 Se x >0 e ag,a1,...,ay,... séo dados pelo Teorema 3.51, x = ag,a1a2a3.... €

uma representagao decimal infinita de z.

A representagdo decimal infinita de > 0 ndo é necessariamente tnica. Uma outra surge ao

escolhermos ag o maior inteiro estritamente menor que x e trocarmos a desigualdade imposta

no enunciado do Teorema 3.51 pela condicao r, < © < 7, + 10%. Assim procedendo obtemos
-9 . 9 9 - 1 __9 . _9 _9 —
1= wtrTzt - tom t o= 0,999999... , Tom = TonT T igniT t -t gaeT T = 0,0....0999...,

com os 9's ocorrendo a partir da (n + 1)-ésima casa decimal.

Desta forma, para %, por exemplo, temos as representagoes: % =Ly 2 % =0,125000...

10 " 102
11,2 , 4 , 9 , 9 =
5=+t t 105 T 1705 T 705 + - = 0,124999....
Proposigao 3.54 Os nimeros x = 157 >0, m,n € N, tem apenas duas representagoes decimais:
(a) ag,ai.....ap-1.a5.9.9.9...., ap #9, e ag,a1....ap-1.(ap +1).0.0.0. ..., caso = ¢ N.

(b) a0,999... e (ap +1),000..., caso x € N.
Os demais nimeros em [0,+00) tem representagdo Unica.

Prova: Suponhamos duas representacoes distintas de = > 0,

b b
x=a0+ﬂ+...+a—”+... = byttt —— 4 ..., 0<a;,b;<9,ieN.
10 10™ 10 10™

Seja p=min{ieN:qa; #b;}. Caso p>1, temos a; =b; se 0<i < p—1 e portanto,

b b b
e Gprl e 2y T aythy .
100 10p+1 10m 100 10p+1 10m L

Admitamos, sem perda de generalidade, b, = a, + k, k> 1. Entao,

Gp+1 (079) k bp+1 bn
Tt = Tt
10p+ 107 107 10P+ 107
Na equagao acima, o maximo no lado esquerdo ocorre se e sé se a; =9, Vi >p+1e é ﬁ eo
minimo no lado direito ocorre se e sé k = 1 (estamos supondo k>1) eb; =0, Vi>p+1eé ﬁ.

Assim, como vale a igualdade, temos b, =a, +1 e, paratodoi>p+1,a;=9eb;=0e

ay ap-1  Gp 9 9 by bp-1  ap+1
ap+— + ... + + + toT—+ o =bp+ —+ ...
10 10,-1 - 10p  10p*! 107™ 10 10r-1 107

O caso p=0 é andlogo m
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Apéndice 1 - Férmulas de Taylor com Resto Integral e de Lagrange.

Integrando ¢ : [0,1] - R, com <p(”+1) integravel, sucessivamente por partes obtemos,
1
e(1) =(0) = [, ¢'(t)dt
= fol 1./ (t)dt  (substituamos u' =1 e v =¢')
1
=ty (1), jo1 to" () dt

=¢'(1) - [y te" (t)dt
1
- (0) + (1) = (0) — [ 1" (D)t
= (0) + [, #"( t)dt fo b (t)dt
=¢'(0) + fo —t)"( t)dt (pomos u' =1-tewv=¢")
=¢'(0) - a-o- t) cp//(t)‘ + f(l (1- t) o (t)dt
! i (0) 1 a-n- t) " r_ (a-t)? N7
=¢'(0) + @"(t)dt  (pomos u’ = 5+ ewv=¢")
<> 1 (103
)+ L0 PO, + o S 0y -
<> (3) 1 _+)3
= ol ( )+ (o) 3!(0) n fo %@(4)“)&:

(2) (3) (n) (n+1)
:80(1)(0)4—#-*_& + + 90—(0) + j;)lcpil(t)(l—t)ndt.

3! n! n!
Teorema (Férmula de Taylor com resto integral) Suponhamos f : (a,b) - R tal que

F+1) & integravel. Dados xg,x € (a,b) existe £ entre zp e x, com £ # xg e £ #+ x, tal que
(n) z fn+l) (¢
£@) = £+ Do) -0+ LoD (o2 L0 (oo [ IO (o gy
n: xo .
Prova: Seja ¢(t) = f(zo +t(z - xo)), t€[0,1]. Entéo,

©(0) = f(z0)

e(1) = f(2)

o (t) = f’(xo +i(x —xo))(:c - xp)
P"(t) = f”(aco +t(x —aco))(x -x0)?

B () = f®) (2o +t(x —20))(x —20)*, 1<k<n+1,
e (0) = F® (zo)(z - m0)*, 1<k<n+1,

1, (n+1) 1 £(n+1) 0+t -1 -z n+1
[ 14 ' (t)(l—t)ndt _ [ f ( 0 ( 0))( O) (1—t)ndt _
0 n: 0

n!

[com a mudanca linear de varidvel y = xg + t(x — xg), dy = (x — z0)dt e t = i’:;z]

:fz f(n+1)(y)(x_xo)n+1 (1_y—x0 n dy
xo n! T — X9 r — X9

(n+1)
_f f (y)(x y)'dy m
o n
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(i) .
Chamamos P, (x) = f (xo) (x-20)" de polindmio de Taylor de ordem n de f, no
1= ()
ponto g, € Ry, () = f(x) = Phzo (x) de resto.
x f )(t)(
xo

O resultado abaixo generaliza o Teorema do Valor Médio (TVM). Seja I = (a,b) c R.

A expressao Rz, = —t)"dt é a forma integral do resto.

Teorema (Férmula de Taylor com resto de Lagrange) Seja f : I — R tal que existe

f* ) N3 n fixo. Dados zg,2 € I, com z # x¢, existe & entre xg e x, £ # xg e & # x, tal que

(n) T (n+1)
f($) = f(IO) + fl(fo)(I —IQ) + ...+ fi(o)(x - Io)n + fi(g)

- ) E=E)

fx)-f(z0) _ (&) e,

Prova: Pelo TVM existe & entre x e xg, &1 # 29, &1 # x, com pra—

f(x) = f(xo) + £ (&) (x - x0) .

Seja n € R determinado pela equacdo f(z) — f(z0) - f'(x0)(x — z0) = n(x — 29)%. Entéo,

p(t) = f(2) = f(t) = f' () (@~ t) = n(x ~1)? satisfaz o (w0) = 0= p(z) .

Logo, existe &3 entre xg e x, & # xo e &2 # x, tal que 0 = ¢’(&). Porém,

P'(t)=~f'(t) = [ () (@ ~t) + f'(t) + 29z~ t) = [2n~ f"() | (x - 1),

e avaliando tal identidade em &; obtemos 2n— (&) =0en = fﬂél&) e

f”(fz

F(&) = Fa0) + £(ao) + L2 (0 a)?

De forma andloga, determinando A pela equacao

(n)
- 7f (,xO) (x—20)" = Nz - mo)nﬂ )
nl

f(x) = f(zo) = /(o) (x - x0) -

definimos a fungao derivavel 1,

" =A@ =t)"""5 W(wg) = 0= y(a),

w(t)=f(x)—f(t)—f’(t)(x—t)—f"(t)( )2, %(!t)(x_

cuja derivada é a soma abaixo, em que cada segundo termo entre colchetes cancela com o

primeiro termo entre os dois colchetes imediatamente anteriores,

W) =[=r®]+ [~ @-t)+ ]+ [~ LD @) + () (@ = 1)] ot
ot [ Oty s FPO @ty 1] A+ 1) (- )" =

(n+1)
L O ) A+ 1) (- 1)
Uma vez mais, existe £ entre zg e x, £ # g e £ # x, tal que ¥'(£) = 0 e portanto,

(n+1) (n+1)

AN (3!
(n+1)!

A expressao Rz, = ¢é a forma de Lagrange do resto.
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Apéndice 2 - Segunda Prova da Comparacgao entre os Testes da Razao e da Raiz

Abaixo, uma forma mais fraca do Teorema 3.28 evitando o uso de limsup ou de liminf.

Proposigao Se lim ‘T;*‘ll = L€ [0,+00] entao Jdim an| = L.

n—>+oo n

Prova: Se L<ocoee>0, seJa0<5<een0talque sen>ng, L— (5<|‘T"*‘1|<L+5 Logo,

|an| |an-1]

|an0+1|
..... <(L+6) e
|an71| |an—2| | n0| ( ) |a"0|

|@n |

(L =0)""]any| <lan| =

e, ainda para n > ng,
(L-0)" _ Jan| _ (L48)"
(L=d)m ~ lan| = (L+d)m

Sendo L-6 < L <L+ 4 temos (omitimos o caso L =0, que é similar)

(L) Jaul _ (L+0)"

L 7 ap,| = Lm
e, definindo a = 2zl
9 - Lmo >
Ya(L-6)< Vlan| < ¥Va(L+68), Yn>ng.
Como f:g <1< fig e lim Yo =1, fixamos N > ng tal que, se n > N, :‘ < Ya < fig
n—o0

concluimos este caso observando,

(L-¢)< ¥a

an| < Va(L+8)<(L+¢€), Vn>N .

O caso L = +o0o é redutivel ao caso L = 0 aplicando este a sequéncia (ai) [ ]
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Capitulo 4

SERIES ABSOLUTAMENTE
CONVERGENTES E SOMAS

4.1 - Introducgao

O conceito de convergéncia de uma série j& havia sido utilizado algumas vezes por Euler (no
século XVI também foi utilizado, entre outros, o de que o termo geral tende a zero) e muitos
matematicos haviam operado livremente com séries divergentes e Euler tentara formalizar o
estudo destas séries . Com Cauchy e sua insisténcia em que as séries divergentes nao possuem
soma, e o sucesso de Cours d’Analyse (1821), a definigdo atual se estabeleceu.

Em 1833, Cauchy notou que uma série de termos reais nao todos positivos poderia ter uma
sub-série divergente e Dirichlet (1837) apresentou os rearranjos da série harmonica alternada:
log2 = 1—%+%—i+... e %log2= 1+%—%+%+%—%+... e provou o teorema do rearranjo para
séries absolutamente convergentes de niimeros reais (ie., a convergéncia é comutativa).

Em 1854, Riemann escreveu (em seu “Habilitationsschrift”) que “ja em 1829, Dirichlet sabia
que as séries infinitas caem em duas classes essencialmente diferentes, conforme permanecem
convergentes ou nao apds seus termos terem sido feitos positivos. Em séries do primeiro tipo os
termos podem ser arbitrariamente permutados; em constraste, o valor de uma série do segundo
tipo depende da ordem de seus termos” e prova seu teorema do rearranjo: Uma série convergente
(de termos reais) que n3o é absolutamente convergente pode convergir a um arbitrdrio dado valor
real C' apds uma apropriada reordenacdo de seus termos.

Com o conceito de somabilidade, para efetuarmos a soma de uma familia (a;) jes c K, de
nimeros reais ou complexos, diferentemente do conceito de séries desconsideramos a ordem dos
elementos e veremos que para sequéncias, somabilidade e convergéncia absoluta sao conceitos
equivalentes. A somabilidade proporciona um melhor entendimento da convergéncia absoluta,
permitindo (e isto é importante) generalizar a propriedade associativa para séries e simplificando
a aplicagao dos teoremas de convergéncia para séries duplas e produto de séries absolutamente

convergentes. Além disso, tal conceito é importante em andlise mais avancada.
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4.2 - Somas de Sequéncias, Convergéncia Absoluta e Comutatividade

+o00o
Definicao 4.1 A série ¥ z, é comutativamente convergente se todo rearranjo (reor-
n=1

+o00
denacgao) seu, ¥ Z,(n), 0 : NN bijetora, converge (a um mesmo mimero).
n=1

( 1)w+1

Exemplo 4.2 (Dirichlet, 1837) A série Z nao é comutativamente convergente.

too n+1
Verificagao: J4 vimos, no Exemplo 3.14, que > % =log2 = s. Entao,

1 1 1 1 1 1
s=1—-— 4 — —— 4+ — —— +— ——. ... ,
2 3 4 5

e 1)” 1 1 1 1 1
— —— 4+ = —— 4+ — 4 i 5
nzz 2 4 6 8 10

e reescrevendo esta tltima como (e facil ver que podemos),

S

s
2 2 4 6 8 10
a s e 5 obtemos,

e somando as séries par
1 1

3s 1 1 1 1 1
—+ =+ + o ,
4 9 11 6

—=1+———+—+l
2 3 2 5 7

+o00o
. e e e . . _q)n+t
um rearranjo da série inicial com valor diferente. Observemos que escrevendo s = Z (G T)l e

+00 k]
s s , . -1)2 s
2 na forma 3 = Zlbn, b, =0, se n é impar e, b, = - n) , se n é par, temos que s + 5 = Z Cn,s
ne
Cp = %, se n é fmpar e, para n par, ¢, =0, se § é fmpar e ¢, = —gll se 5 é par. A série encontrada
3 +o00
para 5, com valores nulos ausentes, corresponde a 3 c¢p, que os apresenta ®
n=1

Um exemplo como acima, em R, sé poderia ocorrrer com uma série alternada pois, felizmente
e como nao poderia deixar de ser e mostramos abaixo, todos os rearranjos de uma série de termos
positivos tem um mesmo limite (isto é, o limite da sequéncia das somas parciais) em [0, +oo].

Se este é +oo diremos brevemente que a série diverge comutativamente +oco.
+o00

Observagao 4.3 Para uma série Y. pn, Pn 20, convergente ou ndao, temos 11111 Spn= Y. Pn-
n=1 n—>+oo n=1

Abaixo mostramos uma forma de estimarmos o valor de uma série de termos positivos inde-

pendentemente da ordem de seus termos, o que serd ttil para definirmos somas de sequéncias.

+00
Teorema 4.4 (Convergéncia e Comutatividade) Seja Y p, uma série em R*. Temos,
n=1

+00o
Ypn = p, comp=sup{ Y pp:FcNeF finito} € [0,+00] .
n=

neF
+o0o
Se p<oo, ¥ pn € comutativamente convergente e, se p = +oo, comutativa/e divergente a +oo.
n=1

Prova: Notemos que, valendo a igualdade enunciada, como o supremo p independe do rearranjo

da série, se p < oo a convergéncia é comutativa e, se p = +oo, a divergéncia é comutativa.
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Seja (sm) a sequéncia (crescente) das somas parciais da série dada e F ¢ N, F' finito e

arbitrario. Pelas desigualdades,

+ 00
Y Pm<Smax(F)S 2.Pn s Sm= Y. DPe<p,
meF n=1 ke{1,...,m}
+o00 too
é imediato que p=sup{ ¥ pm:FcNe F finito} < ¥ p, ¢ lim s,= Y pp<an
meF n=1 m—+oo n=1

Comentario: Como ja dito, a demonstracao acima sugere o conceito de sequéncia somavel.
A comutatividade para séries de termos positivos é s6 uma das afirmagées do Teorema 4.3 e
mostramos abaixo uma outra importante prova, bem mais simples, desta afirmagao.
+00 too
Consideremos uma série real } py, de termos p, > 0, Vn, e um seu rearranjo Y’ py(y), onde

0 :N - N é uma bijecao arbitraria. Da desigualdade

n +o00o
Zpis Zpa(n)avneNa
=1 n=1

+0o0 +0o0 + 00 +oo
tomando o limite para n — +oo obtemos, ¥ pn < ¥ Po(n)- Mutatis mutandis, ¥ po(n) < X Pa-

Definicao 4.5 Somabilidade.

(a) A sequéncia (z,) ¢ somavel, com soma x € K, se Ve >0, 3F. c N, F, finito, tal que,

Z:cn -x

nekl

< e YFoF, ,FcNeF finito

(b) Uma familia em K é uma fungio x: I — K, I um conjunto de indices, que notamos

(x:),, x; =x(i), Vi. Trocando N por I, em (a), temos a definicao de familia somavel.
Evidentemente, toda sequéncia é uma familia. Nestas notas I é sempre enumeravel.
Observacgao 4.6 Seo:J — I é uma bijecdo entdo (x;)1 € somdvel se e 56 se (x5;)5 € somdvel.

Notacgao 4.7 Se a familia (x;); € somdvel, indicamos por ¥, x;, ou ¥ x;, a soma da famdlia.
iel I
SeI=N, além de Yz, e Y x,, também escrevemos Y. x,, para a soma da sequéncia.
N neN

+o00

Frisarmos que a notagao para séries, Y. x,, indica que estamos somando os termos da série
n=1
ordenadamente: desde o primeiro, 1, e “ad infinitum”. A notacao Y. x, para somas ji indica

N
que estamos usando N apenas como conjunto, sem relevancia das propriedades de sua ordem.

+o00 +o00
Proposicao 4.8 Se (z,) c C € somdvel, ¥ z, converge comutativamente e Y z, =Y zp.
n=1 n=1 N

Prova Dado € > 0 seja F. ¢ N como na definigdo de somabilidade, z = 3 2,, e (s,,) a sequéncia
N

+o0o
das somas parciais da série Y z,. Escolhendo N € N tal que F. c {1,2,..., N} temos, para
n=1
+o00
m>N, Fp,={1,....m}d>F.e|spm—2|=|Y 2n—2| <e. Logo, ¥ z, =z e, como a soma da
n=1

m

sequéncia (z,) independe, é 6bvio, da ordem adotada, segue a tese
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+o00

Enfatizemos que segundo a Defini¢ao 3.2, se x = ). x,, entao z é a soma da série.
+o00
Coroldrio 4.9 A série Y. p,, em [0,+00), converge [comutativa/e] se, e s6 se, (pyn) € somdvel.
n=1
+ 00
Ocorrendo um destes casos temos, Y. Pn =>.Dn = 2. Pn-
n=1 N
Prova:

(=) Segue trivialmente do Teorema 4.4 e da Defini¢do 4.5 acima.

(<) Consequéncia imediata da Proposicdo 4.8 =

+o0o
Para uma série divergente, > pn, pn >0, Vn, indicamos Y. p,, = +co. Entao, pelo Teor. 4.4,

Prop. 4.8 e Corol 4.9, para toda série de termo geral p,, > 0 (convergente ou divergente) vale:

+00
an:Sup{an:FcN eFéﬁnito}:an.
nekr n=1

Assim, para séries de termos positivos usaremos livremente a notagao Y. p, pois nao ha risco

de dubiedade se a interpretarmos como uma série ou como uma soma.

Proposigao 4.10 As sequéncias somdveis em K formam um K-espaco vetorial com as operagoes,

() + (yn) = (p +yn) e Mzpn) = (Axy), A€ C. Ainda mais, se Y xp =2 € Y. yn =y entao,
N N
(a‘) Z(xn +yn) =X T+ L Yn-
N N N
(b)) XAxn =AY .
N N
Prova: Suponhamos Y.z, =xe >y, =y, com z e y em K e seja € >0 arbitrario.

(a) Por hipdtese, 3Fy, F> c N, Fy e F; finitos, tais que | ¥ @, - < 5, VF c N tal que F > F}
neF
e I ¢ finito; e, analogamente, | ¥ y, —y|< 5, VF c N tal que F' > F, e I ¢ finito.
nekl

Entao, escolhendo F3 = FyUFy temos F3 c N, F3 é finito e, para F' c N satisfazendo
F o> F3=F UF; e F finito temos que F > F} e F' o F} e, pela desigualdade triangular,

‘Z(xn+yn)—(ac+y)| < ‘Zmn—x‘ + ‘Zyn—y| < %+§:e.
nekF neF nekl

(b) O caso A =0é06bvio. Se A %0, Por hipStese, existe Fy ¢ N, F} finito, tal que| ¥ z,-z| < ﬁ
neF
se F'> Fy e F é finito. Entao,

|n;p)\xn—)\$‘ - |>\|‘n;xn—x‘ < |A|ﬁ e m

A Proposicao 4.10 se estende trivialmente a familias somaveis indexadas em um conjunto fixo
qualquer de indices I (solicitamos, e estimulamos, ao leitor verificar). E facil ver que (z,)cCé

somével se e 56 se (Re(2,)) e (Im(2,)) sdo somdveis e, neste caso, 3. z, = ¥ Re(z,) +i ¥ Im(z,).
N N N
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+ 00
Definicao 4.11 Dada Y a, em R, p, , a parte positiva de a,, € dada por p, = a, se a, >0

e pn =0 se ay, <0. A parte negativa de a,, € ¢, = —a, sea, <0 e, g, =0 se a, >0. Temos,

Gp = Pn —qn, |an|:pn+Qna P20, ¢g.20,VneN.

Mantendo a notacao da Definigao 4.11 investigamos abaixo as convergéncias absoluta, comu-
tativa e condiconal de uma série de termo geral a,, € R analisando as séries determinadas pelas
sequéncias (p,) e (¢n). No item (b), provamos um importante teorema de Dirichlet sobre séries

absolutamente convergentes e no item (d) nos baseamos na prova do Teorema de Riemann.

+o00
Lema 4.12 Seja Y a, uma série em R. Entado,

+o0o +o0o
(a‘) > |an| =Y Pt
n=1 n=1

+o0o
Gn, sejam tais séries convergentes ou divergentes (a +o0).
1

n=

+o00
(b) 'Se a série ¥ a, converge absolutamente entdo ela é comutativamente convergente (seus
n=1

rearmnjos tem mesma soma), as séries gemdas pelas sequéncias Pn € gn convergem e,
+ 00 + 00 + 00
2, an= 2, P 2, -
n=1 n=1 n=1

+ 00

+0oo +0o0
(c) A série Y. a, converge condicionalmente se, e s6 se, ¥ Pn = Y. (n = +00.
n=1 n=1 n=1

+o0o

+o0o
(d) 2.8 Y an converge condictonalmente, existe um rearranjo nao convergente de Y., Q.
n=1
Prova:
m m m
(a) Pelo Cor. 3.3 e Obs. 4.4, basta tomar o limite, para m — +oo, de ¥ |an|= ¥ pn+ X qn-
n=1 n=1 n=1

(b) Como 0 < pp,Gn < |an], +§pn e +§ gn, s80 séries em [0,+00) e convergentes e, pelo Teor.
4.3, comutativamente convergentes. Logo, é claro que a diferenca +§ Pn — +§ Qn = Zojo an
é também uma série comutativamente convergente [de fato, supondo que o : N - N é
bijetora temos, E:o Qg(n) = E:o Do(n) ~ +§o Go(n) = E):opn - +§o qn = +§o an.]
+oo +o0 +o00
(¢) Como Y a, converge, de a, = p, — ¢, concluimos que Y p, converge <> Y g, converge.
+00 +o00

+o0o
Porém, de ¥ |ay| = +00 vemos por (a) que ao menos uma, entre Y. p, € ¥ qp, diverge.

Logo, as duas tltimas séries citadas divergem.

+o00o

oo
(d) Por (c) temos +Z Pn = Y. gn = +00 e reordenamos a série da seguinte forma: na etapa 1,
coletamos os primeiros termos, a, > 0, com soma > 1; na etapa 2, os primeiros termos
negativos cuja soma com os anteriores é < 0, na etapa 3, subtraidos de N os ja escolhidos,
coletamos os proximos termos positivos cuja soma com os anteriores é > 1. Por indugao,
o rearranjo obtido é tal que a sequéncia (¢,,) de suas somas parciais, admite subsequéncia

(tn,) com ty, >1,Vk, e uma outra de termos negativos e portanto, (t,) diverge m

!Teorema de Dirichlet, 1837.
2A argumentacio na prova deste resultado é proveniente da famosa demonstracido do Teorema de Riemann.
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+o00o
Corolario 4.13 Consideremos Y., a, em R. Sao equivalentes,

+o00
(a) A série Y a,, e todos os seus rearranjos sao convergentes.
+o00
(b) A série ¥, a, é absolutamente convergente.
+ 00
(c) A série ¥ a, é comutativamente convergente (seus rearranjos tem uma mesma soma,).

Prova:

+o00
(a) =(b) Pelo Lema 4.12 (d), a série ¥, a,, convergente por hipétese, néo é condicionalmente

convergente e portanto temos, E:o |an| < oo.
(b) =(c) Esta é uma das afirmagoes do Lema 4.12 (b).
(c) =(a) Obvio m
Neste segundo lema relacionamos convergéncia absoluta e somabilidade para séries em R.

+o00
Lema 4.14 Seja Y a, uma série em R. Entdo,

+0o
(a) A série Y. a, converge absolutamente se, e sé se, (pn) e (qn) sdo somdveis e,

n=1

+o00
(b) se ¥ |an| < oo entio (an) € somdvel e
n=1

+o00
Zan:an_ZQn =Zan-
n=1 N

Prova:

+o00 + 00

(a) Pelo Lema 4.12 (a), Z ay, converge absolutamente se, e sé se, as séries Y. p, € Y @, sdo

convergentes, o que ocorre, pelo Corolério 4.9, se e 86 se (pn) e (¢n) sdo somdveis.

+o00o

+o0o +o0o
(b) Pelo Lema 4.12(b) as séries de termo geral p,, e g, sdo convergentese Y an = > Pn— 2 Gn.
Pelo item (a) e pela Proposigao 4.10 temos, (an) (pn) — (gn) é somavel e Y an, = Y pp —
+o00
> qn. Ainda, pelo Corolario 4.9 temos Y. p,, = Z Pn €D qn = Gn. A conclusao é 6bvia m
+o00 +oo +oo

Dada (z,) c C é ébvio que Y. z, é comutativa/e convergente se e sé se Y. Re(z,) e ¥ Im(zy,)

também o sdo e, é facil ver que (z,) é soméavel se e s6 se (Re(z,)) e (Im(z,)) sdo somaveis.
Teorema 4.15 Em K, se Z lan| < 00, ou ¥ |ay| < oo, entdo (a,) € somdvel. Isto €, Zan < 0o,

n=1
Prova: Pelo Lema 4.14 (b), resta apenas mostrar o caso complexo.
+ 00
Se Y |zn| < 00, como |Re(z,)| < |zn| € [Im(zn)| < |zn|, segue que Z Re(zn) e Z Im(zy,)
n=1 =1

convergem absolutamente. Logo, pelo Lema 4.14 (b), (Rez,) e (Imzn) sao somdveis e conse-

quentemente, pela Proposicao 4.10, (z,) = (Rez,) +i(Imz, ) também m
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Teorema 4.16 Dada a sequéncia (z,) em K, sdo equivalentes :

+ 00
(a) A sequéncia (z,) € somdvel e Y zp = ¥ zp.
N n=1

(b) A série Y z, € absolutamente convergente (ou ¥ |z,| < 00).
n=1

[ee]
(c) A série Y. z, é comutativamente convergente.
n=1

Prova: No Teorema 4.15 mostramos (b) = (a). Na Proposi¢ao 4.8 provamos (a) = (¢).
oo + 00 + 00
(¢) = (b): Se ¥ 2z, é comutativamente convergente entdo Y Re(z,) ¢ Y Im(z,) sdo comutati-

vamente convergentes e, pelo Lema 4.12 (d), absolutamente convergentes m

4.3 - Associatividade para Séries e para Somas de uma Sequéncia
+00
Dada uma série Y a, = a1 + as + ag + .... com sequéncia das somas parciais (s, ) a inser¢ao
oo

de parenteses, ainda que infinitos, gera uma série +Z by, cuja sequéncia das somas parciais (¢,,)
é, evidentemente, subsequéncia de (s,). Assim, a insercdo de parenteses nao altera a soma
de uma série convergente; mas, se esta é divergente, pode até mesmo resultar em uma série
convergente, como € o caso com a série 1 -1+1-1+1-1+1.... que apds inserirmos determinados
parenteses torna-se a série (1-1)+ (1 -1)+ (1 -1) + ...., fato que, como é ficil perceber, se
refletird na dissociatividade de uma série, a ser estudada no apéndice 2.

Para uma sequéncia (), real e somdvel, provamos que ¥ |z, | < oo e desta forma, escrevendo
YT =2 Pn—2 qn, Pn € qn as partes positivas e negativas de x,, veremos que podemos associar
as somas Y. pn € Y. qn, de termos todos positivos, de forma totalmente arbitraria e assim também

o o o
com Y a,. Por exemplo, para séries nao é em geral correto escrevermos +Z O, = +Z a,, ++Z Ay irs
j& para somas efetivamente temos Y a, = > an, + Y, an. O caso (z,) complexo é facilmente
2 2N+1
redutivel ao caso real. Portanto, teerdo em 1jfistau ql?e ja provamos que as séries absolutamente
convergentes sao comutativamente convergentes, ganhamos uma enorme liberdade para lidar-
mos com tais séries ao aplicarmos a elas o conceito de associatividade para familias somaveis,
ao invés da um tanto restrita associatividade para séries. As séries absolutamente convergentes
jé foram interpretadas pelo matemdtico uruguaio J. L. Massera (1915-2002) como “séries de

borracha” e, inspirados em tal comentédrio, modestamente adicionariamos “acrobéaticas”.

+00 +00
Definicao 4.17 Seja 0 : N - N estritamente crescente e, . a, e >, b, relacionadas por:
bi=a1+ag+..... + a5 (1) ....,bn+1 =05 (n)+1 T Ao (n)+2 T - T Qg (n+1), M= 1,2,.....
+o00 +o0o +0o0o +0o

A série Y b, € obtida de Y. a, por associagao e a série Y. a, de Y. b, por dissociagao.

+00 too
Proposicao 4.18 (Lei Associativa Para Séries)Se Y b, € associacio de Y a, = a € C
+o00

entao, Y. b, =a.
Prova: Mantendo a notacao s, =aq +....+ap € t,, =by +..... +b, = S4(n) temos,

limt, =lims,(,) =lims, =
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+o0o
Corolario 4.19 Seja Y. a, uma série em K e absolutamente convergente. Seja N =UF;, F;

finito, VieN, e F; N F; =@, sei* j, uma particao de N por conjuntos finitos. Temos,

+00 +0oo
Zan:Zui ;o se ui:Zan,VieI.
n=1 i=1 nekF;

Prova:
+o00
Segue da comutatividade de Y a,, Teorema 4.16(c), listando, sucessivamente, na etapa

i1=1,2,... 0s termos a, com n € F; e entao agrupando-os pela associatividade acima provada m

A associatividade para somas se d4 mesmo dividindo N em infinitos subconjuntos infinitos.
Por exemplo, listando os primos: I = {2,3,5,7,.....}, em ordem crescente, e definindo Fy: os
naturais multiplos de 2; F3: os multiplos de 3 mas nao de 2; F5: os miltipos de 5 mas nao de

2o0u3, ... temos, N=U, F, e F,nF, =@ sep#q.

Lema 4.20 (Lei Associativa Para Somas de Termos Positivos) Seja Y pn, pn = 0,
N

somdvel. Suponhamos N = JJ;3, uma particio de N, I c¢ N um conjunto de indices e J; + @, Vi.
T

Entado, a familia (pp)nes, € somdvel, Viel, e ainda, ( Y prn), € também somdvel e
neJ;

PN IED I

ielned;

Prova: Fixado i € I temos sup{ ¥ p,:F cJ;,F finito} <Y p,. Logo, (pn)nes, é somavel.
nekFcJ;

Para cada n € N existe um tnico i € I com n € J; e indicamos p,, = p’,.
Dado F c N, F finito, existem {i1,...,i5} tais que F c {J;,,...,J;. }. Consequentemente,
S o< Y P+ .+ X pik< ¥ Y pl e portanto, pela definigao de supremo,

nel Jiq Jik €l J;
Ypn = sup{ ) pn : Ffinito} < > > Pl
nel ielneld;
Por outro lado, dados {i1,....,ix} em I e F;_ c J;_, F;_ finito, 1 <r <k, é claro que

Soph 4 > pE<> P
N

nek;, ”EFik

Fixando Fj,, ..., F;, e tomando o supremo sobre a familia dos conjuntos finitos F;, em J;, temos

P+ Y p+ + Y pit < ¥ p,. Nesta desigualdade, fixos Fj,,....F;,, tomando o supremo
Jiq Fi, i

sobre a familia de conjuntos finitos Fj, c J;, temos 3. pill + 3 pif + 3 pif + + 3 pf{“ <> Pn

Ji Jiy Fig

21

e, por inducao,
NP A Pt Y P <Y p,
Jil Ji2

Finalmente, como {i1,%2,....ix } é qualquer subconjunto finito de I,

> P <y.p. W

i€l ned;

30 simbolo | indica uma reunido de conjuntos dois a dois disjuntos. Neste caso, J; N J; = & se 1 # 4’
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Teorema 4.21 (Lei Associativa Para Somas) Seja Y a, em K e somdvel. Isto €, ¥ a,
N

absolutamente convergente. Se N=JJ;*, I ¢ N um conjunto de indices, entio
T

:ianz%:anzzz:an.

I neJ;
Prova Em R segue da decomposicao Y. a, = Y. pn — > qn, € do Lema 4.20. Em C, segue da
N

decomposigdo Y a, = Y Re(a,) +i Y. Im(a,) e do caso anterior m
N N N

Proposicao 4.22 Se (ay,) € somdvel e (I,) é uma sequéncia crescente de subconjuntos de N

tal que UI, =N (sequéncia exaustiva para N) entdo, (ay)ker, € somdvel e lim Y ap =Y an.
n—+00 k‘e]n N

Prova Segue da definigdo de somabilidade (verifique) m

4.4 - Somas de uma Sequéncia Dupla e o Produto de Séries

Observagao 4.23 Os resultados sobre sequéncias (somdveis) 4.15, 4.16, 4.20, 4.21 e 4.22,
dependentes apenas da enumerabilidade de N e nao de sua ordem, estendem-se naturalmente a

familias enumerdveis. Em particular, a familias indexadas em subconjuntos de N ou N x N.

Seguem versoes andlogas ao Teorema 4.21 e Proposi¢ao. 4.22 para uma familia (2, ) NxN,

também denominada sequéncia dupla. Indicamos x ., = T(nm) € 2 Tnm = 2 Tum = 2 Tum,
NxN n,m

a soma da familia indicada na matriz infinita:

Teorema 4.24 Se Y |xym| < 00 seque que (zpm) € somdvel e,

(a) Se NxN=JJ;, I enumerdvel, é uma particio de N x N entao,

i€l
Z Z Tnm = anm .

i€l (n,m)eJ;
(b) Se (Ir)ken € uma sequéncia crescente de subconjuntos de NxN tal que U I, = NxN entao,

lim Z Tnm, =Z:L'nm .
k—oo
(n,m)ely

+00 +oo too t+oo

(C) Z Z Tnm = Z anm:anm.

n=0m=0 m=0n=0

+00
(d) Para toda bije¢io o : N - N x N: 'Zo To(i) = 2 Tpm-

40 simbolo | indica uma reunido de conjuntos dois a dois disjuntos.
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Prova: A somabilidade segue imediatamente da Observagao 4.23 e do Teorema 4.15.

(a) e (b): Sao versoes do Teorema 4.21 e Prop. 4.22, respectivamente [v. Fig. 4.1. p. 68].

+o00 +00 400
(c) Por (a) e Teorema 4.21 temos, Y ZTpm = X Tnm € 2 2 Tpm = 20 > Tnm = 2 Tnm
0 meN n=0m=0 neN meN NxN

e
[vide p. 68, Figura 4.2 e Figura 4.3(a)].

(d) Pelo Teorema 4.16 (c) a série definida é comutativamente convergente com soma . Zpy, B

+ 00 +o00
Observagao 4.25 Dadas duas séries convergentes, Y. Tn =T € y. Ym =Y, € 0bvio que
n=0 m=0
+00 +o00 +0o +oo
TnYm = Z Z TnYm =2Y .
n=0m=0 m=0n=0

+ 00 +0o0

Dadas Y xz, e Y ymn ha, evidententemente, infinitas maneiras de “agruparmos” os termos da
n=0 m=0

sequéncia dupla (z,¥.,) para formarmos uma série.

+ 00 +o00

Definicao 4.26 Dadas as séries Y. xn € Y. Ym, seu produto de Cauchy ¢ a série

+o00 n

Z( O%yn—p) :io > ziy; = (Toyo) + (Toyr +T1yo)-w.. -

n=0 " p= n=0 i+j=n
Tal produto surge, no caso finito, em multiplicacao de polinémios e, no caso infinito, no produto

de séries de poténcias [vide Exemplo 4.28 e Figura 4.3(b), p. 68].

Coroldrio 4.27 Se Y x, =2 e Y, ym =y convergem absolutamente entdo, . |Tnym| < oo e,
n=0 n=0
(a) > TplYm = TY.
NxN
+o00
(b) 5 Para toda bije¢io o : N — N x N: > TnYm = TY.

(n,m)=0(i),i=0
(¢) O produto de Cauchy das séries dadas é uma série absolutamente convergente e,

e

n

. Zp yn,p) =y

Prova: Obviamente Y. |z, ym| < oo e, pelo Teorema 4.24, a familia (2, Ym ) nxn é somével.

+00 400
(a) Pelo Teorema 4.24 (c) temos Y Tpym = > Y. Tplm = TY.
0

NxN n=0m=

(b) Segue do Teorema 4.24(d), notando ainda que pelo item anterior temos Y. ,ym = Ty.

(c) Consideremos a partigio (Jx) de NxN, Ji = {(4,5) e NxN:i+j =k} finito. Pelo Teorema
4.24(a) temos,

Z Z xiyjzzxnyma

neNi+j=n
e, pela Proposigao 4.8,

RN

neNi+j=n n=01i+j=n

5Cauchy, em Cours d’Analyse, 1821, p. 237, provou tal resultado para séries absolutamente convergentes.
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I,
I5
B TN I;
O//,f(}( ‘o>\\013 o\\ o ° 14
*‘/0 0. It e o
' ’/ - S ' )
S S
o \\ o <o /{)/,//o s ° ‘[3 IG
I,cl,.1 e Ul,=NxN IL,.Nl,+a,n+m, e Ul,=NxN
im Y xi= Y Tum PIDIE DI
n—+oo - NxN N I, NxN

(a) Sequéncia exaustiva para N x N. (b) Associatividade.

Figura 4.1: Para Teorema 4.24 (b) e (a).

+00 +00
2 X Tum
n=0m=0
+o0 +o00
Y Tim Y Tnm
m=0 m=0
+00 +00
Figura 4.2: Para Teorema 4.24 (¢) - ¥ ¥ Zpm = % Tnm
n=0 m=0 NxN
+oo +oo
Y Tnm
m=0mn=0
+oo
Y Tnum
n=0
too
Y Tpi
n=0
NxN = UneN N x {n} O Produto de Cauchy

+oo +oo
(a) ¥ X Zam= X Tnm (b) NxN= U A{@¢,j):i+j=n}
m=0n=0 NxN neN

Figura 4.3: Teorema 4.24 (¢) ;  Definicdo 4.26
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Exemplo 4.28 Justifiguemos a férmula para o produto de Cauchy.

(a) Seap+arz+...+a,2" € bog+byz+...+b,, 2™ sdo polindmios na varidvel z € C, com coeficientes

complexos, é claro que
n+m
(ap+arz+...+apz")(bo+brz+ ... + b, 2™) = Z cpzf, com ¢, = Z anbm
p=0 n+m=p

+o00 +oo
(b) Sejam f(z) = ¥ anz™ e g(z)= ¥ bmz™ séries em C e absoluta/e convergentes Vz € C.
n=0 m=0

Pelo Coroldrio 4.27 (a) temos,

f(2)g(z) = Z Gnbm 2" 2" Z Apbmz™

NxN NxN

e pelo Teorema 4.24 (a) [utilizando a particaio NxN= J{(n,m):n+m= p}],
peN

Z by 2" = Z Z Qb 2P Zcp , com ¢p = Z G bm,

NxN peN n+m=p peN n+m=p

+o0o
Agora, pelo Teorema 4.16(a), temos Y, ¢,2? = ¥ ¢,2? e, finalmente,
peN p=0

F(2)g9(2) = > anbpz™™ = Zo:ocp,zp7 comc,= Y apbm

NxN p=0 n+m=p
Exemplo 4.29 Se|z| <1, a soma da sequéncia dupla dada pela matriz infinita abaizo é ﬁ
z 22 22 24
22 28 A S
22 2t B 8

Verificagao: Mostremos, primeiro, que a sequéncia é soméavel.

A soma dos valores absolutos dos elementos na n-ésima linha, n=1,2,... é

Z|Z|n+p Z| |n+p |Z|n ’
-2l

peN

e, somando tais resultados obtemos,

>

neN

[

SR - i
e =P e

Entéao, pelo Teor. 4.24(c) efetuamos a soma da sequéncia obtendo, é claro [ ]
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4.5 - Aplicagao: A Funcgao Exponencial Complexa

Teorema 4.30 A funcdo exponencial complexa,

+o0o N

ezp(z)zzoz% ,2z€C
€ bem definida, satisfazendo as propriedades abaizo.
(a) exp(z +w) = exp(z)exp(w), V z,weC .
(b) exp(0) =1, e para todo z € C, exp(z) " = exp(-2) e exp(z) # 0.

(¢) Introduzindo a notagao e* = exp(z) temos, }Lir% ehh’l =1, para h e C*.

z+h_ =z

(d) }Lir%e = =¢”,VzeC.

(e) A restrigio de exp:C - C a R € a fungdo exponencial real exp: R — (0, +00).
(f) Férmula de Euler e = cosf +isenf V0 eR, €™ +1=0,

92 9271 93 92n+1
cos=1-—...(-1)" e sENB =0 - — + L+ —— .
2! (2n)! 3! (2n+1)!

(g9) €**% = e cosy +ie*siny, Yo,y eR.

(h) € = €7 e |e| = efte(2),

(i) A fungao exp: C - C ¢é 2mi periddica.

(j) €* =1 se e somente se z € 2mwil.

(k) Para todo w e C* existe z (inico mddulo T = 2wi) tal que * = w.

(1) Pelo isomorfismo C = R?, para todo k € Z, é uma bije¢do a restricdo,

{ exp: R x [km, km +27) — R?,

exp(z,y) = (e* cosy, e* siny).

R R~ {(0,0)}

,,,,,,,,,,,,,,,,,, 47” T \
i 27 ~ \ /

R R

,,,,,,,,,,,,,,,, e R
—4ri

Figura 4.4: A aplicacdo exp : R? - R?\ {(0,0)}
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Prova:

(a) O produto de Cauchy das séries absolutamente convergentes exp(z) e exp(w) é,

efeV = (éz_r:)(i:o% Z Z =

p=0 n+m= p
400 1 m=p +<><>1n;l7 . +°°(Z+w)l7
Z an( )l Z Z( )anpn = 1 =
p-n a0 D!
(b) Consequéncia imediata de (a).
+oo
(c) Temosel_l— (Z —):,—ll %:1+§+2—,+ . Logo, se |h| <1, h#0,
n=0 n=1 """ )
h 2
e"-1 |l AP 1 1
| ; —1|_2!+ 3l +....s|h|[5+§+...]Se|h|.
Portanto, lim [eh}’l - 1] =0.
h—0 v
(d) Temos, por (c), }Li_r% e“’;l_ Calg }li_r% eze’;‘ e _ e? }li_r,% el _ oz

(e) Obvio.

(f) Primeiramente, é facil ver que
. 2 2n 3 2n+1
L A A R [ A ity |
(2n)! 3! (2n+1)!

Por fim, as partes real e imaginéria da expansio em série de €%, 6 € R, sao as séries de

Taylor na origem de cosf e senf [vide Exemplos 3.10 (b) e (c)].
(g) Segue imediatamente da Férmula de Euler em (f).
(h) Segue trivialmente de (g).
(i) Consequéncia imediata de (g).

(j) Se z = 2kmi, k€ Z, é claro que e* = e2™ = 1. Se ¢ = 1 entdo 1 = |¢?| = ef**(*) ¢ Re(z) = 0;

logo, z = iIm(z) e 1 = ™) = cos I'm(z) = isinIm(z); donde, Im(z) € 2knZ.
(k) Seja z = log|w| + iarg(w). Por (g) é claro que e* = e'°8[*[cosarg(w) + isinarg(w)] =
|w|[cos arg(w) + isinw] = w. Por (i), se €*' =w e 2z = 21 + 2k7i, k € Z, entdao e** = w.
Se e = €*2 = w, com 21, 29 € C, por (b) temos €72 = ww ™! = 1 e, por (j), 21 — 22 € 2miZ.
(1 Segue de (k) m

Definicao 4.31 As fungoes cos,sen: C — C sao dadas pelas, respectivas, séries

2 2n 23 2n+1

cosz—l—g (-1) (2n)!+....; senz=z—§+....+m.....

Corolario 4.32 As séries que definem as fungoes complexas cos(z) e sen(z), z € C, sdo abso-

lutamente convergentes em todo o plano e,

e*=cos z + isenz, VzeC.
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4.6 - O Produto de Duas Séries Nao Necessariamente Absolutamente Convergentes

Mostremos que para o produto de Cauchy de duas séries convergir é necessario que ambas
=n"

+0o
convirjam absolutamente. Utilizemos a série que nao é absolutamente convergente

Vn+1’
n=1
pois \/% > ﬁ e Z% = 400, mas é convergente (condicionalmente) pelo Critério de Leibnitz.

-n" : s T
( 11 por St mesma € uma Serie dwergente.
vn

+ 00
Exemplo 4.33 O produto de Cauchy da série Y.
n=1

Verificagao: Seja a, = %, n € N. Temos, 0 < (m -n)? = m? - 2mn +n?,Ym,n € N, e

2vm+1vn+1<m+1l+n+1=m+n+2. Entdo, se m+n=p, (-1)Papna, = e,

1 2
. > £
Vm+1vn+l T p+2
2

2
(-1)? AmQn 2 —— =(p+1)——=>1, VpeN.
m%zp " m+zn::pp+2 p+2

Logo, o termo geral ¢, = Y.  amay, do produto de Cauchy nao tende a zero e este diverge m
m+n=p

Generalizando tal exemplo, mostremos a reciproca do Cor. 4.27 (b) (provado por Cauchy).

+ 00
Definigao 4.34 A série Y. ay, a, =0, Yn e N € a série nula.

+o00

+ 00
Proposigao 4.35 As séries nao nulas Y, a, =a e Y, by, = b sdo absolutamente convergentes
+0oo
se e sd se para toda bijecdo o : NxN - N, a série ¥ ¢p, ¢y = anbm, com o(n,m) = p, €
p=0
+o0o
convergente. Ainda, ocorrendo tais hipdteses, temos Y. c, = ab qualquer que seja a bijecdo o.
Prova: (=) Segue do Corolario 4.27 (b).
+ 00
(<) Fixa uma bijecdo o : Nx N — N, a série ¥ ¢p, ¢p = anbm € p = o(n,m), é, devido
as hipéteses, comutativamente convergente e, pelo Teorema 4.16, absolutamente convergente.
Logo, Y |anbm| < oo e entdo, para an, # 0,

|G | Z |bom | = Z |t |[brm]| < Z|anbm| <oo,
meN

meN

e portanto Y. |b,,| < co. Analogamente, temos que Y |a,| < co.

+0o
Por fim, pelo Coroldrio 4.27 (c), temos Y. ¢, = ab, para toda bijecdo 0 :NxN—->Nm

+00 +00 +oo
Definicao 4.36 Dadas . an e Y by, e uma bijecio 0 :NxN =N, a série ) cp, ¢p = anbm,

n=0 m=0
+o00 +o00
p=0c(n,m) é um produto das séries Y. a, ¢ Y. by.
n=0 m=0
+o00 +o00

Obs. O produto de Cauchy entre duas séries Y. a, e Y. b, nao é, em geral, um produto.

Porém, ele pode ser obtido por associacao de algumas das séries definidas como um produto.
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+00 o
Teorema 4.37 (Mertens, 1875)% Se ¥ a, = A, com convergéncia absoluta, e ¥ b, = B,

ambas em K, entdo o produto de Cauchy destas duas séries converge e tem soma AB.

n
Prova: Sejam ¢, = Y. arpb,—i €
k=0

Anzzak7 anzbk; anzck7 Bn=Bn-B.
k=0 k=0 k=0

Entao,

Cn apbo + (aob1 + a1bo) + ... + (agby, + a1bp—1 + ... + anby)

aoBy, +a1Bp-1+ ... +a, By
=ag(B+0n)+a1(B+08n-1)+...+an(B+ Bo)
AnB + (aoﬁn + alﬁn_l + ...+ anﬁo) .

Destacando a segunda parcela entre parenteses no ultimo membro acima,

Yn = @oPn + a1 8n-1 + ... + @G0 ,

temos C,, = A, B + v, e como lim A, B = AB, resta apenas verificarmos que lim~,, = 0.

Por hipétese,
+ 00
a=) lap|<oo e limB3,=0,
e dado € > 0 existe N € N tal que |3,| <€, Yn > N. Desta forma, para n > N temos,
vnl  <1B0an + ...BNGn-N| + |BN+1Gn-N-1| + ... +|Brnaol
<|Boan + ...0nAn-N| +ea .

Assim, como lim a, =0, temos lirP |Boan + ...0nan-n| = 0 e consequentemente,
n—+oco

n—+oo

limsup|y,|<ea Ve>0 m

No capitulo 6, sobre séries de poténcias, provaremos trivialmente o resultado abaixo.

+00 +oo oo
Teorema 4.38 (Abel, 1826) Se Y. a,, Y. by, e seu produto de Cauchy Y, ¢, convergem,

+o00

Yen=(Sa)( ).

4.7 - Somabilidade de Cesaro

A Soma de Cesaro é uma das mais tteis formas de somabilidade e muito importante em
Séries de Fourier (ji citamos que também o Critério de Dirichlet é importante em séries de
Fourier). No Exemplo 2.46 (3) mostramos que se uma sequéncia (z,) converge a z entdo a
sequéncia formada pelas médias aritméticas de (z,) também converge a z. Vejamos entdo que

o conceito de somabilidade segundo Cesaro é mais geral que o de série.

SFranz C. J. Mertens (1840-1927), de ancestralidade germénica, nasceu em uma vila & época na Prussia e

hoje na Polonia e foi aluno de Weierstrass em Berlim.
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+o00o
Definicao 4.39 Dada Y. z,, seja s, a n-ésima soma parcial desta série e

S1+....+8p
Tp=——"-—,neN.
n

A série Y. z, é Cesaro-somavel [ou (C,1) somdvel] se (1,,) converge. Se imT, = s entao s é

+00o

a soma de Cesaro [ou soma (C,1)]/ de ¥ z, e escrevemos,

Yz=s  (C1).

+o0o

Teorema 4.40 Se > z, =se€C entao

+00

Yzm=s (C1).
Prova: Consequéncia imediata do Exemplo 2.46 (3) pois lims, =s m

Exemplo 4.41 Seja a,, = 2", |z| =1, z# 1. Entao,

+o00 1 +o00 1
> 2= (C1) e D" t=s (C,1) .
n=1 1-2 n=1 2

1 z"
Sp = -
-2 1-z '
1
S+t 8y 175 (et 2") 1 12(1-2")
Tn = = = - — .
n n 1-2 n (1-2)2
. 2(1-2")| _ |1-2"] 2 ,
Desta forma, visto que | =2 | = T=p S a2 concluimos
Iim 7p=——m
n—+oo 1-2
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Apéndice 1 - Teorema de Riemann

+o00

Teorema 4.42 Riemann Seja Y a, uma série real e condicionalmente convergente. Dados

+ 00
X,y € [—00,+00], & <y, existe uma rearranjo Y. b, de ¥ a, tal que, s€ Sy =by + ... + by,
liminfs, =x e limsups,=vy .

+ 00

Prova: Sejam p,, a parte positiva de a, e g, a parte negativa de a,,. Como Y. a, < oo, temos
0 =lima, = 1impn = limqn. Entretanto, Y |an| = +o0, donde ¥ p,, = +00 ou Y. ¢, = +00 €, como
existe lim Z a; = lim( Z p; — Z qi), concluimos que Y p, = ¥ g, = +00.

Con51deremos a partlgao N Pu@Q,P={i:a;=p;20},Q={j:a;=-q;<0}ex,yeck

Reordenamos Z ay, tomando os ny primeiros indices em P, indicados {1,....,n1}, tais que

P1t...tPny>Y .

Em seguida, tomamos os ny primeiros indices em @, indicados {1,2,...,n2}, tais que

Pr+pP2t+...tPny —Gq1—G2— .. —Qny, < T .

Subtraidos em P os indices ja selecionados, escolhemos os novos primeiros indices, indicados

{n1+1,....,n3}, tais que

P1 +p2+...+pn1—ql—qQ—...—qn2+pn1+1+....+pn3 >y .

Procedendo analogamente com @, retirados os indices ja coletados, pegamos os primeiros indices

{ns +1,...,n4} satisfazendo

p1+p2+... +pn1 —q1 =42 — ... = (Qn, +pn1+1 + ... +pn3 _Qn3+1 — e = (Qny <xT .

+o00 + 00

Continuando este processo ad infinitum obtemos um rearranjo Y b, de Y a, tal que se (s,) é

a sequéncia de suas somas parciais temos, para i impar,
Sni” <z < Y < 5717, ) Sni _pni < Yy € Sni” + qm+1 2T ;

donde segue 0 < & — Sp,,; < Gni+1 € 0 < Sy, =Y < Py, € entdo (Sn,), ¢ par, converge a z e
(8n;), © impar, converge a y. Além disso, é facil ver que para ¢ fmpar, n; < n < n,; implica
Sny+1 < Sp < Sp,. Assim, se s é um valor de aderéncia de (s,) ndo é possivel s > y e também
nao é possivel s < z. Logo, temos z < s < y e, como z e y sao valores de aderéncia de (s,),
concluimos que x é o menor valor de aderéncia, x = liminf s,,, € ¥ 0 maior, y = limsup s,.
Os casos © = —co ou y = +00 sao andlogos e mais simples e os deixamos ao leitor =
+00

Corolario 4.43 Seja Y. a, uma série real e condicionalmente convergente e x € R. Eriste um

+o00

rearranjo de Y. a, convergente a .

Prova: Caso particular do Teorema 4.42, comz =y ®
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