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Raizes m-ésimas de um Niumero Complexo e da Unidade

Notagao: Se z = r cosf+isin 6 dizemos que z tem forma polar (r,0), e indicamos z = (r,0),.

1. Seja meN, m > 2. Entao,

a) Existe w € C tal que {z: 2™ =1} = {1, w,w?,...,w™ }. Dizemos que w é um gerador

do conjunto das m raizes m-ésimas da unidade.

b) Se 21 é uma raiz m-ésima qualquer de z € C* e w é como no ftem (a) entdo {21, 21w, ..., z1w™ 1}

é o conjunto das m raizes m-ésimas de z.

¢) O complexo w no item (a) nao é unico.

Demonstragao:

(a)

Pelo Teorema 1.17 e Férmula de Moivre, como z = 1 em forma polar (1,0),, o

conjunto das m raizes m-ésimas de 1 é,
2k
{wk FWg = (17 _ﬂ—) = (wl)k7 k= 0,1,...m- 1} = {1 , W1, (wl)Qa“' ) (wl)m_l} .
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E claro que (zlwk)m = (21)™(w*)™ = z(w™)* = 2(1)* = 2, Yk e N. Como por 1.17 2
tem s6 m raizes m-ésimas, resta mostrar que o conjunto dado é de raizes distintas.

l

Se ziw’ = zw!, 0<j,1<m—-1, entdo w’ = w' e consequentemente j = I.

Se w = (1 2—”)0 é o gerador das m rafzes m-ésimas de z = 1 entdo ¢ = w™ ' também.

’'m
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)0 = (1,27 - %’r)o = (1, —2—”)0. Consequentemente,

m
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De fato, temos w™ ! = (1

¢* = (w™1)* tem forma polar ( , )O e assim,

Logo, {1,¢,¢2,....,¢™ = {L,w™ !, .. w} m.

Vide proxima péagina. E importante.



Comentarios:

Fagamos algumas observagoes como ilustragao. Se m = 3 o conjunto das raizes ciibicas
delé{l,w= (1, 2?”)0,1112} mas, pela férmula de Moivre temos w® = (1,27), e assim

3

w3 =1 e, ainda, w? = ww = w. Logo, {1,w?, (w?)?} = {1,w,w?} e w? também é um

gerador das raizes cubicas de 1.

Se m =4 temos {z:2* =1} = {Lw=1i= (1, %)O,w2 = -1,w® = —i} e evidentemente

w? = -1 ndo é um gerador das raizes quartas da unidade. Mas w? = —i é um gerador

das raizes quartas da unidade pois, {1, -1, (=i)?, (=i)3} = {1, -i,-1,4}.

Se m é par e w = (17 %)O é o gerador acima das rafzes m-ésimas de 1 entdao w? gera
m

apenas as 3 raizes distintas {1,w?,w, ... ,wm 2},

0

Importante: As poténcias de w = (1, %)O, 1 =w’ w,w?, ..., nesta ordem, percorrem

os vértices, que sao as raizes m-ésimas da unidade, de um poligono regular inscrito
m-1

no circulo unitario no sentido anti-hordrio. Analogamente, as poténcias de ( = w
percorrem os vértices 1 = (%, ¢, (2, ..., nesta ordem, no sentido horério.

Comentério extra: Como multiplicacao de raizes m-ésimas da unidade é uma raiz
m-ésima da unidade, 1 é raiz m-ésima da unidade e o inverso de uma raiz m-ésima da
unidade é uma raiz m-ésima da unidade, o conjunto das raizes m-ésimas da unidade

é um grupo multiplicativo com m elementos.

Exercicio: Se m é primo toda raiz da unidade w # 1 gera as m raizes da unidade.



