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Periodo: Segundo Semestre de 2011

(1) Sejam (z,) e (y») sequéncias limitadas em R. Mostre que
(a) limsup(z, +y,) <limsup x,, + limsupy,.

Verificagao:

Afirmacgao 1: Existe v = limsup(z, +y,) € R. Basta notar que (x, +vy,) é,
obviamente, limitada e utilizar que toda sequéncia limitada admite lim sup

em R.

Como v é valor de aderéncia (o maior), existe subseq. (zp, + Yn,) t.q.

lim z,, +y,, = .

k—+o00

Sendo (z,, ), em particular, uma sequéncia limitada, ela contém uma sub-

(A
este conjunto de indices {ng, < .... < ng, < ...} a subsequéncia (z,, +Yn, )

sequéncia convergente (x,, ) e entdo indiquemos lim z,, =7;. Entao, para
7 —+00 7

de (2, +Yp,) também converge a v e portanto (Yn, ) = (Tn,, +Yn,,) = (Tn,,)
¢ também convergente. Indiquemos 7, = lim y,, . Evidentemente temos
1—>+00 z
v = lim (z,, +Yyp, )= lim x, + lim y, = +7%.
1—>+00 ? g 1—+00 ? 1—>+o00 2
Afirmacgao 2: v, < limsupx, e 75 < limsupy,. De fato, pois vy; e v sao

valores de aderéncia de (z,) e (y,) respectivamente.

Conclusao: limsup(z, +y,) =7 =7 +72 <limsupx, + limsupy, =



(2)

Mostre que a sequéncia \/5, V2 + \/§, V2+V2+ \/5, ..... é convergente a 2.

Solucdo: Seja z1 = V2. A equagio Tns = /2 ++/Zn define a sequéncia

(x,) por recursao.
Afirmacdo 1: z, <2, ¥Yn e N. De fato, é claro que z; = /2 < 2 e, supondo
(hipdtese indutiva) z, <2 temos T,11 =2+ x, <V2+2=2.

Afirmacgao 2: (x,) é crescente. Basta provarmos 0 < a <2 = a <2+ a.

Para a > 0 sao validas as equivaléncias que seguem

a<V2+aea’<2+a=a’-a-2<0

1, 1 1, 9 13
e (a-3)- 720 (a5) < T e fa—g| <D e ae|-1,2] e acf0,2).

Logo, a sequéncia é crescente.
Afirmacao 3: =, ~ 2. De fato, como a sequéncia é positiva crescente e

limitada por 2 ela é entao, pelo axioma do supremo, convergente e lim z,, =

L €[0,2]. Temos entao,

L=limz,, =limv2+z, =\/lim(2+z,) =2 +limz, =V2+L

e portanto, L2 =2+Le0=L?-L-2=(L-3)?-2 e |L-3|+2 e assim, L = -1
(que é uma solucao descartavel, pois o limite da sequéncia é positivo) ou
L=2m

Estude com relagao a convergéncia ou divergéncia

+00

1
<a) k¥2 klogk log(logk)

> e2 é positiva, continua e

Solugao: A fungao f(x) = W{)g(logz)’ ro=

decrescente e f(k) = Wog(logk)' Pelo Critério da Integral a série dada
converge se e s se flgoo f(z)dx < co. Porém, é facil ver que a primitiva de
f=f(x) é F(zx) =log[log(logz)] (isto é, F' = f) e assim,

0

+00 N
f f(x)dr = lim f f(x)dx = lim log[log(log N')]-log[log(log10)] = +c0 m
1 N—->+o00 J10 N—>+o00



(4) Quais os valores de a >0, 8 >0 tais que

Z (log n)
n=2

é convergente 7

Solugao: Se a <1, como logn > 0, temos (log”) > eﬁl;zgn

> % e a série dada

diverge.

Se a > 1, escrevendo v = ag + 9, com ag > 1 e § > 0, comparemo-la com
+00

» w%o (< 00). Pelo Critério da comparagao no limite temos,
n=1

ogn ﬁ
(logn)” ) (logn)?

/rLOt
1
n*o

Y

nd

e, trocando para a variavel continua t € (0,+00), e escrevendo = = logt e

t = e®, obtemos

(logn)? . (logt)”? P
~—— = lim = lim — =0,
n—+0o n5 t—+o00 tls za+oo 6593
s s B . 18
pois é facil ver, com a mudanca y = dr temos, hm %5 = lim (23 =
im LY
y1—1>I-Eloo oF ey =

Conclusao: Diverge se 0 <a <1 e convergesea>1 m



(5) Determine (prove) se a série abaixo é convergente ou nao:

Rala-1)(a-2)(a-n+1)

>

n=1 TL'

, -1 <a<0,

Os n fatores no numerador do termo geral da série (alternada) sdo negativos

’ ala-1)(a=-2)...(a-n+1) |

Qp = (_1)n|an| ;o Qn = ol

Procurando aplicar o critério de Raabe encontramos,

a(a-1)(a-2)...(a-n+1)(a—n)
|an+1|:| (n+1)! _|Oé—TL| n—-—uo

an a(a—l)(a—2')...(a—n+1) n+1 n+1’
n—-—uow . n
n1—1>IPoon(1_ +1):nl—l>r+noo n+1(a+1)—a+1.

+o00
Pelo Critério de Raabe, sendo v+ 1< 1, ¥ |ay,| é divergente.

Porém, sendo |“=t| = =2 < 1, pois ~a < 1, a sequéncia (|a,|) é também

decrescente.

Assim, (|a,|) é decrescente e existe lim |a,|= L.
n—>+oo

Afirmacao: L =0. Verifiquemos:

Escrevendo f=1+a,de -1<a<0temos 0<fB<1e

‘an+1‘:n—a:n+1—(1+a) 1 I6;
ay, n+1 n+1 n+1l’

|an+p‘:‘ App &n+p—1. ‘an+1‘ (1_i)(1 L)(l— B )’

a, Unip-1 Qnip-a  Qn n+p’\ n+p-1 n+1
an B p 5 p+n B -n
() () < (- )T (- )
ap n+p n+p n+p
Fixando n e tomando em (*) o limite para p — +oo obtemos,
L <eh.
an

Donde, 0 < efL <lima, = L, o que implica L =0 pois e? > 1.

+o00 +00
Finalmente, pelo critério de Leibnitz, ¥ (-1)"|a,|= Y a, é convergente =



(6) (a) Determinar a relacdo entre a,b € R para que sejam reais as raizes da

equacao: '
i—z\™m
— ) =a+ib e N* .
(%) (z " z) a+ib, m
(b) Valendo a relagao em (a), resolva (*) supondo conhecido o argumento
@ de a+ br.
Sugestao:

(a) Sez=xeRentdoi+2z=x+1i+ 0 e a divisdo por i + x é efetudvel
qualquer que seja x € R e obteremos varias equagoes equivalentes a (*).
Indiquemos por w, = V/r(p, +1iq,), p, € q, reais, 1 <v<m, r =|a+ib|,
as m-raizes m-ésimas de a + b.

Entao,

(5) =a+ib o Z=w, o (1-2)=w(v+i) S r(l+w,)=i(l-w,),

e notemos que admitindo a existéncia da solucao x temos 1+ w, # 0
. _ . . i—ac _ ~ - . ’ . ’ .
pois w, = —1 implica == = ~1 e, entao, ¢ = —i o que ¢ impossivel. Assim,

continuando com as equagoes equivalentes,

Low, Lrwy ; (Lmw) (145y)

m
-z _ : _ sl-wy _ _
(i+z) =a+ib e w=irgy I, Trw, T T T T rw
‘1_2qui_|wu‘2 2ql/+7"(1_‘wl/|2)

p—g =l < = —_—

AR (T e v 2(1+pu)2+q3
2qu ; 1_‘“)'1'

<~ = + .

=T+ T T g

Logo, z é real se e 86 se |w,| =1 o que ocorre se e s6 se a? + b? = 1.

(b) Complete.



(7) Calcule a soma da série dada

(d)

+ 00

1
L )

n=0
+00
Y na™ 0<a<l.
n=0

+00 1

Y R
n (n+1)(n+2)

+ 00

1
nz::I n(n+1)(n+2)....(n+p) -

Sugestoes:

(a)
(b)

(c)

(d)

1 _ A B
D) (ne2)(n53) — n(n ) (ne2) T e (n+2)(ne3) -

Determine A, B € R tais que

43

Este exercicio é um dos “ mais belos” da lista. Dé sentido aos
computos abaixo. listo é, verifique sob quais hipdteses valem os calculos

que seguem.
1 Sugestao

+00 +00

+00o 4

Multiplique por z as identidades ( 3 x”) = Ynzl=3% %(m") =
n=0 n=1 n=0

2y

(%)

2 Sugestao:

A série é de termos positivos e podemos associa-la livremente. Facamo-

lo na forma:

Yna® = (a+ a?+ a3+ at+ ..)

+(a?+ &+ at+..)

+ (a3 + at+ . )
+ (ot + . )
= (por qué?) =+ %+%+

Vide pagina de respostas em ‘Um Curso de Calculo’, H. L. Guidorizzi,
vol 4, 5 ed.

Existem A, B € R tais que

1 _ A + B
n(n+1)(n+2)....(n+p) =~ n(n+1)(n+2)...(n+p-1) (n+1)(n+2)...(n+p-1)(n+p)




(8)

Estude a série dada com relacao a convergéncia ou divergéncia.
+ 00

1
(b) z nlogn[log(logn)]®?’ O<a<l

+00
(e) z(log;n)a’a>0'

Sugestao: Critério da Integral em ambos. Vide Y W no texto do

curso.

(L6) Sejam z,w € C, com |z|,|w| <1 e z+w=1. Mostre que |z + w?| < 1.

Comentario: Resultados como este sao importantes para identicarmos
condicoes em que temos a continuidade dde uma funcao definida como uma
série de poténcias em um ponto da fronteira do disco de convergéncia. Al-
guns destes resultados para séries de poténcias devem-se a Abel e sao as

vezes chamados de “‘resultados oculares” ou até “do olho”.
Resolucao: (Talvez nao a melhor).
Escrevendo z =z +iy e w=1-2z=(1-x) - iy temos,

2| <1 22+y%<1

w|<le= (1-2)?+y?’<1 <= 22+y?><2z.

A 1 inequacao do sistema acima descreve o circulo de raio 1 centrado na
origem e a 2 inequagao representa o circulo de raio 1 centrado no ponto
(1,0). A regiao composta pelos pontos satisfazendo ambas as inequagoes é
também chamada uma “luna”. Portanto, um método seguro de solugao é

passarmos para as variaveis cartesiana a fungao
[z +w =]z + (1-2)°F

e determinarmos o seu maximo sobre a luna, que é um compacto. Assim



procedendo temos w? = [(1 - )2 - y?] — 2y(1 - x)i e definimos

[z+(1-2)? -] + [y-2y(1-2)]?

o(z,y)

(=32 +3-0 + 42

2 2 2
=[@-3) | +3[(=-2) -]+
Verifique (é elementar e necessario) que o unico ponto critico de ¢ é P =

(3,0), o qual pertence ao interior da luna [desenhe-a e identifique tal
ponto), e que ¢(3,0) = %.
Determine agora o maximo e o minimo na fronteira. Note que o trecho,

desta fronteira, contido na circunferéncia de raio 1 admite a parametrizagao

J=[—?,+?]9yv—>x=+\/l——y2,

e identifique o maximo de 1y (y) = p(y/1 - 12 ,y), yeJ.

O outro trecho admite a parametrizacao

e entdao ache maximo de 15(y) = <p(1 -1 -2 ,y), yeJ [Dica: (y) =
Pa(y)] m



(10) Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+00
COS27'L + n2
n=1

(b) gnZ(l — Ccos #)
x 245
(h) ¥ log(Z22).
Sugestoes:

(a) Parcele como soma de duas séries ou compare a série dada com Y, 2.

(b) (1) Pela expansao em séries de poténcias para cosx: linoll_fﬁ# =
€T —>

N

+o00
Compare, no limite, a série dada com }; # A comparacgao é factivel

sem o uso da funcao |.|. Por qué?
2) De cos26 = cos2h —sin?6 = 1 - 2sin% 0 temos 1 — cos 5 = 2sin? -15.
. n 2n
Desta forma, Y 2n? sinQ(#) é, pelo 1 Lim. Fundamental, com-
+o00
. 1
paravel com 3} 5-5.
(h) Mostre lim@ =1 e compare a série dada com uma apropriada e

z—0

simples m

(11) Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

+00
0 2 57w

Sugestao: 3.5.7.....(2n + 1) > 2"n!.



(12) Determine se é convergente ou divergente a série dada abaixo.

1.35....(2n+1)
(c) X 4.6.8....(27;4)

1.35...(2n-1)
2.46...(2n) °

Sugestoes:

a) Critério da razao.

(a)

(b) Idem.

(c) Critério de Raabe.
)

(d) Idem.

+00

(13) Nos exercicios abaixo determine se a série Y. a, é convergente ou diver-
gente. No caso de convergécia, verifique se a convergéncia é absoluta ou

condicional.
(0) @, = (-1

10n+4"

Sugestao:

(b) Analize lim (-1)71-2=3

N oo T0n+4"

10



+00

(14) Mostre que Y (z)x”, z €R, com a € R\ N, satisfaz,

(a)
(b)

(c)

n=0
Se a > 0, converge (absolutamente) se somente se z € [-1,1].

Se -1 < a < 0, converge se somente se = € (-1, 1] e condicionalmente se

x=1.

Se a < -1, converge se e somente se x € (—-1,1).

Sugestao:

Inicialmente, verifique pelo teste da razao que o raio de convergéncia da

+00
série Y (Z):L‘n é r = ... (qualquer que seja « real e nao natural).
n=0

(a)
(b)

Vide Exemplo 3.38 pg. 48 nas notas postadas na péagina eletronica.

Se a < 0, pelo Exemplo 3.38 a série binomial nao converge absolu-
tamente nos extremos. Verifique que se a < 0, a série binomial, em
x = —1, nao ¢é alternada. Se -1 < a < 0 a série binomial, em x = 1,
¢ condicionalmente convergente: vide exemplo 3.49, pg 52, notas do

curso na pagina eletronica, e também gabarito da P1.

Se a < —1 verifique que o termo geral das séries binomiais ns extremos

+00 +00
r=4=1, ) (O‘) ey (O‘)(—l)" nao tendem a zero pois a fragao |~#5| é
n=0 " n=0 " (n)

maior que ...

11



+00 n
(15) Mostre que é divergente a série Y, 2.
o nle

Solugao. Se a, ¢ o termo geral da série temos

a1 (n+1)" plen (1+ %)” n—>t00

a, (n+1)lertl pn = ¢

1.

O teste da razao é ineficiente neste caso.

Para aplicar o teste de Raabe notemos que

N (L R

an, e e

Logo,

( Gn+1) e—(1+21)
nll- = .
(07%

Computemos, pela regra de L’Hospital, o limite abaixo (note que podemos):
e—(1+1)
() ot U

Tr—>+00 -
x

Observe que se f(z) = (1+1)* = e”os(1+3) entdo,

oy oloe(isd 1 1 1] 1, 1. 1
f'(z) = extos z)[log(1+5)+x1+%(—ﬁ):|—(1+5) log(1+5)—x+1 :

Assim, o limite procurado é

~(1+3)[log(1+ 1) - 2]
_;1;_62 '

(+) lim

T—+00

Simplifiquemos tal computo notando que

el
lim I =

T—>+00 e

1.

Assim, o limite procurado é:

log(1+1)- -1

r+1l
1

z2

(*) lim

T—>+00

VIDE PROXIMA PAGINA

12



Aplicando a regra de L’Hospital (note que podemos) encontramos

1 ( 1) 1 1 1
-5+ —= 1

1 2 2
I+ z (z+1)2 (@+1)? ~ z(a+l)

= lim L - L $—3 =
Camre|p(z+1) (z+1)2] 2

, a3 (1 1 )
= lim — |- -——
aotoo 2(x+ 1)\ x+1

, x3 1
im ——— =— .
a—too 2p(x +1)2 2

Entao, como % < 1, pelo Critério de Raabe a série dada diverge m

13



(16) Seja « € C tal que |a] < 1 e v(0) = €, 6 € [0,2r] uma parametrizagio

positiva (i.e, no sentido anti-horério) de S*. Mostre que

1
[ dz =27 .
y2—

Atencao: E facil ver que (verifique) [, % =2mi.

Facamos duas provas que nao utilizam a Férmula Interal de Cauchy.

1 Prova. Se z € S a série geométrica

1 1/z *Zf’f an
_ T 1_a n+1
z-a 1-% ;52

converge uniformemente sobre S'. Logo,

1 s dz
dz = f ) n |
/72—06 : Z;}( y 2t “

Como —+r admite primitiva (%-) em C {0}, se n > 1, segue que

d
[ i =0,sen>1.
v 2"

1
f dz = 2mi .
yZ—Q

Logo,

2 Prova. Por um argumento semelhante ao utilizado na demonstragao
da Férmula Integral de Cauchy 10.23 (vide Figura Ilustrativa a tal

resultado) temos, para r > 0 e r suficientemente pequeno,

/‘ dz f dz f dw ori m
= = = —_— = i
|z=1 2 — ¢ lz—al=r Z — Q¢ lwl=r W

14



