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Apresentaremos a

RESOLUCAO DE P (4)z = R(t)e"", R = R(t) um polinémio real e v € C.

Antes, mostremos alguns lemas.

Lema 1. Sejam a,, ..., a1, ay niimeros nao todos nulos e
R(t) = byt" + - -+ + bit + by
um polinomio de grau menor ou igual a n. Consideremos a edo na variavel t
an™ 4 ap_1 2™V 4 a2+ agr = R(t) = byt™ + -+ 4 bit + by.
(a) Seag # 0, entao existe uma solugao polinomial (), com grau(Q) = grau(R).

(b) Seja k = max{i : ap = 0,...,a; = 0}. Entao, a edo tem uma solu¢ao

polinomial da forma Q = t*"1R;, com grau(R,) = grau(R).
Prova.

(a) Resolvamos o par de equagoes

(1 1) Q(t) = Cntn + Cnfltn_l + 4 CQtQ =+ Clt + Co,
. 0@ + a1Q’ + as@Q" + - - + an(j) + 40, 1Q" Y 4+ a,Q" = R,

identificando o coeficiente de t"~¢ nas parcelas an(j), j < i [notemos que
nas demais parcelas tal coeficiente é zero|. Fixada tal parcela um fator deste

coeficiente surge do trivial computo,

d’ n—iti . . . . . n—i
Cn—z‘+j@{t =i =it =it i 1) (n—i+ D"
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e o coeficiente é entao o
(n—1i4j)!

O coeficiente de "~ no sistema (1.1) satisfaz, ordenando a soma em ordem

decrescente em 7 =1,4 —1,...,0,

n! (n—i+7)!
: "‘" . “|‘CLan_Z'+j

Pelas expressoes (i) acima obtemos a equagao matricial (matriz triangular

inferior) trivialmente resolivel,

agp 0 0 0
an Qg 0 0 0
a2 (nﬁ!Q)! aq EZ:;?: agp 0 00 0
_n n—1)! n—i4j)!
Q; (n—'z')! Qi—1 % Q; ( (n_-:jj') . . Qg 0
an,n!

(b) Neste caso, a equagao é

O

0 0
0 0
ap 0
ap

CL22! aq

ape™ + -+ ap ) = R,

Por (a), a equacao

any(”_k_l) + -t agy = R, com k+1<n,

tém solucgao y(t) = Q(t), com grau(Q) = grau(R).
y = y(t) (k + 1)-vezes, e escolhendo em cada integragao zero para termo

independente, obtemos a solugao desejada (vide exemplos ao final)ll

Qo

:bn—ia i:O,l,Q,...,n.

Cn—;

Co
1

Co

Integrando a fungao

bn—i

by
b




A FORMULA PARA P () {Q(t)e}.

Lema 2 (Regra de Leibnitz para a n-ésima derivada de um produto)
Sejam f e g duas fungées em C*(R). Entao,

(fg)" = Z (”) FU)g D,

J=0 J

Prova.

Paran =1 temos (fg) = f'g + fg’. Supondo a férmula para n, temos

d u n ; . - n . n—i n N (a1
(g0 = & ()f(”g(” | = K _>f<]+1>g< i ( ')f(a)g( + a>}
J=0 J 0 L\J J

- n
. 1) f(k)g(n+1—k) + f(n+1)g + Z (k) f(k)g(n—I—l—k:) + fg(n+1)
k=1 k=1

n-+1 " /n+1 n+1
_ (n+1) (k) (n+1—Fk) (n+1)
(O>fg +Z(k)f g +(n+1)f g
n+1

n _
— Z <k;) f(’f)g(nJr1 N
k=0

Neste texto, utilizaremos também uma férmula para as derivadas de um po-
lindbmio. Dado um polinomio

plt) =ant" + -+ art +ag = apt",
k=0

é facil ver que




O resultado a seguir é o principal deste texto.

Teorema 3. Consideremos o operador diferencial com coeficientes constantes e

reais

p(d)_, d A d
at )~ Qg T gt g T Mg T

e seu polinémio caracteristico (com coeficientes reais)
P(A) = ap N+ ap A4 ar )\ + ap.

Seja Q = Q(t) uma fungao de classe C*(R). Entao, vale a férmula

(n) /!
P<%> [Qet) = {p @Q(”)erer W or 4+ p @ + Q] e

n! 2!

Prova.

Pela regra de Leibnitz segue

P)I0We =Y me [0

k=0

— LZ: akg (I;) QU)(t)«yk—j] e

Trocando a ordem no ultimo somatério (entre colchetes) encontramos

o (o S|
k=0 =0 (k—j)!

1
7=0 Lk=j J:
" QY
- p(a) )_'
i=0 I
Logo,
d nopW)
P(D)ieme = |3 g0 | o
dt = g!




Seja R(t) um polindémio com coeficientes reais, na variavel real t. Seja v € C.

Seja P(d/dt) um operador diferencial como no Teorema 3.

Teorema 4. A equacao diferencial

d
(4.1) P (%) = R(t)e",
admite uma solucao particular da forma

Q(t)e",

com @Q(t) um polinoémio satisfazendo a edo

O 4+ P Ly 4 p@ =R

p™(7)
! 21

(4.2)

(a) Se v é um nimero real, podemos supor ) = Q(t) um polindémio real e entéo,

T, = 2,(t) = Q(t)e" é uma fungdo real.

(b) Se «y nao é real, entdao Q(t) tém coeficientes complexos e
5() = Q)
é uma solucao complexa da edo (4.1) . Escrevendo v = « + (4, as fungoes
t,=Re{2} e y=Im{z,}

satisfazem

d

d
P <dt) z, = R(t)e* cosft e P (dt) Y, = R(t)e™ sin it .

(c) Se p(y) # 0, entdo temos grau(Q)) = grau(R).
(d) Se v é raiz de multiplicidade k& do polinomio caracteristico podemos supor

Q(t) = t*Ry(t), comgrau(R,;) = grau(R).

Prova. Vide préxima pagina.



Notemos que
™ (v)
n!

=1.

Pelo Lema 2 uma solugao particular x,(t) = Q(t)e" satisfaz,

(n) 11
P (%) {Q(t)e"/t} _ {p (’7)@(”) 4o+ %QN + p/(’Y)Q, 4 p(’}/)Q ot — R(t)€7t,

n!

donde segue a equagao (4.2).

Pelo Lema 1 segue que existe um polindémio Q(t) resolvendo a equacao (4.2).
Provamos as afirmacoes iniciais.
A seguir, provemos (a), (b), (c) e (d).

(a) Como R(t) é um polinomio real e v é real, pelo Lema 1 segue trivialmente

que podemos supor Q(t) um polinémio com coeficientes reais.

(b) Como 7 é complexo, pelo Lema 1 segue que Q(t) tem coeficientes complexos.

Escrevendo

2(t) = Q(t)e" = x,(t) + iy,(t), com x,(t) € R e y,(t) € R,

obtemos
P d =P d P d = R(t)e™ t+iR(t)e™ sin Bt
(d_t> (2p) = (d_t> (xp)+i (d_t) (yp) = R(t)e™ cos ft+iR(t)e™ sin ft.

Donde concluimos (b).
(c) E 6bvio, devido & equacio (4.2), que se p(y) # 0 entdo
grau(Q)) = grau(R).

(d) Se 7y é raiz de multiplicidade k& do polinémio caracteristico, entao a edo

(n) (k)

tem, devido ao Lema 1, uma solucdo polinomial y(t) = Q™ (t), satisfa-

zendo grau(y) = grau(R). Integrando o polinémio y = y(t) k-vezes, e es-
colhendo termos independentes nulos a cada passo da integracao, obtemos

uma solucao particular na forma desejada B



O reseultado a seguir é muito 1til no estudo das equacoes diferenciais com

coeficientes constantes.
Sejam ay,, a,_1, - ..,ay coeficientes reais. Suponhamos a,, # 0.

Teorema 5. Consideremos a edo homogénea
anz™ (t) + - - - 4 a2’ (t) + agz(t) = 0.

Se v é uma raiz de multiplicidade m do polinémio caracteristico p()), entao as
m funcoes

el tedt, . it

sao solucoes da edo homogénea.

Prova.
Utilizemos que p(y) = p'(y) = --- = p™ Y(y) =0 e que

d*(t)
dt*

=0se k>

Ao computarmos

AN
P<E>(t]e7t), para 7 =0,...,m—1,

pela formula acima encontramos

Conclusao: Dada uma edo com coeficientes constantes e de ordem n, deter-
minando suas raizes caracteristicas e suas respectivas multiplicidades algébricas

encontramos n solucoes da edo homogénea.



Exemplos.

(E1) Resolva a edo
2" — 52" + 3" + 9z = 3.
Solucao.
O polinoémio caracteristico é p(A) = A3 —5X\2 + 33X +9 = (A — 3)2(A + 1).
A solucao geral da edo homogénea associada é

xp = 183t + cote® + cse”t, c1,co,c3 €ER.

Pelo Teorema 4 segue que existe uma solugao particular x, = Q(t)e®, com

Q(t) um polinémio real, da edo (E1), tal que

p"(3) P'(3)
3! 1!

,, p(3)
Q +TQ =t

(E1.1) Q”’+p//2('3)Q”+
Mas, p' = 3A? — 10\ + 3, p” = 6A — 10 e p” = 6. Donde (E1.1) reduz-se a
Qg =
com solucao polinomial Q" = % +at? + bt +c. Donde, Q" = 3>+ 2at + b e

3
B3 =4Q"+ Q" =t> + <4a+1)t2 + <4b+2a>t + (4c+0).

Logo,
. = 3 3 3
16’ 32 128 '
t3 3 3 3
" - . _ _t2 _t o
@ 4 16 * 32 128
e escolhemos as primitivas com termo independente nulo
t t3 3t? 3
@ == - =+ - =t
16 16 64 128
£ ¢ t3 3t?
Q== - — -~

S0 64 64 236
A solucao geral é,
1o t t3 3t?

T, = c1e” + cote® + cze! + <% ~ 6 + o %>e3t, ds € RA



(E2) Resolva a edo

z” — 22’ + 22 = t%e! cos t.
Solucao. Notemos que t2e! cos t = Re(tze(l”)t )

O polindmio caracteristico é p(A) = A* — 22X\ + 2 = (A — 1)? 4+ 1, com raizes

A =1=+14. Assim, a solucao geral da equagao homogénea associada é
xp(t) = cre'cost + cpe’sint, c;,co € R
Se z,(t) ¢ solugdo particular complexa de
2 =27 422 = 20 = ¢2e!(cost +isint),

entdao z,(t) = Re(2z,(t)) é solugdo particular real de (E2). J4 vimos que

existe uma tal z,(¢) na forma
(1) 2, (t) = Q(t)e" ™" com Q(t) um polinoémio satisfazendo
Q" +p(1+1)Q +p(1+i)Q =t*.
Temos p(1+1i) =0, p'(A\) =22 —2=2(A—1) e p/(1 +1i) = 2i. Obtemos
Q// 4 QiQ, — t2.

Logo, @' é um polindémio de grau dois cujo coeficiente do monoémio t? é %

t? t

Q’:?+at+b:Q":—,+a:—it+a e
) i

2 =2iQ" + Q" = t* + (2ai — i)t + (2bi + a) .

Logo, a = % eb= —4% = i. Donde,
2t i 2t B Pt
LI AL T Ih =Lyt
Q 2i+2+4 2—|—2+4 e escolhemos Q(t) 6+4+4
Substituindo Q(¢) na equagao (1) obtemos,
(t) [ r + £ + t'] t( t+isi t)
2,(t) = | — =i — —i|e'| cost+ isin
P 6 4 4
© 2 3
t“cost t°sint tsint
B(t) = Re(z() =/ [ =7 + =t — 2]
Resposta.
t?cost  t3sint  tsint
a:g(t):cletcost+625int+et[ TS + sgn — s;n }, c1,c € RA



(E3) Resolvamos a edo
2"+ 22" + 22 = e*sinBt,a, B € R.
Solucao.
O polinémio caracteristico é
p(A) = A2 +20+2=(A+1)* + 1, com raizes A = —1 .
A solugao geral da edo homogénea associada é
x, = cie fcost 4+ cpe tsint, ¢ ,co € R.

Se 8 =0 a edo é homogénea, cuja solucao geral ja foi dada.
Se B # 0, como temos e sin Bt = Im{e®**} e o problema é em R, a
parte imaginaria de uma solucao da edo complexa

2" 422 4+ 22 =€, com v = a + i,

é solucao da edo dada.

Para obtermos uma solucao z,(t) = Q(t)e” da edo complexa, notemos que

pelo Teorema 4 o polinomio Q(t) satisfaz

gy P Mo P06 gy pie = 1

Separemos a analise em trés casos.

(1) Caso v # —1+1i (v ndo é raiz caracteristica).

Entao,
1
Q(t) = — resolve (F3.1)
( p(7)
a0 passo que
zp = pw)ze” resolve a edo complexa

[p()

e que .
r, = ——Im{ p(3)e” } resolve a edo dada.
P pep P

A solucao geral é

1
r, = cie fcost + ce tsint + ——=Im{p(H)e"}, a,€R.

[p(7)?
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(2) Casoy=—1+41.
Escrevemos a equacao (E3.1) como
Q'+ 2iQ = 1,

com solugao

t

Donde segue,
; t
zp = Q(t)e = —56_%6” e xp(t) =Im{z,(¢t) } = —§e_t cost.

A solugao geral z, ¢ dada por
Ty = cre tcost + coe lsint — %e‘t cost, com ¢y ,co €ER .
(3) Casoy=—1—1i. A solugao é
Ty = cre b cost + coe sent + %et cost,ci1,co € RN
(E4) Resolva a equagao
i—dr=(1+t+t*)e* .
Solucgao.
O polinémio caracterfstico é p(\) = A\? — 4, com raizes A = £2. A solucio
geral da edo homogénea associada é
xp = cre 2+ ce®t | com ¢, €R.
Para uma solugao particular z, = Q(t)e*, com @ um polinémio, resolvemos
Q"+ (2)Q +p(2)Q =1+t+t
Isto é, pois p(2) =0 e p'(2) =4,
Q" +4Q =1+t +1¢,
Substituindo R = @’ temos R'+4R = 1+t+t? com solucao R = At*+Bt+C,
donde segue R+ 4R = (2At + B) + 4(At?> + Bt + C) = 1+t +t* e portanto
A=1 B=1{eC =%, Logo, escolhendo

1
Bt Tt
Q‘/R(t)dt_ﬁ+1_6+§’

a solucao geral da equacao dada é
B2 Tt

— —2t 2t s s o .
z4(t) = cre” ™ + e —|—<12—|— 16+32)
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(E5) Resolva a equagao
i+ 4r = t*sin2t .

Solugao. Notemos que % sin 2t =Im(t2e*).

O polinoémio caracteristico é p(\) = A\? 4 4, com raizes A = £2i. A solugio

geral real da equagao homogénea associada é
Tp = c1c082t + cosin2t, c1,c0 €ER.

Procuremos uma solugao complexa particular na forma z,(t) = Q(t)e*",

com () um polinomio, da edo complexa
Z 44z = t?e*
Pelo Teorema 4 temos
Q" +1'(20)Q" + p(20)Q = 1.
Como p(2i) = 0 e p'(2i) = 44, com a substituicio R = @)’ obtemos
R + 4iR = t%.
Donde, supondo R = At? + Bt + C temos
R =2At+ B e R +4iR = (2At + B) + 4i(At? + Bt + C) = t%.

Assim, temos A=+ =—4 B=1 C=LeceQ =Rt)=-"+Lt+Le
escolhemos Q(t) = —ﬁi + ﬁ + iz
12 16 32
Logo, a solucao particular complexa é
o) = (- LS ii)(c0s2t+isin2t) .
b 127 16 32

Uma solucao particular real ao problema dado é

t3cos2t t?sin2t  tcos2t

A solugao geral (real) da edo dada é

3 cos 2t N % sin 2t +t cos 2t
12 16 32

x(t) = c1 cos 2t+cy sin 2t+ [— ] , comcy,co € R
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