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O TEOREMA DO POSTO (PARA MATRIZES)

Definigao. Seja M uma matriz em M,,,,(R) e ke Ntalque0<k<meO<k<n.
Um menor de ordem k£ de M é o determinante de uma matriz quadrada de
ordem k obtida pela remocao de m — k linhas e n — k colunas da matriz M.

Definigao. Seja M em M,,,,(R). O posto coluna/linha de M é o nimero

méaximo de colunas/linhas linearmente independentes de M.

Lema. Seja M uma matriz em M,,.,(R), com m < n, tal que suas m linhas

sao linearmente independentes (LI.). Entao,

(a) Existem m colunas de M tais que o determinante da matriz m x m

formado por tais colunas é nao zero.

(b) Tais m colunas sao LI.
Prova.

(a) Escrevamos
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A primeira linha de M; contém um elemento a;; = Ay; # 0. Multi-
plicando a primeira linha por um nimero conveniente e somando-a a
segunda linha, temos uma nova matriz cuja segunda linha apresenta
o nimero 0 na j-ésima coluna. As m linhas desta nova matriz sao
também L. I. e todos os seus menores (determinantes) de ordem m
sao iguais aos correspondentes menores (determinantes) originais. Ite-
rando o procedimento, multiplicamos a primeira linha por sucessivos
nimeros convenientes e a somamos ordenadamente as demais linhas
e obtemos uma matriz M, satisfazendo as condicoes: o primeiro ele-

mento na j-ésima coluna é \i; = ay; # 0, os demais elementos na
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j-ésima coluna sao nulos, suas linhas sao L. I. e todos os seus menores

de ordem m sao iguais aos respectivos menores originais da matriz M.

Escrevamos, ) )
b1y © Ay bin
b 0 bop,
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A segunda linha de M5 contém um elemento by, = Ao, # 0 com k + j.
Entao, analogamente ao feito acima, obtemos a matriz M3 (v. abaixo)
tal que: o segundo elemento em sua k-ésima coluna é Ao = by #
0, os demais elementos na k-ésima coluna sao nulos (a operagao de
multiplicar a segunda linha de My por uma constante e entao soma-la a
primeira linha nao muda o elemento \; na j-ésima coluna da primeira
linha de M), a j-ésima coluna de M3 é igual a j-ésima coluna de My,
suas linhas sao L. I. e, ainda, todos os seus menores de ordem m sao

iguais aos respectivos menores de Ms. Escrevamos,

Cll e O e Al] e Cln

C21 Aok 0 Con

M3 = C31 0 0 C3p,
IR 0 -« 0 - Cun ]

Por fim, iterando tal processo encontramos as m colunas desejadas.
(b) Segue por uma propriedade de determinantesm
Teorema do Posto. Seja M em M,,.,(R) e p (o posto de M) o niimero
maximo de linhas LI. de M. O nimero maximo de colunas LI. de M é p.
Prova.

Seja M em M, (R) formada por k linhas LI de M. Donde, k < m. Tais

linhas sao vetores em R", que tem no maximo n vetores LI. Logo, k < n.

Pelo Lema, M tem k colunas LI E f4cil ver que as correspondentes k colunas

de M sao LI. Analogamente para a matriz transposta M‘m



