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1. Sejam Ω um aberto de R
2, g = g(u, v) : Ω → R uma função diferenciável em todo

ponto de Ω e F = F (x, y, z) : R3 → R uma função diferenciável em todo ponto de
R

3. Suponhamos o gráfico de g contido numa superf́ıcie de ńıvel de F .

Mostre que se P0 ∈ Gr(g) (o gráfico de g) e
−→∇f(P0) 6= −→

0 então:

−→∇f(P0) é ortogonal ao plano tangente ao gráfico de g no ponto P0.

2. A função diferenciável z = f(x, y) é dada implicitamente por x3 + y3 + z3 = 10.
Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (1, 1, f(1, 1)).

3. Um campo de forças
−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j , com P e Q funções definidas

num aberto Ω ⊂ R
2, é dito conservativo se existe um campo escalar ϕ : Ω → R

tal que −→∇ϕ(x, y) =
−→
F (x, y) em Ω .

Uma tal função ϕ, quando existe, chama-se função potencial associada ao campo−→
F . Verifique se são conservativos os campos abaixo (justifique):

(a)
−→
F (x, y) = x

−→
i + y

−→
j (b)

−→
F = y

−→
i − x

−→
j (c)

−→
F (x, y) =

x
−→
i + y

−→
j

(x2 + y2)
3

2

.

4. Seja
−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i + Q(x, y)

−→
j um campo de forças com P e Q funções

cont́ınuas no aberto Ω ⊂ R
2. Seja γ(t) = (x(t), y(t)) ∈ Ω, para todo t ∈ [a, b], uma

curva de classe C1, com γ(a) = γ(b) [γ é então dita curva fechada]. Mostre que

se o campo
−→
F é conservativo então,

∫ b

a

~F (γ(t)) · γ′(t) dt = 0 .

5. Seja
−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j = −y

x2+y2
−→
i + x

x2+y2
−→
j , (x, y) 6= (0, 0).

(a) Verifique
∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y) , ∀(x, y) 6= (0, 0) .

(b) Compute
∫

2π

0

−→
F (γ(t)) · γ′(t) dt, onde γ(t) = (cost , sin t) , t ∈ [0, 2π].

(c)
−→
F é conservativo ? Por que?



6. Seja
−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i + Q(x, y)

−→
j um campo de forças com P e Q funções

cont́ınuas no aberto Ω ⊂ R
2. Se o campo

−→
F é conservativo, então existe uma

função escalar U(x, y) definida em Ω satisfazendo

−→
F = −−→∇U em Ω.

Denominamos U função energia potencial associada ao campo vetorial
−→
F . De-

termine, caso exista, a função energia potencial associada ao campo
−→
F dado e

satisfazendo a condição dada.

(a)
−→
F (x, y) = −6x

−→
i − 2y

−→
j e U(0, 0) = 0.

(b)
−→
F (x, y) = x

−→
i − xy

−→
j e U(0, 0) = 1000.

7. a) Use a regra da cadeia para determinar ∂z
∂s

e ∂z
∂t
, onde







z = z(x, y) = ex cos y
x = x(t, s) = ts

y = y(t, s) =
√
t2 + s2

.

b) Verifique, para o item a), a fórmula abaixo (uma Regra da Cadeia).

[

∂z

∂t

∂z

∂s

]

1×2

=

[

∂z

∂x

∂z

∂y

]

1×2





∂x
∂t

∂x
∂s

∂y

∂t

∂y

∂s





2×2

8. (Coordenadas polares) Seja z = f(x, y), onde

{

x = rcos θ
y = rsen θ

.

(a) Determine ∂z
∂r

e ∂z
∂θ
.

(b) Mostre que
(

∂z
∂x

)2
+
(

∂z
∂y

)2

=
(

∂z
∂r

)2
+ 1

r2

(

∂z
∂θ

)2
.

(c) Analogamente ao Exerćıcio anterior, escreva para este Exerćıcio a fórmula ma-
tricial relacionando as derivadas .


