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Notacgoes e Preliminares.
Assumimos, nas provas dos teoremas que seguem, os resultados abaixo.

e (TVI) Teorema do Valor Intermediério.
e (TVM) Teorema do Valor Médio em Varias Varidveis.

e Regra da Cadeia.

Sejam {eq,...,e,} e {fi,..., fm} as bases canonicas de R" e R™.

Seja €2 um aberto nao vazio em R". Dada uma funcao F': 2 - R™, escrevemos
F = (Fy,...,F,) onde F; : Q@ - R é a i-ésima componente de F' para cada
i =1,....,m. Dizemos que I' é de classe C! se F e suas derivadas parciais de
primeira ordem sao continuas em 2. Notagao: F' € C1(Q2;R™).

Denotamos o determinante de uma matriz quadrada M por det M.

Lema 1. Seja F' em C'(;R"), com 2 aberto em R", e p em  tal que
det JF(p) #+ 0. Entao, F restrita a alguma bola B(p;r), com r >0, é injetora.
Prova.

A funcdo F é de classe C, a funcéo determinante det : R** - R é continua
e det JF(p) = det (%(p)) # 0. Logo, existe r > 0 tal que det (g—fj(&j)) nao se
anula, para quaisquer pontos &;; na bola B(p;r), onde 1 <1, j <n.

Sejam a e b distintos em B(p;r). Dado i = 1,...,n, pelo TVM existe um
ponto ¢; no segmento ab tal que F;(b) — Fi(a) = (VE;(c;),b—-a). Donde,

Fi(b) - Fi(a) () o 5B (e) bi—a
F(b) - Fu(a) %(Cn) gf:(cn) bn — an

Como det (253 (c;)) #0 e b-a#0, deduzimos F(b) # F(a)m
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Os Teoremas da Fungao Implicita e da Funcao Inversa.

Iniciemos com uma equacao escalar. Seja (z,y) a varidvel em R” x R.

Teorema 1. Sejam F em C'(;R), com 2 aberto em R" xR, e um ponto (a,b)
em 2 tal que F(a,b)=0e %—i(a,b) > 0. Existem um aberto X, contido em R" e

contendo a, e um aberto Y, contido em R e contendo b, satisfazendo o que segue.
o Para cada x em X, existe um tinico y = f(z) em Y tal que F(z, f(x)) = 0.
e Temos f(a)=b. Ainda mais, f: X - Y é de classe C' e

2 (2, f(2))
(2, f(2)

para todo x em X, onde j=1,...,n.

F(@)=-

Prova. Dividamos a prova em trés partes.

o Existéncia e Unicidade. Por continuidade, existe um paralelepipedo nao de-
generado (n+1)-dimensional X’x[by,bs], centrado em (a,b) e contido em £,
com arestas paralelas aos eixos coordenados tal que %—5 > 0 sobre X'x[by, bs].
A fungdo F(a,y), com y variando em [by,by], é estritamente crescente e
F(a,b) = 0. Logo, F(a,b;) <0 e F(a,by) >0. Como F é continua, existe
um paralelepipedo aberto n-dimensional X, centrado em a e contido em X',
com arestas paralelas aos eixos tal que para todo z em X temos F'(x,b;) <0
e F(x,by) >0. Fixando  em X e aplicando o TVI a funcao estritamente
crescente F'(x,y), com y variando em [by, bs], obtemos um tnico y = f(x)

no intervalo aberto Y = (b1, b) tal que F(x, f(x)) = 0.

o Continuidade. Sejam by e by tais que by < by < b< by < by. Pelo visto acima,
existe um aberto X", contido em X e contendo a, tal que f(x) estd no
intervalo aberto (E, b_g), para todo x em X”. Logo, f é continua em x = a.
Agora, dado @’ em X, seja b’ = f(a’). Entao, f: X - Y é uma solucao
do problema F'(x,h(x)) =0, para todo x in X, com a condigao h(a’) = b'.

Assim, pelo que acabamos de mostrar, f é continua em a’.



o Diferenciabilidade. Dado x em X, seja e; o j-ésimo vetor canonico em R™ e
t # 0 pequeno o suficiente tal que x + te; pertence a X. Para P = (x, f(x))
e Q= (z+tej, f(z+te;)), temos F(P) = F(Q) = 0. Pelo teorema do valor

médio existe (Z,%) no segmento PQ [contido em X x Y] tal que

0 = F(x+tej,f(:v+tej)) —F(95>f(33)) =
= 5@t + G5 (@D (@ +ted) - f()].

Sabidamente % e %—5 sao continuas, com %—5 nao se anulando em X x(by, bs),
J

f ¢é continua e (z,y) - (x, f(x)) se t - 0. Logo,
f(ZE-FtGJ)—f(I) _ g_gi f?ﬂ) g%(%f(x))

! T @y Z(nf()

set—0.

Isto prova a férmula desejada para % e mostra que f é de classe C'm
J

A seguir, provemos a forma geral do teorema da funcao implicita. Indiquemos

x=(x1,...,T,) € RY

y= (Y1, ym) ER™,

1Y =Y, Ym) € R

y=(yy) e RxRm

(T1s - iy, Ym) = (23y) = (T3 y139).

Dada F': Q) — R™ diferencidvel, Q2 aberto em R” x R™, pomos F' = (FY,...,F,) e

Analogamente,

OF (aF.) o o
dy  \9y; 55 | orn .. 0Fa
oy1 OYm

Ox \Oxp 15



Teorema 2 (Teorema da Fungao Implicita). Seja F' em C1(Q;R™), com
um conjunto aberto em R™ x R™ e (a,b) um ponto em Q tal que F(a,b) =0 e
%—5(@, b) é inversivel. Entao, existe um aberto X, contido em R™ e contendo a, e

um conjunto aberto Y, contido em R™ e contendo b, satisfazendo o que segue.
e Para cada x em X, existe um tinico y = f(x) em Y tal que F(a:, f(x)) =0.

e Temos f(a)=b. Ainda mais, f: X - Y é de classe C' e

Tf(x) = [g—g(:@, f(a:))];m [g—i(gg, f(x))] . para todo z em X.

mxn

Prova. Dividamos a prova em quatro partes.

¢ Achando Y. Definindo ®(z,y) = (x,F(x,y)), para (x,y) em €, temos

I |0 oF
detj@:det(a_F a_F):deta—y,

oxr | Oy

com [ a matriz identidade de ordem n e 0 a matriz nula de tamanho n x m.
Logo, det J®(a,b) # 0. Encolhendo €2, se preciso, pelo Lema 1 assumimos

que ® é injetora e 2 = X’ x Y, um aberto em R” x R™ que contém (a,b).
o Existéncia e diferenciabilidade. Provemos, por indugao em m, que o sistema

Fl(x;ylv"wym)zoa yl(a):bl

FQ(I;ylw"?ym):OJ o~ y2(a’)=b2
_ com as condicoes .

Fm(x;yla--'vym):0> ym(a'):bma
tem uma solugao y = f(x) de classe C! em algum aberto contendo a.
O caso m =1 ja foi feito. Admitamos o resultado valido para m — 1.

No caso m, pomos F = (F5,..., F,,). Consideremos a matriz M = %—Z(a, b)

e a bijecdo linear associada M : R™ — R™. Pela regra da cadeia, a funcao
G(x;2) = Flr;b+ MY (2-b)],

definida num aberto contendo (a,b), satisfaz %%(a;b) = %—I;(a,b)M‘l =

MM~ e G(a;b) =0. Logo, podemos supor que M é a matriz identidade.
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Agora, vejamos a equagao Fi(x;y1;y’) =0, onde x e y’ sdo varidveis inde-
pendentes e y; é a varidvel dependente, sujeita a condigao y;(a;b") = by.
OF

Como a—yl(a; bi;0") = 1, pelo Teorema 1 existe uma funcao p(x;y’) de classe

C' em algum aberto contendo (a;d") e satisfazendo
Filz;o(z;y');y'] = 0 e a condicao p(a;b’) = by.
Destaquemos que Fla;@(a;b');b'] = F(a;b) =0e Rm™1L.
A seguir, substituindo y; = p(x;y") em F(x;y1;y") = 0, resolvamos o sistema

Fy(w;0(x;y):y') =0
: , com a condicao y'(a)="b"
Fon (w5 0(5y");9") = 0

Diferenciando F[x;¢(x;y");y'], com respeito as varidveis s, . .., Y, temos
OF; 0 OF; OF; o
—(a;b)—¢(a;b’)+ (a;0) = 0+ =—(a;b), onde 2<i,j <m.
oy dy; dy; dy;

A matriz (gg; (a; b)), onde 2 < 4,7 < m, é a identidade de ordem m — 1.

Assim, gracas a hipdtese de inducédo, existe um funcao v de classe C' em

algum aberto X contendo o ponto a e satisfazendo
f[x; QD(ZE7¢(ZL‘)),?/)($)] =0, para todo z em X, e a condic¢do ¥ (a) =0’
Também temos Fl[x; (p(x;w(x));w(x)] =0, para todo x em X. Definindo
1) = (9 9:(2))5 (), para o em X,
temos F[z; f(x)] =0, para todo x em X, e f(a) = (go(a;b’);b’) = (by;0') =,

onde f é de classe C! em X.

Férmula de Diferenciagdo. Diferenciando F'[z, f(x)] =0 obtemos
OF, | 0RO,
oy, = Oy; Oz,

=0, coml<i<mel<k<n.

Em forma matricial, escrevemos 25(z, f(2)) + aa—g(x, f(2))J f(x) =0.

Unicidade. Seja ¢ satisfazendo F(a:,g(a:)) =0, para todo x em X, e g(a) = b.
Dado z em X deduzimos ®(z,g(z)) = (z, F(z,g(z)) = (2,0) = &(x, f(z)).
A injetividade de ® implica g(x) = f(x), para todo  em Xm



Obs. Localmente, em (a;b), a superficie de nivel 0 de F' é o grafico de f. Isto é,

{(x,y) eXxY:F(z,y) :0} =Gr(f) = {(a:,f(:v)):xeX}.

Prova. Imediatam

Teorema 3 (Teorema da Fungao Inversa). Seja F': ) - R", com ) aberto
em R", de classe C' e p em () tal que JF(p) € inversivel. Existem um aberto X
contendo p, um aberto Y contendo F(p), e uma fungao G : Y — X de classe C*
satisfazendo F(G(y)) =y, para todoy em Y, e G(F(x)) = x, para todo x em X.

Ainda mais,

JG(y) = JF(G(y))_l, para todo y em Y.

Prova.
o Existéncia. Pelo Lema 1 podemos supor F injetora. A funcao
O(z,y) = F(x) -y, para (z,y) em Q x R",

é de classe C', com CID(p,F(p)) =0e g—‘i’(p,F(p)) = JF(p). O Teorema da
Funcao Implicita garante um aberto Y contendo F(p) e uma G:Y — ) de
classe C' tal que @(G(y),y) = F(G(y)) -y =0, para todo y em Y. Donde

F(G(y)) =y, para todoy em Y.

Logo, G é bijetora deY em X = G(Y') e F é bijetora de X em Y. Também

temos X = F~1(Y'). Sendo F continua, X é um aberto contendo p.

o Férmula de diferenciacdao. Pela regra da cadeia,

JG(F(y))JG(y) =1, com I a matriz identidade m x mm



Mostremos a importancia de algumas hipéteses em Teorema 1 e Teorema 3.

Contra-exemplos. Consideremos a funcao F(x,y) =x - f(y), para todo (z,y)
no plano, com f(y) = % +y? sini, sey#0,e f(0)=0.

Algumas observagoes. Temos f'(y) = 1/2 + 2ysin(1/y) — cos(1/y), se y #
0, e f/(0) = 1/2. Donde, F is diferenciavel, F(0,0) = 0 e (0F[dy)(0,0) # 0.
Ainda, fixado x em R, claramente BB—I;(x,% = (&) = -1/2 + (-1)* alterna
sinais, conforme k assume os valores 1,2,..., e portanto, pela teorema do valor
intermedidrio para derivadas (propriedade de Darboux), toda vizinhanga de (0,0)
contém um ponto no qual OF [0y se anula. Ainda mais, dada qualquer vizinhanga
V de 0 na reta, f nao é mondétona em V e f' se anula em algum ponto em V.

Assim, f' nao é continua na origem.

Suponhamos que uma funcgao g satistaz F(x,g(x)) = z—f(g(x)) = 0, para todo

x em um intervalo aberto V' centrado em 0, e g(0) = 0. Entao, vale o seguinte.

o A fungao g nao é continua (nem diferenciavel). Caso contrario, g é continua
e pela identidade f(g(x)) = z, para todo z em V', segue que g é injetora.
Donde, g é estritamente mondtona e g(V') é vizinhanga da origem. Assim,

f restrita a g(V') é mondtona, contradizendo as observagées iniciais.

o A funcao g nao é unicamente definida. De fato, como a funcao continua
f nao é mondtona em nenhuma vizinhanc¢a da origem, segue que f nao é
injetora em tais vizinhangas. Portanto, a equacao x = f(y) nao define y

unicamente como uma func¢ao de x em nenhuma vizinhanca da origem.

o A fungao f é diferenciavel, com f'(0) # 0 e ndo é mondétona em nenhuma

vizinhanga de 0. Logo, f nao é inversivel em nenhuma vizinhanca de Om



Exemplo 1. (Vide Knapp [5]). Consideremos o sistema nao linear com duas

equagoes e quatro variaveis x, y, w, € z,

r23+ydw?+2zy =0
rywz — 1 =0.

Tratemos x e y como variaveis independentes e as variaveis w e z como fungoes
nas variaveis x e y. Entao, considerando a fun¢ao
F(x,y,w,z2) = (22° + y*w? + 20y, xywz - 1),

determinemos, se possivel, as derivadas parciais da funcao em duas variaveis

flz,y) = (w(x,y), z(:z:,y)) que satisfaz a equacao
F(z,y, f(z,9)) = (0,0).

Pela regra da cadeia temos, utilizando matrizes jacobianas,

o
[ 23 +2y 3y*w?+2x 2yPw 3xz? ] 0 1 [ 0 0 ]
ow Ow - ’
ywz TWZ TYz YW or oy 0 0
9z 0z
| Oz oy

e obtemos
2342y 3y*w? +2x 23w 3wz? Gu  Qu 0 0
+ * vol= .
Yywz TWZ TYz XYW g—; g—; 0 0

Donde segue,

23w  3xz? Qw  Jw 23+ 2y 3yiw? + 2z
(EL.1) Y o Oy | _ vy .
rYz  TYW % g—z Ywz Twz

Estas ultima equacao matricial nos permite obter as derivadas parciais de

w(x,y) e z(x,y) nos pontos (x,y,w, z) que satisfazem

203w 3xz?
4 £ 0,

Yz  TYWw

e em tais pontos obtemos



-1
19 % %—Z’ ~ 23w 322 23+ 2y 3y*w? + 2
% o Yz TYw Yywz TWZ

Ainda mais, indicando F' segundo suas fun¢oes componentes,

F=(F,F) com Fy(z,y,w,2) = 22° +Pw* + 22y e Fy(w,y,w,z) =zywz -1,

reescrevemos a equagao (E1.2) como

or om 1'[ om om o ow
_ ow 0z ox oy _ ox oy

(E1‘3) Jf - OF, OF, OF, 0OF, , com Jf(:z,y)— 0z 0z ’
w0z ozr Oy 9z Oy

Assim, —J f é o produto da inversa da matriz das derivadas parciais de F' em

relacao as variaveis dependentes w e z, nesta ordem, pela matriz das derivadas

parciais de F' em relacao as variaveis independentes x e y, nesta ordemm

I~
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