Equacgoes Diferenciais Ordindrias Lineares com Coeficientes Constantes
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Periodo: Segundo Semestre de 2009

I- INTRODUCAO

I.1 - Edo’s lineares de 1 ordem

Neste texto a, b e ¢ indicam ntimeros reais e I um intervalo aberto fixo nao vazio em R.

Uma equagdo diferencial linear (real) de 1 ordem, com coeficientes reais, é da forma

dx B

g-rax:f(t) , f:I->R, fcontinua em I .

Multiplicando ambos os membros da equacio acima pelo fator integrante e¢*' obtemos

dzr

at at at

e — +axe” =¢€ t
It f( )

que simplificando pela regra para a derivada do produto de duas funcoes nos da,

%{e“tx(t)} = (1),

a qual integrando acarreta

ex(t) = f e f(t)dt+C, C uma constante real,

x(t) = e_atfeatf(t) dt+Ce™™ | CeR,

que é a férmula para a solucao geral da equacao de primeira ordem apresentada.

1.2 - O Operador Derivagao

Definigoes: Seja I um intervalo aberto e ndo vazio em R.

(a) C(I;R) = {f: I > R tal que f é infinitamente derivdvel} é o espago vetorial das

fungoes de classe C*°, definidas em I e a valores em R, também indicado por C*°(I).
(b) O operador (linear) derivagdo de ordem um %: C*(I) - C*>(I) é dado por,
d daf
aN=—=r
(¢) O operador (linear) identidade I : C*°(I) — C>(I) é dado por,
I =1

(d) O operador (linear) homotetia de razao A\, A\l : C*°(I) - C*°(I), é dado por

AD(f) =Af -



Lema 1. C*(I) é um espago vetorial e os operadores acima sao lineares.

Prova: E trivial e a deixamos ao leitor m

Mantenhamos as notacoes acima.
Lema 2. Sao verdadeiras as propriedades abaixo.

(a) Vale a regra de composigao

(ioi)(f)de—fzf”, VieC™(I) .

dt dt dt?
(b) O operador identidade comuta com a homotetia de razao A:
oo = anel
dt

(c) Se A1, A2 sdo nimeros reais,
(%—)\11)0(%—)\21) = (%—)\21)0(%—)\1]) = dd_:z - ()\1 + Ag)% + )\1)\2[.
Prova: Seja feC*(I).

(a) B ficil ver que (%0 £)(f) = £(£(H) = 2(f) = 1" = 2=(1).
(b) Consequéncia da regra (Af) = Af".

(c) Neste caso temos,

(- 0o (@ -2 = (@ -0 -2D0) = (& - N0 -2
=(&-MI)(f) - (& -MI)Oef) -
==X =X f M f == (A X)) [T+ M f =

= (L - (a+2) L+,

assim temos, (i —)\1[) ( i ) - (M + )\2)dt + A1 Aol e, analogamente,
(£ -xal)o(L-MI)=2% - (N + N E+)\2/\1I .

Definigao: Se P(t) = a,t" + an_lt"‘l +....+ait +ag é um polindémio com coeficientes

a; € R, 0 <i < n, indicamos o operador (linear) sobre C*(I)
P(G)() = angm () + ana e () + o+ a1 (F) + aoI (f)

ar n—1
af iy,

af
—an dtm +an 1dtw 1

.. +a1$ +a0f

= anf(") +an_1f("_1) +.o.tarf +aof .



Lema 3. Se P(t) e Q(t) sao dois polindmios com coeficientes reais entao,

P(5)0Q(5) - Q%) o P(5) - (PA(E)

Verificacao:

Segue do Lema 2 e da constatagao que o resultado valo no caso de monémios polinomiais

P(t) =a;t' e Q(t) =b;t?, com i,j € N e arbitrdrios e a;,b; € R e também arbitrdrios m
IT - EDO’S LINEARES COM COEFICIENTES REAIS E DE ORDEM 2

II.1 - Introducao

Analizemos primeiro a equagdo homogénea com coeficientes b e c¢ reais,
()  2"(t)+ba'(t)+ca'(t)=0, tel, Ium intervalo real .
Proposigao 1. O conjunto das solugoes de (*) é um espago vetorial.

Prova:

E trivial verificar que se 21 = 21 (t) e @3 = 25(t) sdo duas solugdes arbitrarias de (*) entdo

x2(t) = x1(t) + 22(t) e Cz1(t), qualquer que seja C € R, também sdo solugdes de (*) m
Defini¢ées: O polinémio caracteristico associado a equagao (*) é:
pA) =N +br+c = (A-M)(A-X2),

onde A1 e A\ s@0 as raizes caracteristicas de p=p(A) e A\ + Ao =-be M2 =c.

I1.2 - EDOL de 2 Ordem, Homogénea e com Raizes Caracteristicas Reais

Analizando o caso em que em que as raizes caracteristicas de p = p(\), A1 e Ag, sdo reais,

~ ~ . 2 7
simples ou néo, a fatoracao (vide Lema 3) do operador ;? + b% +cl é,

e d d d
S b per= (S oA D(E - T
a2 e T (dt ! )(dt 21,

e reduzimos o problema de encontrar as soluges de (*) ao de determinar as de
d d
1 — - MI)(= - X))z =0
1) (5 -~ MD( - AeD)z = 0,

que equivale a resolver o sistema com duas equacoes diferenciais lineares de 1 ordem,

(S1) (% - Xl)z=g
4 —\Ig=0 .

Da 2 equacdo de (S1) temos g(t) = Ae*? | A e R. Entdo, 2 = x(t) a solugao de (1) satisfaz

z' = dox = AeMt .



Pelo fator integrante (t) = e™*2* obtemos a equacdo abaixo que estudaremos em casos,

d Aot ’ -Aat Aot (A1=22)t
Bl = - Ao = .
(2) t{ x(t)e } ' (t)e” 2" = Aoz (t)e 2 Ae' M2

Caso 1: Se A\ e Ay sdo reais e distintas, A é real e a integragio de (2) nos d4,

A

— = M)t L B A BeR,
A= Ao

z(t)e 2t =

Ao A1 Aot

e, multiplicando por e*?' conclufmos, x(t) = cie? +coe??t | ¢1,co € R.

Caso 2: Se a raiz é dupla, A\, = A; = A9, entdo A, é real e (2) torna-se
d “Xot
%{ z(t)e ™'} = A AeR,

que integrando obtemos z(t)e™** = At + B, B € R, e assim,

Ao

z(t) = cre™t + cote™t ) ¢, co € R.

Provamos entao o resultado abaixo.
Teorema 1. Se as raizes caracteristicas A; e Ay de (*) sdo reais a solucdo geral de (*) é,
(a) Se A1 # Ao, x(t) = AeMt + Be*?! | quaisquer que sejam A, B € R.
(b) Se A\; = Ay =\, z(t) = Ae* + Bte* | quaisquer que seja A, B € R.
Lema 4. Suponhamos A; e Ay nimeros reais.
(a) Se A1 # Ao, {eM?, e*2t} 6 linearmente independente.
(b) Se A1 = A2 = A, o conjunto {e* ,te’} é linearmente independente.
Prova:

(a) Sejam A, B € R tais que z(t) = Ae*! + Be*t = 0,Vt € R. Computando z(t) em
t =0, e em seguida derivando z(t), z'(t) = A\;e*! + BAye*?!| e computando z'(t)

em t =0, obtemos o sistema linear,

A+ B =0
AM+BXy =0,

com determinante de Vandermonde, de ordem dois,

1 1

= X—-A1 #0,
)\1 )\2 2 1

e obtemos A = B =0 e portanto, a independéncia linear afirmada.

(b) Sejam A, B € R tais que AeM + Bte’ = 0, Vt € R. Entdo, cancelando e, temos
A+Bt=0,VteR, e portanto, pelo principio da identidade polinomial, A=B=0 =



Coroldrio 1. O espaco vetorial das solugoes de (*) tem dimenséo dois e é gerado por um
par de solugoes (linearmente independentes) {x1,22} de (*) tal que z1(0) =1 e 27(0) =0
e, ainda, 22(0) =0 e x5(0) = 1. Isto é,

r1(0) 22(0) |10
20 240) | o 1 [

Notemos que, obviamente, se x1 e zy satisfazem as condigdes dadas entao {x1,z2} é L.I.

Prova:

Mantendo a notagao do Lema 4, separemos a analise em dois casos:
(a) Se A1 # Ao, definindo fi(t) = eM? e fo(t) = 2! temos, vide prova do Lema 4,
£10) £00) |
f1(0)  f3(0)
Logo, existem A, B,C, D € R tais que
f1(0)  f2(0) A 1 f1(0)  f2(0) |0
f1(0)  f5(0) B 0 f1(0)  f5(0) 1
Desta forma, z1(t) = Af1(¢)+Bf2(t) e 22(t) = C f1(t)+ D fo(t) satisfazem o desejado.
(b) Se A1 =Xy =\, temos fi(t) = e, fi(t) = AeM, fo(t) = te, f3(t) = eM +theM e

1 1
A1 Ao

0.

c
D

1 0

£0,
A1

f1(0)  £2(0) |:
f1(0)  £5(0)

e entdo a prova prossegue como no item (a) ®

Definicao: Dadas duas solugoes x1 = x1(t) e 22 = 22(t) de (*), o conjunto {x;,z2}
é um sistema fundamental, ou base, de solugoes de (*) se {z1,x2} é linearmente
independente e se toda solugdo de (*) é combinagao linear de x;1 e xo.

Exemplo 1. Determine a solugao geral de 2y” + 8y’ — 10y = 0.

Resolugao:

Nao é necessério "normalizar” a edo, dividindo-a por 2 (dois) pois o conjunto das solugdes
é um espaco vetorial e as raizes do polindmio p(A) = 2A? + 8\ — 10 néo se alteram se o
polinémio é multiplicado ou dividido por uma constante ndao nula. As raizes caracteristicas

sdo A1 =1 e A2 = =5. A solucdo geral é entao

y(t) = Ae' + Be™ m
Neste texto, para abreviar, chamamos de base simples, relativa a tg € I, uma base
ordenada de solugoes {z1,x2} de (*) tal que x1(t9) = 1, 21 (to) =0, z2(to) =0 e 25(tp) = 1.

Logo mostraremos que a base simples relativa a tq é unica.



Exemplo 2. Determine uma (a) base simples de solugdes, relativa a tg = 0, da equagao

d’z dx
ﬁ+3$+2$20'

Resolugao:
O polinoémio caracteristico é p(A) = A2+3X+2 = (A+1)(A+2) e as raizes caracteristicas sdo
A=-1e X=-2. O conjunto ordenado {z;(t) = e™*,z5(t) = 72!} é uma base de solugdes.

Para determinarmos a base simples resolvemos as equagoes matriciais, observando que
21(0) =22(0) =1 e 27(0) = -1 e 25(0) = -2,

1 1 A1 |1 1 1 ¢ 110
-1 2 || B | |o -1 =2 (Do | |1 |’
Ou, equivalentemente, os sistemas lineares,
A + B = ]. C + _D = 0
~A-2B =0 ’ ~-C-2D =1.

Logo, A=2,B=-1,C=1e D=-1 e a base simples (ordenada), relativa a ¢ty =0, é

{Qe—t _ 6—2t 76—25 _ 6—275} )

Adendo a resolugao:

As duas equagbes matriciais apresentadas sdo redutiveis a uma tnica equagao matricial:

11 1 0
-1 -2 0 1 |’

e entdo, pela formula para inversao de um matriz 2 x 2 inversivel:

-1
a b 1 d -b
c d ~ad-be -c a ’

A C
B D

obtemos
A C
B D

Exemplo 3. Determine uma base simples de solugoes, relativa a tg = 0, da equagao

2" +62"+9x=0 .

Resolugao:

O polinoémio caracteristico é p(A) = A2 + 6A +9 = (X + 3)% e a raiz caracteristica dupla

é A = -3. O conjunto ordenado {xl(t) =3 2o(t) :te_?’t} é uma base de solugoes.



Para determinarmos a base simples, notando que x1(0) = 1, 21(0) = -3, 22(0) = 0,
xh(t) = e™3t = 3te™" e 24 (0) = 1, resolvemos os sistemas matriciais,

1 0 A B 1 1 0

31 || B | ]o -3 1

0
1
ou, equivalentemente, os sistemas lineares,

A :1 C :0
-3A+B =0 ’ -3C+D =1.

Logo, A=1,B=3,C=0e D=1 e portanto a base simples em to =0 é

C
D

{e™® +3te™ te™') m

Paa verificar se duas solugoes de (*) formam uma base de solugdes de (*) é 1itil o conceito

de wronskiano associado ao conjunto {f1, fo} de duas fungoes derivdveis arbitrarias:

fi(t)  fa(2)

WURIO =)

Proposicdo 2. Se z; = z1(t) e 2 = z2(¢) sdo solugdes de (*) entdo o wronskiano

Wz, x2](t) satisfaz a equagao diferencial linear de 1 ordem:
W' [y, 22](t) = bW (w1, 22](t) -
Demonstragao:

Por hipétese temos,

2 +bx]+cry =0
S2
(52) {x’2’+bx’2+cx2 =0.

Ainda, pela férmula para o wronskiano, W (x1,x2)(t) = z125 — 2] a2 e portanto,
4 A " " r_I " "
W1, 2] = 21T + 105 — T Ta — T1TH = 1Ty — L] T .
Substituindo nesta as expressdes para z e x} obtidas de (S2) obtemos,

W'z, z2] =x1(—bw'2—cm2) - xg(—bx’l—cxl)

= -b(z12h — xjxe) = -bW([z1,22] W
Corolario 2. Com as mesma hipdteses que na Proposicao 2, fixado qualquer ¢ € I temos,

(a) Wlxy,x2](t) = Ce ) | C = Wz, x2](to) -
(b) Ou Wz, 22](t) =0, Vt € I, ou entdo Wz, z2](t) #0,Vt e I.

Prova:

(a) Segue da Proposigao 2 e da férmula para a solugao de edol’s homogéneas de 1 ordem.

(b) Segue de (a) m



Dadas duas fungoes f; e fo derivéveis quaisquer é ébvio que se { f1, f2} é L.D. entao existe
AeR tal que f1 = \fy ou fo = \f1 e, em qualquer destes casos, W[ f1, fo] =0. Mostremos

que se fi e fo sao solugdes de (*) entdo vale a reciproca.
Lema 5. Suponhamos que x = z(t) é solucao de:

2" +bx' +cx =0
(%) x(to) =0
xl(to) =0.
Entéo, x(t) =0 para todo t € I.
Prova:

Inicialmente notemos que se z(t) satisfaz o PVI (Problema com Valor Inicial) acima, a

fungao y(t) = z(t + tp) é uma solugao de (*) tal que y(0) =0 e y'(0) =0.

Se {x1,x2} é a base simples de solugdes dada pelo Corol. 1, existem A, B € R tais que
y(t) = Azq(t) + Bxa(t). Logo, 0 = y(0) = Az1(0) + Bxz2(0) = A e 0 = ¢'(0) = Az (0) +
Bx4(0) = B e portanto y(t) = Az (t) + Bao(t) =0,Vtel e x(t) =y(t—t9) =0,Vtel =
Coroldrio 3. Se fi e f sdo solugoes de (*) e W[ f1, f2] =0 entdo {f1, fo} é L.D.

Demonstragao:

A

Fixando tg € I, como W f1, f2](to) =0, existe A, B € R ndo ambos nulos tais que
fito)  fa(to)
B

a
fi(to)  f3(to) o |

Logo, f = Af) + Bfy é solugdo de (**) e entdo Af; + Bfs = 0, com A ou B néo zero.

Consequentemente, f1 e fo sao linearmente dependentes m

Corolario 4. Dados z( e yg reais quaisquer e tg € I, existe uma unica solucao do PVI

" +bx’ +cx =0
(% ) z(to) = g
x'(tg) =yo .
Prova:

Existéncia: Através da translagio y(¢) = z(t+to), podemos assumir to = 0. Assim sendo,

se {x1,z2} é a base de solugdes dada pelo Coroldrio 1 uma solugéo de (¥**) é,
x(t) = xox1(t) + yoxa(t) .

Unicidade: Se x(t) e y(t) sao duas solugoes de (***) entao x(t) —y(t) é solucao de (**)
e entdo, pelo Lema 5, z(t) —y(t) =0,Vtel =



I1.3 - EDOL de 2 Ordem, Homogénea e com Raizes Caracteristicas Complexas

Introduzamos os conceitos de integragao e derivagao para funcgoes definidas em uma

variavel real a valores em C.
Definigées: Dada f: I - C, I =[a,b]cR, f=f; +ifs, com fi = Re(f) e fo =Im(f),
definimos, se existir, a integral definida de f por,
b b b
[ t@da= [T p@doi [ @)
e a derivada de f por,

Jeh) = F@) AR =) ot h) - fo(t)
h

h h—0 h—0 h

7' = lim - Fl+ifse),

e uma primitiva de f como qualquer funcao F: I — C tal que F'(¢) = f(t),Vt e I.

z_
ezlzl.

Lema 6. (Segundo limite fundamental, em C) Para z € C temos, lin(l)
z—

Prova: Sera feita no capitulo sobre Séries de Poténcias m

Lema 7. Para z(t) =e* AeCetel=(a,b)cR temos, z'(t) = Ae .
Prova: Utilizando o segundo limite fundamental obtemos, supondo A # 0,

B A(t+h) _ At Ah _ b _
z(t+h)—x(t) i & € i e € 1_ lim \eM el Ae'm
h h—0 h h—0 h h—0 h

"(t) =1
x'(t) lim

Notagoes: K indica R ou C, I = (a,b) c R e C*(I;K) é o espaco das funcdes f: 1 - K

com as derivadas até ordem k continuas.

Para edol’s de 1 ordem com coeficientes complexos e f: I — C temos o resultado abaixo.

Proposigao 2. SejaAeC, feC(I)et,el. ParaxeCHI;C) temos,

() -dx(t) = f(t) <o x(t)=eM [t e f(s)ds + cieM, ¢ €KL

o

Prova: Utilizando o fator integrante e™* obtemos,
d
P -dr=fe e - dpe = feM o E{ z(t)e ™My = e f(1).
Concluimos entao,

t
¥ -dr=feat)e M = f e f(s)ds+cy, 1 €K m
t

o

Adendo: Temos que z,(t) = [ti e f(s)ds é uma solucio particular da edo considerada

At

e zp(t) = c1e™ é a solucao geral da equagao homogénea associada.



Retornemos a anélise da equacao

() 2"(t)+bx'(t) +cx(t)=0, telcR,
com b,c e R, e supondo agora que as raizes caracteristicas sao complexas e nao reais.
O resultado abaixo simplifica a anélise e passamos a procurar solu¢oes complexas da edo.

Proposigao 3. Uma funcao z: I - C é uma solugao complexa de
(*)c  2"(t)+b2'(t) +c2(t) =0, tel=(a,b)cR,

se e somente se as partes real e imagindria de = z(¢) sdo solugoes reais de (*).
Prova:

Escrevendo z(t) = z(t) + iy(t), z(¢) e y(t) ndmeros reais, basta notar que
2 b2 +ez=[2" +ba" +ex] + iy by’ +ey] m
Gragas a tal proposi¢do e analogamente ao caso em que as raizes caracteristicas sdo reais,
. - 2
considerando a fatoracdo do operador ;7 + b% +cl,

e d d d
S b per= (S oA D(= - T
a2 e T (dt ! )(dt 21)

reduzimos o problema de encontrar as solugoes de (*)c ao de determinar as de
d d
1 — - MI)(= - XI)z = 0.
1) ( dt I)( di 21)z

Pela Proposicéo 2 a fungao g, g = (% - AoI)z, satisfaz (% — A1l)g = 0 se e somente se

g(t) = kreMt k; e C. Entdo, z = 2(t) é uma solucio complexa de (1) se e somente se
2 = Aoz =kieMt, k1 eC;
e para tal equacio, com o fator integrante u(t) = e™*2* obtemos a equacio equivalente

d
(2) E Z(t)e_Azt} = z’(t)e_)\zt_)\Qz(t)e—)\zt _ kle(/\l_/\Q)t.

Sedi=a+if el =a-if,3+0 (notemos que A = \;), integrando (2) obtemos

243it
He (@it _ . e
2(t)e ! 231

+ kQ, kQ € C,
que multiplicando por (=) indica que z(t) é solucdo de (*)c se e somente se
2(t) = ﬁe(a+iﬁ)t + koel@™t L ko e C.
2031

Analogamente ao Lema 4(a), {e*? e?2!} )y = A1, é linearmente independente sobre C.

10



Como a edo 2" + az’ + bz = 0 tem coeficientes reais e z(t) = e{®**#t & solucio complexa,

segue que sao solugoes reais da edo as partes real, x1(t), e a imagindria, x2(t), de z(t):

z1(t) = ecosft ,  xo(t) = e senft.

Ainda mais, como

{ elotiB)t = o0t o5 Bt + e sin Bt { e“tcosfft = %e(o‘”ﬂ)t + %e(a_iﬁ)t
e

elomiBt = ot o5 Bt — e sin Gt e“tsinfft = %e(“”ﬁ)t - %e(a_iﬂ)t ’

o espago das solugbes de (*)¢ é também o conjunto das combinagdes lineares com coefi-
cientes complexos de e cos Bt e e®*sin 3t e o conjunto {e®* cos Bt, e sin Bt} é também

linearmente independente sobre C e, por maior razao, linearmente independente sobre R.

As partes real e imaginaria de w(t) = e(®"*)?t sendo y, (t) = e*cospt e ya(t) = —e**senft,
o conjunto das combinagoes lineares das fungoes y1,y2 é igual a seu analogo para z1,xs.

Logo, z = 2(t) e w = w(t) fornecem o mesmo espago de solugoes reais.

Sumarizando, provamos o resultado abaixo.

Teorema 2. Suponhamos que as raizes do polinémio caracteristico associado a equagao

(*), A1 e Ao, s@o complexas nao reais: Ay = a+i83, Ay = a—if3, com [ # 0.
(a) A solugdo (real) geral de (*) é dada por,
z(t) = Ae* cos ft + Be™sinfft, com A,BeR.
(b) O conjunto {e* cos Bt,e* sin Bt} é uma base de solugdes de (*).

Prova: Feita acima =

Exemplo 4. (Movimento Harménico Simples) Determine a solucao geral de
F+wiz=0, weR*.

Resolucao:
O polinémio caracteristico é p(A) = A2 + A% = (A-wi) (A +wi). A solucdo geral complexa é
2(t) = e 4 eoe™ ¢y 0 € C,

e a solucio geral real 2(t) é a combinacdo linear real das partes real e imagindria de e“:

x(t) =cicoswt +cosinwt, c¢y,co€R =

11



Exemplo 5. Determine a solucao do problema
Z+x+x=0, 2(0)=1ex(0)=0.
Resolucao:

+ Y35 As

O polinémio caracterfstico é p(A) = A +A+1=(A+2)?+2, com rafzes A = -1 + %

solugbes complexas da edo sao combinagoes lineares complexas de
1,3, _1_V3,
6(_2+ o) z)t e 6( 3= % z)t ,
as solucoes reais sao da forma
_t 3 _t
x(t) =cre ? cos7t+ch 2 smTt, c1,c0€R,

e a solugdo procurada é [verifique e, também, veja prova do Teorema 2(b)]

VBE VB L VBt
2

t_ 2 _+_
x(t) = e 2 cos 3

11.3 - EDOL de 2 Ordem Nao Homogénea

Dado um intervalo real I, b e ¢ numeros reais e uma funcao real continua f : I - R,

analizemos a edol (ndo homogénea se f #0),

(NH) 2" +bx" +cx=f(t), tel.

Mostremos que a solugao geral é a soma de uma solucao particular fixada com as solucoes

arbitrarias da equagao homogénea associada,
(H) 2"+bx'+cx=0.
Chamamos polindmio caracteristico da equac¢ao (NH) o polinoémio caracteristico de (H).
Proposicao 4. Se z, é uma solucdo particular, fixa, de (NH) a solugdo geral de (NH) é
Ty=Tp+Tp, xp uma solugdo arbitrdria de (H) .

Prova:

Se z, é uma solugao da equagdo homogénea (H) temos,
(wp +2)" +b(wp + 1) + () + 1) = (2 + by, + cap) + (2], + by +cxp) = f+0=f,

mostrando que x, + xj, € solucdo de (NH).

Se x = z(t) é uma solucdo arbitraria de (NH) temos,
(x—2p)" +b(x—2p) +c(x~1p) = (2" + b2’ +cx) - (), +bxy, +cxy,)=f-f=0,

mostrando que = = (z — xp,) + XTp = Ty, + Tp, COM Ty, = T — p solucdo de (H) m
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Como sabemos resolver edol’s de 2 ordem homogéneas com coeficientes reais, a resolugao

da equacao (NH) é, pela Prop. 4, redutivel a determinagao de uma sua solugao particular.

No que segue desenvolvemos um método para encontrarmos uma solugao particular nos

casos que o termo independente na equagao (NH), a fungao f, é do tipo :
m . .

(1) f(t) = Z (ajtje”tcosajt + bjtje‘sjtsinﬁj) , aj,bi,a5,05,7,0; e R, VI<j<n.
j=1

Simplificamos tal tarefa com os dois simples e importantes resultados abaixo:

Proposigao 6 (Principio de Superposicao). Sejam f; e fo continuas em I e a valores

reais. Suponhamos que 1 = 21(t) e x2 = x2(t) sdo tais que

xf + bx] + cxy = f1
f2 .

xy + brh + cxo

Entao,

(I1+1‘2)” + b(J?l +£C2), + C(£E1+£C2) = f1+f2 .
Prova: Trivial m

Assim, reduzimos o problema de determinar uma solucao particular para (NH), quando o

termo independentente é uma fungao da forma dada em (1), para quando f tem a forma
(2)  f(t)=P(t)e*cospt ou, f(t)=P(t)e* sinBt, P um polinémio real e o,FeR.

Com o proximo resultado conquistamos mais uma simplificacao.

Proposigao 7. Sejam b,c e R. Se z: I - C é solugao complexa de
2"+ ba' + cx = (T
entao Re(z) e Im(x), as partes real e imagindria de x(t) sdo solugoes de, respectivamente,

"’ +bx' +cx=ecosft e " +br’ +cx=esinft .

Prova:

Consequéncia imediata da Proposicao 3, e das identidades,

¢ cos Bt = Re [e(aﬂ'ﬂ)t] e et sin Bt = Im [e(onriﬁ)t] -

O que nos permite reduzir a investigacdo por uma solugao particular de (NH), quando f

tem a forma dada por (2), para o caso em que f admite a expressao,
(3) f=P(t)e", P=P(t) um polinémio real e vy complexo .

No enunciado e na prova do resultado abaixo, P,P;, @, R e S sao todos polinémios.
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Teorema 3. Sejam P = P(t), um polindmio com coeficientes reais, v € C, e a equagao,

(T3.1)

2" +bx’ +cx = P(t)e.

(a) A funcgdo z,(t) = Q(¢t)e"*, Q(t) um polindmio na varidvel real t e com coeficientes

reais ou complexos, é uma solugao da equacao dada se e somente se

(T3.2) Q"+ (M)Q +p(1)Q =P,

onde p(A\) = A2 + b\ + ¢ é o polinémio caracteristico da equacio dada.

(b) Existe um polinémio @ resolvendo (T3.2) tal que

(i) Se p(y) # 0, podemos supor grau(Q) =grau(P).
(ii) Se v é rafz simples, Q(t) = tPy(t) e grau(P;) =grau(P).
(iii) Se v é raiz dupla, Q(t) = t>P1(t) e grau(P;) =grau(P).

Notemos que: v raiz simples = p(v) = 0 e p'() # 0; v raiz dupla = p(v) = p'(v) = 0.

Prova:

(a) Temos, é facil computar,

t t t t 20 4t
z,=Q'e" +7Qe™ , xy=Q"e" +27Q'e + 47 Qe™".

Desta forma, procurando resolver a equagao

ol + bl + ey = [(Q7 +27Q" +4°Q) +b(Q + Q) + cQle™ = Pe™,

chegamos a

ou,

Q"+ (2v+b)Q + (V¥ +by+0)Q =P,

Q"+ (MQ +p(7)Q=P .

(b) Por suas imporancia, faremos duas provas de (b)(i).

(i)

1 Prova:

Se grau(P) =ne P = ayt"+a,_1t" ' +a,_ot" > +...ast* +ait+ag, a.s € R, supondo
Q = bpt™ + b1 "+ by _ot™ 2 + L bot? + byt + by, bis € C, ao substituirmos tais
expressoes para P e @ em (T3.2) e identificando os coeficientes dos mondémios
t, 7t n72 . t2, t, 1 (nesta ordem) nos dois membros da equacio (T3.2)
obtemos um sistema linear com n+ 1 equagoes (uma para cada monémio) e n+ 1
incégnitas [by, bp-1,....,01 € by| possivel e determinado. Verifique.

2 Prova:

Observagao: Se j € N temos, [ t/e’ dt = p(t)e’, p um polinémio de grau j. A
verificagdo é feita por indugao. De fato, temos [ t/*tefdt = ti*tel —(j+1) [tietdt
e a afirmagio vale se j = 0. Logo, se p(t) é um polindmio de grau j, e A # 0,

segue que [ p(t)edt =q(t)e, ¢ um polindmio também de grau j.
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Desta forma, para Aj, Ao € C tais que:

(4 -2)(5-2)@=Q"+ (@ +p(1@=P Dihs=p(x) 0],

temos,
Q' - 2Q = M f e MEP(t) dt
e, para [ e M'P(t)dt = R(t)e™ ™", R um polinémio com mesmo grau que P,
Q" - XQ = R(t).
Iterando, escolhemos Q(t) = e*2! [ e 2! R(t) dt = S(t), grau(S) =grau(R) =grau(P).
(ii) A equagao (T3.2) se reduz a

Q"+p'(MQ =P, p'(y) %0,

que substituindo R = Q" se escreve R’ + p’(y)R = P cuja solugdo é (verifique)
um polindémio R, grau(R) =grau(P). Entao, utilizando a equagao Q' = R, es-
colhemos o polinémio @ sem termo independente. Isto é, Q(t) = tP;(t), com
grau(Py) =grau(P).
(i) Trivial m
Exemplo 6. Resolva a equagao

i-dx=(1+t+t?)e* .

Resolugao: O polinémio caracteristico é p(A) = A% — 4, com raizes A = +2. A solucio

geral da equacao homogénea associada €,
Tp = cle_zt + CQ@Qt,Cl ,c0 €R .
Para uma solugao particular z,(t) = Q(t)e*, Q um polindmio, encontramos (vide (T3.2),
Q"+p'(2)Q" +p(2)Q=1+1+1* ;
logo, como p(2) =0 e p'(2) =4,
Q" +4Q =1+t +1t%,

que resolvendo para R = Q' temos que R’ +4R = 1+t +t? admite solucdo R = At? + Bt +C;
donde, R'+4R = (2At+ B) +4(At* + Bt + C) = 1 +t+1? e portanto, A= 1, B=1e C = L.
Logo, escolhendo @ = [ R(t)dt = % + % + %, a solugao geral da equagao dada é,

B 2T
z,(t) = cre”? )

t+c2e2t+(_+_+_
1216 32
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Exemplo 7. Determine a soluc¢ao geral = = z(t) da equagao
x" - 32" + 2z = cost .

Resolucgao:

O polinémio caracteristico é p(A) = A2 =3\ +2 = (A-1)(A-2) e assim a solugdo geral da

equagao homogénea é
2t

T =C1 et + Cco€
Para encontrarmos uma solugao real particular resolvemos a equagao complexa
2 =32 + 2z =¢" [cost= Re(e™)],
supondo uma solugdo particular z,(t) = Q(t)e'*. Pelo Teorema 3, Q = Q(t) satisfaz
Q"+ ()Q +p(HQ =1 .

Como p'(A) =2X -3 temos p'(i) =2i -3 e p(i) = -1-3i+2=1-3i. Logo,

Q"+(2i-3)Q" +(1-3i)Q =1,

que admite a ébvia solugao Q(t) = 1+:n = 11’5’1. Assim, z,(t) = lf—gﬂe” ¢ uma solugao

particular complexa da equagao dada e uma solugao particular real é

(1+ 3i)(cost+isint)} _ cost—3sint

2p(t) = Re { 10 10

Portanto, a solugao geral da equagao dada é:

cost—3sint

0 + et + czth, c1,c0€R m

x(t) =

Exemplo 8. Resolva a equacao
Z+4x=t?sin2¢ .

Resolugao:

O polinémio caracteristico é p(\) = A% +4, com raizes A = +2i. A solucdo geral complexa da

equacao homogénea associada é 2,2+ z5e2% ¢ a solucdo geral real da equacio homogénea
associada é

Tp =crcos2t+cosin2t, c1,c0 €R .
Como sin 2t =Im(e?"), determinando uma solugao particular z,(t) = Q(t)e** de
2 2i
t?e?t

T+4x =

uma solugdo particular real da equagio dada é x,(t) =Imz,(t).
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Temos,
Q" +p'(20)Q +p(20)Q =1* .
Como p(2i) =0 e p'(2i) = 4i, efetuando a substituicio R = Q" obtemos a equacao
R +4iR=1

donde, supondo R = At?+Bt+C temos R’ = 2At+B e R'+4iR = (2At+B)+4i(At>+ Bt+C) =

2 ; -1 __: -1 — I _ - b2 1g 0
te. Assun37 temz)os A=45=-7,B=3,C=5eQ =R(t) = —4t* + gt + 35 e escolhemos
Q(t) = —%i + §—6 + 3—t2i; logo, a solugao particular complexa é

3

ot t . .
zp(t) = (— AT 3—21)(c052t+zsm2t) .

Uma solugao particular real ao problema dado é entdo a parte imagindria de z,(t):

3 cos 2t N % sin 2t N tcos 2t
12 16 32

zp(t) = Im(z,)(t) = -
Assim, a solucao geral da edo dada é

3 cos 2t N t? sin 2t N t cos 2t
12 16 32

I(t)zchOS2t+CQSin2t+[— ], c1,c0€R m
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III.1 - EDOL de Ordem n com Coeficientes Reais e Homogénea

Teorema 4. Consideremos a edol de ordem n homogénea e coeficientes constantes reais,
(T4.1) 2™ 4 a2 4 asr® 4 aiz® + agz@ =0,
de polinémio caracteristico

p(A) = A"+ Aot A4 L a At a )+ ag,

com raizes A; € C de multiplicidade m; > 1, 1 < j <k, k o nimero de raizes distintas.

Entao,

dr n-1

. . 0 2
(a) O operador diferencial P(%) =t an,1% + ol + QQ;? + alﬁ +agl, fatora-se,

d d d
P(=) = (= = MD)™..(— = X\I)™ = (A=A)™ — )™
S = (= D™ (= D™ se p() = =A™ (= )

(b) E linearmente independente, sobre C, o conjunto
Be={ted':1<j<k e 0<l<m;-1}.

(¢) A fungao z = z(t) ¢é solugdo complexa de P( % )z =0 se e somente se

Z(t) = pml_l(t)€>\1t o + pmk—l(t)e/\kt s

p;(t) um polinémio com coeficientes complexos, ou nulo ou com grau menor ou igual

a(m;-1), paral<j<k.

(d) O conjunto B¢ é uma base de solugoes complexas da edo (T4.1).
Demonstragao:

(a) Segue do Lema 3.

(b) Mostremos que YN € N*, quaisquer que sejam os ntmeros complexos A1, ...., Ay,
dois a dois distintos, todo subconjunto finito do conjunto infinito

X={theM:i=1,..,N ej=0,1,2,..},

é linearmente independente.
Verificagao: Se uma combinacao linear finita, com escalares complexos, de elemen-
o

tos de X é a funcéo nula, colocando e*'?,..... V! em evidéncia obtemos N polinoémios

com coeficientes complexos e na varidvel ¢, Py,...., Py(t), tais que
Pi(t)eM!t + ... + Py(t)e*'=0 ,Vit.

Mostremos por indugao em N que todos os coeficientes de Pi,....,Py sao nulos.
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De fato, se N = 1, temos P (t)eM* = 0, Vt, e portanto Py (t) = 0, Vt, e entdo as partes
real e imagindria de Py, Re(Py) e Im(Py), sao polindmios com coeficientes reais que
se anulam Vt; logo, os coeficientes de Re(Py) e Im(P;), e assim os de Py, sdo nulos.

Supondo a afirmagao verdadeira para N, provemo-la para N +1. Supondo entao que
Py(t)eMt + Py(t)e?2! + ...+ Py ()1t =0,

dividindo esta equacao por e? obtemos,

(4.2) Pi(t)+Py(t)eP2 2t | 4 Py (t)ePvn )t —

Computando, para algum natural m, m >grau(Py), a derivada de ordem m dos

membros de (4.2) notando que % (P2t} = [(A; = M)™P; + Py JeP2)t,

com Z5j um polinémio de grau menor que o grau de P; ou ]5j =0, se j # 1, obtemos
[ ()\2 - Al)mpg + }52 ]6(/\27/\1)7: + o + [ (>\N+1 - Al)mPNJrl + pN+1 ]6<AN+17)\1)t =0.

Logo, pela hipétese de indugdo, (A; — A1) P;(t) + Pj(t) =0, Vi, se 2<j < N +1,
e assim, todos os coeficientes de (\; — A;)M P;(t) + Pj(t), 2 < j < N + 1, sdo nulos
e portanto o polindmio (A\; — A1) Pj(t), 2 < j < N + 1, ndo tem grau maior ou
igual a 1, nao é uma constante nao nula e assim sendo, é o polinémio nulo e, como
(Aj=A1) #0, Vj # 1, segue que Pj(t), 2<j < N+1, tem todos os coeficientes nulos e,
retornando & equagio (4.2), vemos que P (t) = 0, V¢, e concluimos que P; tem todos
os coeficientes nulos. Assim, encerramos a prova de (b).

Dividiremos a prova deste item em trés partes.

Afirmacgao 1. Seja A € C. Para todo m € N* temos,
(= AD™2=0 = 2(1) = pa (D,
Pm-1(t) um polinémio, ou nulo ou com coeficientes em C e grau(p,,—1) <m - 1.
Verificagao: Se m = 1, pela formula para edol’s de ordem 1 temos
2 -Az=0<ez=creM,c;€C.

Supondo a afirmagao valida para m provemo-la para m + 1. Seja z = z(t) tal que

d . d d
_ Im+ - (= _ Im _ I — .
(2 = AD™ = (2 = AD™ (% = ADz=0;

por hipédtese de indugao esta equagao equivale a (% ~ADz(t) = pm1(t)eM. Isto 6,
2(t) = Az(t) = pmoi(t)e

e, multiplicando ambos os lados por e,

SN = puae).

Finalmente, integrando concluimos a Afirmacéao 1,

20 = [ pua (Dt = pn(?)
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Afirmagao 2. Sejam A1, € C, Ay £ Ao, e m, [ € N*. Temos,
d m d 1 At Aot
(4.3) (E -\I) (% - XI)'z2=0 < 2(t) = pma1(t)e™* + qro1(t)e™?’,

onde p,,-1 € ¢—1 sdo polinémios com coeficientes complexos ou nulos (ndo necessari-

amente ambos) ou de grau menor ou igual a m —1 e [ — 1, respectivamente.
Verificacao:
Mostraremos por indugdo em m que para todo m > 1, (4.3) é verdadeira VI > 1.

(Passo 1, m = 1) Mostremos, por inducao em [ > 1, que

d d
(E - )\1[)(% - AQI)lz =0 < z(t)= ket +ql,1(t)e)‘2t , k1 eK.

Selzlev:(% - A1)z temos,

v'—)\w:(%—)\ll)(%—)\gl)Z: 0 © v=2z2-dx=ke"t keC.

Porém, utilizando o fator integrante e™*2* e integrando,
d

dt{z(t)e_ht V= ket o (et = e Ly e e CL

2 Aoz = k1eMt <

Logo, (% - )\1[)(% ~XDz=0 < 2z(t) =creMt + et = poerit + goest.

Supondo (4.3) valida para [ provemo-la para [ + 1. Seja entéo z = z(t) tal que,

d d .
— =MD (= - XDz =0.
(5 =MD = 2Dz
Logo,
d d ,,d
= —aD(= = DY == xD)z=0,
(dt 1)(dt 2)(dt 21)z

e, pela hipotese de indugao, tal equacao é equivalente a,
2 =Xz = keM g () ki eC

A2t equivale a

a qual, multiplicando por e~
d _ _
S } = ke e g (8),

que, integrando e multiplicando por e*??, equivale a z(t) = kyeM?t + q(t)e*?t, ki € C.

(Passo 2) Supondo que para m > 1, m fixo, (4.3) é valida para todo [ > 1, provemos

que para m + 1 (4.3) também é verdadeira para todo [ > 1.

Considerando z = z(t) e [ € N, [ arbitrdrio, a equagao,
d d
__)\I7rL+1__)\Il:0
(4 = MD™ (5 = XDz =0,
pode ser reescrita na forma,

d d . d
L anD™E D (L ATz =
(dt 1)(dt 2)(dt 11)z=0,
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a qual, pela hipétese de inducao, equivale a

d
Z - Az = (E - MDDz = ppoge™t + g,

At

e esta, por sua vez, multiplicando-a por e™*'* # 0, equivale a

d
% Z(t)e‘kﬂf} = z’e_/\1t_>\lze—)\1t = Pt + ql_le(x\g—/\l)t’

a qual, integrando e utilizando a observacao na prova do Teorema 3(b), reescrevemos

O pm(t)+fqz_1(8)e“2_xl)sd8 = pm(t) + i ()P

r;—1 um polindmio com coeficientes em C, ou nulo ou de grau menor ou igual a /- 1.

(d) Consequéncia imediata de (b) e (¢) m

Mantendo a notacao e as hipéteses do Teorema 4 temos os resultados que seguem.

Corolario 5. Se as k raizes caracteristicas A; sao todas reais o espago vetorial das solugoes

reais da equacao (T4.1) tem por base de solugoes (reais):
{teMt: 1<j<k, 0<i<m;—1, m; amultiplicidade da raiz \;}.

Prova:

Basta notar que a parte real (e a imagindria) das solugoes complexas sao solugoes reais

de (T4.1) e que como o conjunto dado é L.I. sobre C entao ele também o é sobre R =

Adendo Apresentemos uma prova simples de que, se p(a) = 0 entdo t/e** é solugdo de

P( % )z = 0,se 1<j<m-—1, onde m=m(«a) é a multiplicidade da rafz a. Temos,
d ; d d .
B )" ¢ at _ 2 I m-1,02% 1AV at _
(5, —al)"te (5, — o)™ (5 - al)t’e

d , ) , d ,
:(E — o)™ G et + Pae® - atle!) = J(E — al)™ (et |

Iterando e notando que n—5 > 1,se 1 <j < n-1, obtemos
d , d ;
— —al)"te = ji(—= - al)" e =0 m
(& - aD) s - al)
Lema 9. Se A = a+18, a, f € R, com [ # 0, sdo iguais os espacos vetoriais complexos
gerados pelos conjuntos de fungoes {t/eM,t7e ) e {t7 cos Mt , 7 sin At}, j e N.
Prova:

Basta notar que

{ tleM  =tI cos At + it? sin ¢, { ticos At = %tje)‘t + %tje_)‘t
e

the ™ =td cos At — it sin Mt thsin At = ZLitje’\t - Q%tje_kt
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Corolario 6. Suponhamos que

{)\1,)\2, )\r} e {‘Ll,l,m, ....ﬂs,m},

sejam, respectivamente, o conjunto das r (distintas) rafzes reais e o conjunto das 2s
(distintas) raizes complexas nao reais, do polindémio caracteristico da equacao (T4.1).
Seja m; a multiplicidade da raiz A;, 1 <j <r, e n; a multiplicidade da raiz u; = a; +i3;,

1< j < s. Entao, uma base do espago das solugdes reais da equagdo (T4.1) é dada por:

B = {tleAJt:1£jSTeO£lSmj—l}U{tleo‘ftcosﬂj, tleo‘jtsinﬂj:1£jSTeO£lSnj—1}.

Prova:

Pelo Teorema 4(d) e pelo Lema 9, o conjunto B é uma base do espago das solugdes
complexas da equacdo (T4.1). Logo, B é também L.I. sobre R. Ainda, pela Proposigao 3
toda solugao real é a parte real de uma solugao complexa e portanto é uma combinagao

linear com coeficientes reais de elementos de B m

Exemplo 9. Determine a solugao geral de

Resolucao:

O polinémio caracteristico é p(A) = A% =X = A(A?2 =1) = A(A+1)(A-1). Pelo Corolério 6,

a solugao geral (real) é

z(t) =cp+cpet +ezet, cr,c0,c3€R .

Exemplo 10. Determine a solugao geral de

d*z d’z
@4-2@4'1‘:0.

Resolucao:

O polinémio caracteristico é p(A) = A* +2X2 +1= (A2 +1)2 = (A +i)%(A - )% Logo, —i e
+i sdo raizes duplas e uma base do espaco das solucdes complexas é {e'’  te'  e7 tei}.

Pelo Corolario 6 uma base do espago das solugoes reais é:
{cost,sint,tcost,tsint} ,
e a solugao geral é

z(t) = (A+ Bt)cost+ (C + Dt)sint, A,B,C,DeR =
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ITI1.2 - EDOL de Ordem n com Coeficientes Reais e Nao Homogénea

Nesta se¢ao reduzimos, sob hipéteses adequadas, a resolugao de uma edol com coeficientes

reais e nao homogénea a resolugao de um sistema linear triangular especificado.

Proposicao 8. Consideremos a equagao diferencial linear ordindria com coeficientes a;, s

constantes nao todos nulas e um polinémio, R = R(t), t € R, nao nulo,
anz™ +ap,_ 12D+ + a1’ +apx = R(t) = but™ + ... + byt +bg .
(a) Se ag # 0, existe solugao polinomial @, grau(Q) = grau(R).
(b) Se k=max{i:a;=0,j<i}, ha solucio polinomial Q = t**1 Ry, grau(R;) = grau(R).
Prova

(a) Resolvamos o par de equagoes
Q(t) = cnt™ + g t™ +eot® + 1t + ¢,

(*) aQ + a1Q" + axQ" + ... +a;QW + ... + an1Q Y 1+ q,Q" =R,
identificando o coeficiente de "% nas parcelas an(j ), j <i, nas demais ele é zero.

Fixada a parcela an(j ), j <4, um fator do coeficiente surge do trivial computo,

d7 o )
Cn—i+j%{tn_“ﬂ}=Cn_i+j(n—i+j)(n—i+j—1) ..... (n—i+1)t",

. , ~ —i+5)!
e o coeficiente é entao a;cp_is; (?nfig!) .

O coeficiente de t"~* em (*) satisfaz, a soma em ordem decrescente em j = 4,7 —1,.....,0,
| ( —4 ')I
) n! n—i+7j)! .
(7) AiCm 7 + e + AjCn it + agCp—i =bp_; ,1=0,1,2...n .
(n—1)! (n—1)!
Pelas expressoes (i), ¢ =0, 1, 2...n, acima obtemos a equagdo matricial resolivel,

ao 0 0 0 0o 0o o . 0 0 0 Cn by
ain ao 0 0 0 0 0 . 0 0 0 Cn-1 n—1
e R R 0 000 . 0 0 0| e by o
a; (nyi), ai-1 ((7:;1)): . a; (7(1;:-;‘)' . . ayg O 0 0 0 Cn—i bn—i
ag 0 0 C2 bg
ao 0 C1 b1
ann! . . . .. .. a2 ar ag ]l | Lb ]
(b) A equacio é apz™ + ... + apz) = R, Por (a) apy™F VD + ..+ apy = R,

k+1 < n, tém solucao y(t) = Q(t), grau(Q) = grau(R). Integrando y = y(t) k + 1-vezes,

e escolhendo zero para termo independente, obtemos a solucao desejada m
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Lema 10. Seja, sobre C*=(R),

d ar dn—l d2
P(—)=a,—+a, 1——+....+a0—= +a1— +agl
(@) = @ ggm + vt g az a0
a; € R, 0<i<n, Iooperador identidade, p = p(t) o polindmio caracteristico de P(%),

Q@ = Q(t) uma fungao em C*°(R) e v em R ou C. Entao,

d (n) n " " 1A !
PeH{emety = [P B gy v pe [
Prova:
Computemos
d"” a1t d? d
{andt—n + an_lm + ...+ agﬁ + a1£ + aof}{ Q(t)e'yt },

identificando o coeficiente de Q(?, i fixo. E facil ver que a i-ésima derivada Q) surge
somente nas parcelas com coeficiente ay tais que k£ > i. Ainda mais, é evidente que

m .
jt—m(e"yt) =~™e" e portanto, para cada k > i,

ety = S (e e <5 (e,

dtk p=0 dtk_p p=0

Assim, contabilizando as contribuices ao coeficiente de Q@) obtemos o somatério,
Z ak( .),kaiefyt )
k=i \?

Considerando agora o polinémio caracteristico

PN = apA™ + an AT+ AN+ + aa N+ + ag,

e computando a sua derivada p(*), os monémios A, m < i, desaparecem e obtemos,

) n ) n | ) n .
PPN = Y ark(k-1) . (k—i+ 1) N7 =Y g k'_ A=) Zak(’?)x’ﬁ .
k=i i (k1) k=i ¢

Portanto, o coeficiente de Q9 é _
p(z)(’Y) e'yt
7! '

Logo,
n_ () )
POy = 3 a0t .
i=0 :
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Com a mesma notagao acima, seja R um polindémio com coeficientes reais e v em R ou C.

Teorema 5. Consideremos a equagao
d t
(T5.1) P(E)x = R(t)e"" .

Existe uma solugao particular z,(t) = Q(¢)e”*, @ um polinémio, de (T5.1) tal que

(n) "
(T5.2) PO ey + ’#Q” + ' (MQ" + p(7)Q =R.

(a) Se v €R, podemos supor Q real e entdo, z, = Q(t)e"" é real.

(b) Se ¢ R entao Q(t) tém coeficientes complexos e z,(t) = Q(t)e?* é solugao complexa.

Escrevendo v = a + fi, x, = Re{ 2, } e y, = Im{ 2, } satisfazem
d at d at
P(E)gﬁp = R(t)e“cosft P(a)yp = R(t)e“ senft .

(¢) Se p(7) # 0 entdo, grau(Q) = grau(R).
(d) Se v é rafz de multiplicidade k& podemos supor Q(t) = t* Ry (t), grau(R;) = grau(R).

Prova:
Notemos que p(n;# = 1. Pelo Lema 10 uma solugdo particular z,(t) = Q(¢)e?" satisfaz,
d (n) N "
P {omet) =[P o P ori)q e |t = R

donde, obtemos (T5.2).
Pela Proposicao 8 existe um polinémio @ resolvendo (T5.2).

(a) e (b): Sao triviais.

(¢) E ébvio, por (T5.2), que se p(7) # 0 entdo grau(Q) = grau(R).
(d) Se v é rafz de multiplicidade k entéo,

(k)
P g o+ D - g,

que admite, pela Proposicio 8, uma solucao polindmial y = Q)| grau(y) = grau(R).
Integrando y = y(t) k-vezes, e escolhendo termos independentes nulos, obtemos uma

solugao particular =
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Exemplo 11. Resolva a edo

" _ 52" 4 32" + 9z = 23 .

Resolucgao:

O polinémio caracteristico é p(A) = A2 =5X2 +3X+9= (A -3)2(A+1).

3t

A solugio geral da edo homogénea associada é zj, = c1e3’ + cate®’ + cze™, cls e R.

Pela férmula (T5.2) existe solugao z, = Q(t)e® tal que,

P (3) P'3) Hn P'3)
3! 2! 1!

p(3)
0!

Q/// + Q//+ Q,"‘ Q :t5 )

Como p’ =3X2 =10\ +3, p” =6A - 10 e p’” = 6 temos entdo, Q" +4Q" =15

Pondo y = Q" a edo 3’ + 4y = t5 tém solucdo y = % +att+bt3 +ct? +dt +e.

Logo,
y' = 0% + 2t*+ dat®+ 3bt2+ 2ct+ d
4y = t° + dat* + 4bt3 + 4Act? + Adt + 4de
y,+4y: t5a

e entao, a:—l—E’G, b= 1—56, c:—é—i, d= % e, ainda, e:—;TE’Q.

Assim,

t° 5t 53 152 15t 15

Yy=—=—-——=+—-—-"—+— - —=

4 16 16 64 128 512’
6 ¢ 5t4 5¢3 15zf2 15¢

Q=t -

24 16 64 64 256 512

e, finalmente,
t7 5 5 5t 53 15¢2
Q=—-"—+———+—— .
168 96 64 256 256 1024

A solugao geral é,

3 t6 t5 5t 53 15¢2

zy=c1e% +cote® + cze” +(168 96T 51 " 256 T 256 - 1024) e dseR m

Exemplo 12. Resolva a edo
2" + 22" + 2z = e**senft,a, B e R.
Resolucao:
O polindmio caracteristico é p(A) = A2 +2A+2 = (A +1)? + 1, com raizes A = -1 + .

A solucdo geral da edo homogénea associada é zj, = ciet cost + coe™'sent, cy,cp € R.

Se # =0 a edo é homogénea e a solucao geral é a geral da equacao homogénea.
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Se 3 # 0, como e senft = Im{ eloif)t } e o problema é em R, a parte imaginédria de uma

solucdo da edo complexa z” + 22" + 2z = 7%, v = a + i3, é solucdo da edo dada.

Para uma solugao z,(t) = Q(¢)e?* da edo complexa, @ = Q(¢) satisfaz,

4 /
() T gr Mo Y0 = gy ep@ = 1.
Caso 1: y# -1+ (v ndo é raiz caracteristica).

Entao, Q(t) = le) resolve (A), z, = %ew a edo complexa e z,, = mfm{p(ﬁ)ew}

a edo dada. A solugao geral €,
1

|p(7)|21m{p(7)e”t }, c1,c0€R.

Tg = cle’tcost + czeftsent +

Caso 2: v =-1+1. Escrevemos (A) como Q" + 2iQ" =1, com solucao Q' = % e@= —% 1.

Logo, z, = Q(t)e" = —Le7tie™ e xy(t) = Im{ z,(t) } = —£e~' cost. A solugao geral é,
- -t bt
Ty = ci1e cost + cge "sent — 56 cost, c1,c0€eR .

Caso 3: v = -1—i. A solugdo é: x, = cre™'cost + cpe 'sent + Se'cost, c1,co€R m
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