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1. As trés equacoes
22 — ycos(uv) + 22 =0
2?4+ y* — sin(uv) + 222 =2
xy — (sinu)(cosv) + 2z =0,
definem z, y e z, como funcgoes de u e v. Calcule as derivadas parciais
ox ox
[ES— e [ES—
ou ov

nopontor=y=1,u=73v=0,2=0.
Solucgao.

Convencao: as vezes escrevemos vetores em formato linha e as vezes em coluna.

o Verifique que o ponto dado satisfaz o sistema dado.

¢ Introduzamos notacoes. Seja F : R> — R3 dada por

x? — ycos(uv) + 22
= | 2%+ y* — sin(wv) + 222
xy — (sinu)(cosv) + 2

T
S

Consideremos o ponto
(u,v,2,y,2) = (%,O, 1, 1,0> .

Sejam X = (z,y,2) e U = (u,v). Devido as hipdteses, em uma vizinhanga
(no plano R?) do ponto

T
U= (U,U) = (5,0)
temos X = X (U). Isto é, podemos escrever
X =X(U) = X(u,v) = (x(u,v),y(u, v), 2(u, v))

tal que
0

FUXU) = 2
0



o Computemos a matriz jacobiana de F.

Diferenciando as trés fungoes coordenadas da fungao F' = (F}, Fy, F3) em
relacao as variaveis u, v, x,y, e z encontramos

vy sin(uv) uy sin uv 2r —cos(uv) 2z
JF(u,v,z,y,2) = | —vcos(uv) —ucos(uv)  2x 2y 4z
—(cosu)(cosv) (sinu)sinv) y x 1

Separando as derivadas em relagao a U = (u,v) e a X = (z,y, 2), segue

6 0 0:2 —1 0 -
JF 1 = -7 — =] =)
. 0 0:1 1 1

Atencao. Sabemos que localmente temos
F(U,X(U)) = constante.

Diferenciando segue

oF OF 0X __
ov T axor =0

Donde obtemos a formula (equivalente a dada no teorema da fun¢ao implicita)

0X __(OF\T'oF
ou 0X ouU’

Gracas a formula destacada encontramos

2 -1 0 Ty Ty 0 0
2 20 Yo Yo | =—| 0 =5
1 1 1 Zu v 0 0

Donde segue

N\
N DO
|
N =
~_
7N
8
s 5
~_
I
N
o O
ol O
~_

Logo,
-1
Ty Ty - 2 —1 00
Yu Yo So\2 2 0 3
_ 1 2 1 0 0
6\ —2 2 0 7
_ 1o 3y
6\ 0 =
Resposta.




2. Considere a funcao f(z,y,z) = 22 + y* + 2, onde (x,vy,2) € R, e as restricoes

2 2 2
xc oy z
TR A —2=0.
1 + g "o e r+y—=z
¢ Notemos que —2 < x < 2.
(a) Existem o méximo e o minimo de f sujeita a tais restri¢oes? Justifique.

(b) Determine, se existirem, tais pontos de maximo e minimo e seus valores.
Solucao.

(a) A fungao f é continua. As restrigdes descrevem um conjunto K dado pela
interseccao entre um elipséide centrado na origem e um plano passando
pela origem. Logo, K é um compacto (uma elipse). Pelo Teorema de Wei-
erstrass segue que f assume maximo e minimo em K. Tal minimo/maximo
corresponde ao quadrado da distancia até a origem do ponto de K mais
préximo/distante da origem.

(b) Pelo método dos multiplicadores de Lagrange encontramos

1

—_
|
—_

g 8

Donde segue

2 2 2 1 2 1 _0
25 9)Y  \as2)" o 2) T
Temos entao
32yz n 21zz n dxY
225 50 18
Multiplicando por 450 encontramos

—64yz + 189xz + Tozy = 0.

=0.

Substituindo z = = + y nesta equacao encontramos
18922 — 64y* + (—64xy + 189xy + 75xy) = 0.
Logo,
6412 — 18922
198

Multipliquemos a equagao da elipse por 900. Segue
22522 + 100y* + 362 = 900.

A seguir, substituindo z = x + y e o valor acima encontrado para zy na
equagao da elipse encontramos

Ty =

64y> — 1892
900 = 22527 + 100y* + 36 (:ﬁ +?+ u)

99
90 163
— 22 2 1 2 - 2 2
S5z” + 100y +36< —99)3& + 36 (—99)y
360 652
— 22 2 1 2 2 2
ox” + 100y T T +—11 Y

2015, 1752
TR TS



Logo,
5 9900 — 211522
B 1752

e portanto

onde z° <

B \/9900 — 211522 , 9900 1100 220
y= 1752 =9115 235 47"

Substituindo z = x + y e o valor acima encontrado para y na fungao em
questao f(z,y,z) = 2?4+ y* + 2%, obtemos

F(z) = 2°+y*+ 2% =227 + 2% + 22y
9.2 9900 — 211522 . 64y? — 189>
876 99
< 2115 189) , 64 <9900 211522 > 9900
T +
S

876 99 1752 876
_ (s 705 21 1966 ) 2 32 x 100 n 9900
11 x 219 876 876
~ 1.406. 856 — 1 698 345 — 1.342.908 — 573.672 2 13100
703428 876

2.208.069 n 13100 ,
x°.
703428 876

Para achar o méximo e o minimo de F' [recordemos que —2 < z < 2,
utilizando Calculo I segue que basta compararmos

F(0), F(2) = F(—2) e F(xo) onde F'(z) = 0



3. Estude, com relacio a maximo e minimo, a funcao f(z,y) = y* — a2 restrita ao
disco compacto

K= {(x,y) € R? | 2 + 3 §4}.
Solucgao.

o A funcao f: K — R é continua e K é compacto. Entao, pelo teorema de
Weierstrass, f assume valor minimo e valor maximo, ambos em K.

o Consideremos (z,y) € K.
E claro temos 0 < y2 <4 e 0 < 22 < 4. Seguem —4 < —z% <0 e

—4§y2—:ﬁ2§4.

o Ocorre y? — 2% = 4 se e somente se y = &2 e x = 0. Assim

o valor maximo global de f em K é 4
e
os pontos de méximo globais sao (0, —2) e (0, 2).

2:

o Ocorre y? — 22 = —4 se e somente se y = 0 e x = £2. Assim

o valor minimo global de f em K é —4
e
os pontos de minimo globais sao (—2,—0) e (2,0).

o Os pontos criticos de f satisfazem V f(x,y) = (—2x,2y) = (0,0).
Logo, o tinico ponto critico é a origem

(0,0), com f(0,0) = 0.

No eixo Ox temos f(z,0) = —2? < 0 = f(0,0). No eixo Oy temos f(0,y) =
y* > 0= f(0,0). Portanto, a origem (0, 0) nao é um ponto de minimo local
e nem um ponto de maximo local.

Segue que (0,0) é um ponto de sela.

Segue também que f nao tem ponto de minimo local nem ponto de maximo

localde



4. Considere o campo vetorial

Fay) =Py +Qwn)T = 557 + 557 (59) #(0,0)

(a) Compute as derivadas parciais
oP 0
a—y(w,y) e a—f(x,y), ambas para (z,y) # (0,0).

Vale a igualdade destas derivadas parciais?

(b) Compute a integral
/? t)dt, onde y(t) = (cost,sint),t € [0, 27].

(c¢) Defina um campo conservativo.

(d) O campo F 6 conservativo ? Por qué?

Solucao.

(a) Temos
P _ =@y —y2y _ —a?4y?
oy — (@492 T (a%+y?)?
e
P _ (*+y?)—a2x  —a?4y?
9 (@24+y2)2 (@2+y2)2°

Donde segue a igualdade das derivadas parciais P, = P;.
(b) Temos

/0 ’ ?(v(t)) A (t)dt = /0 7r[(— sint)(—sint) + (cost)(cost)|dt

2
_ / 1Lt
0

= 2.

(¢) Um campo vetorial F. oo R2, com  aberto em R2, é conservativo se
existe um campo escalar diferencidvel ¢ : 2 — R tal que

?w(x,y) = ?(x,y) para todo (x,y) € €.

(d) Nao. Pois, se F ¢ conservativo entio existe ¢ como em (c) e assim

/02W?(7(t))-7’(t)dt = / Vol t)dt

- / (oot

t=2m

= {von}|

= o(v(2m)) — (7(0))
= 0.

J& vimos que tal integral é 27. Logo, F ¢ nio conservativo de



