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Justifique todas as passagens.

Boa Sorte!

1. Seja
3

fe={ e 20200

a) Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f.

(c) A funcao f é diferencidvel em R?\ {(0,0)}? Justifique.

(a)
(b) Determine as derivadas parciais de f (se existirem) em cada (z,y) € R2
)
(d) Determine se a funcao f é diferenciavel em (0, 0).

Solucgao.

(a) Em R?\ {(0,0)}, a fungao f é o quociente de dois polinomios (continuos)
com o denominador nao se anulando. Logo, f é ai continua.

Na origem temos

.%'2
lm =0 e 0<|——
(z,)—(0,0) x?+y?

<1, se (z,) # (0,0).

Assim, pelo teorema do confronto segue

$2

lim f(z,y)= lim =«

, =0=£(0,0).
(2,y)—(0,0) y (z,9)—(0,0) 22+ y? /(0,0)

Donde, f é também continua na origem. Logo, f é continua em R2.

(b) E facil ver que

3x2(x2+y?)—2322 _ z44322y2
8f (@2+y2)2 = (x2+y2§]2 5 s€ (l’, y) # (07 O)

%(l‘7y) =
lim w =limZ=1, se(z,y)=(0,0).

z—0 xz—0 7

:ES
of _(xiriyyz)za se (z,y) # (0,0)
_(l',y) =
Ay lim fO0=F00) _
y—0 Y

, se (z,y)=(0,0).



(c) Em R%\ {(0,0)}, as derivadas parciais de f sdo quocientes de polinomios

com o denominador nao se anulando. Assim, % e g—g sao continuas ai. Logo,

por um teorema provado em aula, f ¢ diferencidvel em R?\ {(0,0)}.

(d) Quanto a origem, analisemos se é zero ou nao o limite

lim f(h> k) _f(070)_fx(()?O)h_fy(O’O)k _
(h,k)—(0,0) vV h? + k2

h3 —h

h2+k?2

lim ~“—/————
(h,k)—=(0,0) \/h? + k2

hk?
— lim )
(h.k)=(0,0) (h? + k2)v/h? + k2

Se h = k > 0 obtemos

. h? 1
lim =
h—0+ 2¢/2h2|h|  2v/2

Logo, f nao é diferenciavel na origem &

£ 0.



2. (Vide Guidorizzi, Célculo, Vol 2, 52 edi¢cdo, Exercicio 12 p. 204)

Determine os planos que sejam tangentes ao grafico de
fla,y) =2+2" +y°

e que contenham o eixo x.

Solucgao.

o A equagdo geral do plano tangente ao grafico da fungao em duas variaveis
z = f(z,y) = 2+ 22 + y* em um ponto arbitrdrio Py = (zo, o, 20) =
(0, Yo, f(z0,%0)) = (%0, Y0, 2 + 2F + y3) ¢

Tpy: 2 — %= fx(fl'o,yo)(l' - .’L’o) + fy(x07y0)(y - yO)
Donde segue
Th 2 — (2422 +92) = 2xo(z — 20) + 2u0(y — Wo)

e entao
2

z—2— a8 —yi = 2x07 — 277 + 2y0y — 2v3.
Encontramos entao a equacao

Tpy © 2707 + 2oy — 2z + (2 — 22 — y3) = 0.

o O eixo = é o conjunto {(z,0,0) : x € R}. Assim, o eixo z estd contido no
plano mp, se e somente se temos

2707 + 210 — 0 + (2 — 23 — y3) = 0 para todo x € R,
ou equivalentemente,
2701 = 23 + yg — 2 para todo x € R.
Donde entao seguem as condicoes
To=0 e 22 +ys—2=0.
Concluimos entao que temos dois pontos, no grafico, a analisar. A saber,
P =(0,v2,4) e P,=(0,—2,4).
¢ Encontramos entao dois planos

oz —4=2V2(y—2) =22y — 4

e

Tyt z—4=—-2v2(y+v2) = —2/2y — 4.

o Resposta final.

Ty e Z:Qﬂy
e L )
Tyt 2= —2v/2y




3. (Vide Guidorizzi, Célculo, Vol 2, 52 edi¢cdo, Exercicio 9 p. 256)
Considere o ponto p = (1,2, 3).
(a) Determine a equagao do plano 7, tangente no ponto p a superficie
Sy a? oyt 22 =14
(b) Determine a equagao do plano s, tangente no ponto p a superficie
Sy 1 xyz = 6.

(c) Determine a equacao do plano normal 7y, no ponto p, a intersecgdo das
superficies S; e 5.
[Terminologia: o plano normal 7y contém o ponto p, e é ortogonal a su-
perfice S; e também a superficie Ss. Isto é, o plano normal contém o ponto
p e é ortogonal ao plano m; e ao plano my.]

Solucgao.

(a) A superficie S; ¢ a superficie de nivel 1 de f(z,y,2) = 2? + y* + 2, com
Vf=(2x,2y,2z) e Vf(1,2,3) = (2,4,6). Logo,

m 2w —1)+4(y—2)+6(z—3)=0

ou, equivalentemente,

| ™ o +2y+32-14=0. |

(b) A superficie Sy é a superficie de nivel 6 de g(x,y, z) = zyz, e assim temos

Mo 6(r—1)4+3(y—2)+2(2—3)=0

ou, equivalentemente,

| 7 6 +3y+2:-18=0. |

(c) Os vetores normais a m; e a my sdo paralelos ao plano normal 7y. Ainda,
tais vetores normais (1,2, 3) e (6,3, 2) ndo sao paralelos entre si. Logo, tais
vetores sao vetores diretores do plano normal 7y. Encontramos entao a
equacao vetorial

v (ry,2)=(1,2,3) + A(1,2,3) + u(6,3,2), \e RepeR

Utilizando o produto vetorial

- = =
T 7k
1 2 3
6 3 2

= (=5,16,—9)

encontramos a equacao
v —=5x—1)+16(y—2)—9(z—3) =0

ou, equivalentemente,

| 7n: 5z —16y+92=0 o




4. Suponhamos que todas as fungoes a seguir sao diferenciaveis. Sejam F'(x,y, z) e
G(x,y,2), com (z,y,2) € R3 ey =y(z) e 2= 2(z), com x € R, satisfazendo

F(z,y(x),z(x)) =0 para todo z € R,
G(z,y(x),z(x)) =0 para todo z € R,
(0,5(0),2(0)) = 1(0,0,0).

Suponha ainda que

5.(0,0,0)=2, §5(0,0,0) =3, $2(0,0,0) =4,
?9_5(07070> =4, %(ana(n = 6, %_S(O’O’O) =9.

Determine os valores de

@ dz

Po=y0) e TO=20)

Solucgao.

Pela regra da cadeia temos, derivando as duas primeiras equacoes do sistema
acima em relacao a z e avaliando as derivadas em z = 0,

F,(0,0,0).1 + F,(0,0,0)y'(0) + F,(0,0,0)2'(0) =0

G.(0,0,0).1+ G,(0,0,0)/(0) + G~(0,0,0)2'(0) = 0.

Substituindo os valores dados obtemos

ool ]3]

Entao, pela regra de Cramer concluimos




