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O Hessiano

Polinômios de Taylor de Ordem 1 em Duas Varíaveis

Recordamos o ḿınimo necesśario neste caṕıtulo sobre f́ormulas de Taylor em uma variável.

Lema 1. Seja f ∈ C2([a,b]) e xo, x ∈ [a,b], xo ≠ x. Existeξ, ξ entrex0 e x, ξ ≠ x0 eξ ≠ x, tal que:

f (x) = f (xo) + f ′(xo)(x − xo) + f ′′(ξ)
2
(x − xo)2 .

Prova:

Existe,é óbvio, umúnicoλ real e dependendo dexo e x tal que

(∗) f (x) = f (xo) + f ′(xo)(x − xo) + λ(x − xo)2 .
Definamos ent̃ao a funç̃ao,

ϕ(t) = f (t) − f (xo) − f ′(xo)(t − xo) − λ(t − to)2 .
Temos,ϕ(xo) = 0 e, por (*),ϕ(x) = 0. Logo, pelo TVM,∃ c, c entrexo e x, c ≠ xo, c ≠ x, tal que

0 = ϕ′(c) = f ′(c) − f ′(xo) − 2λ(c − xo)2 Ô⇒ 2λ = f ′(c) − f ′(xo)
c − xo

.

Pelo TVM, aplicado af ′ ∈ C1([a,b]), existeξ, ξ entrex0 e c, ξ ≠ x0 e ξ ≠ c, tal que,

f ′(c) − f ′(xo)
c − xo

= f ′′(ξ) Ô⇒ λ = f ′′(ξ)
2!

∎

Proposiç̃ao 1.Seja f ∈ C2(Ω), Po = (xo, yo) ∈ Ω e v⃗ = ⟨h, k⟩ ≠ 0⃗. Consideremos a restriçãoϕ = ϕv⃗

(isto é,ϕ depende de⃗v), de f sobre um segmento porPo, na direç̃ao v⃗ e contido emΩ:

ϕ(t) = f (xo + th, yo + tk) , t ∈ (−r, r) , r > 0 , e B(Po ; r∣v⃗∣) ⊂ Ω .
Temos,

(a) ϕ′(t) = ∂ f

∂x
(xo+th, yo+tk)h+ ∂ f

∂y
(xo+th, yo+tk)k .

(b) ϕ′′(t) = ∂2 f

∂x2
(xo+th, yo+tk)h2 + 2

∂2 f

∂x∂y
(xo+th, yo+tk)hk + ∂

2 f

∂y2
(xo+th, yo+tk)k2 .

(c) ϕ′(0) = ∂ f

∂x
(Po)h + ∂ f

∂y
(Po)k = ∇⃗ f (Po).v⃗ , ϕ′(0) = ∂ f

∂v⃗
(Po) , se∣v⃗∣ = 1

(d) ϕ′′(0) = ∂2 f

∂x2
(Po)h2 + 2

∂2 f

∂x∂y
(Po)hk + ∂2 f

∂y2
(Po)k2 , ϕ′′(0) = ∂2 f

∂v⃗2
(Po) , se ∣v⃗∣ = 1 .

(e) ϕ′′(0) = ∣v⃗∣2 ∂2 f

∂w⃗2
(Po) , sew⃗ = v⃗

∣ v⃗ ∣ é o versor de⃗v .
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Prova:

(a) Pela regra da cadeia temos

ϕ′ = d

dt
{ f (xo + th , yo + tk)} = ∂ f

∂x
(xo + th , yo + tk)h + ∂ f

∂y
(xo + th , yo + tk)k = ∂ f

∂x
h+ ∂ f

∂y
k ,

(b) Diferenciando a f́ormula obtida em (a) e utilizando que pelo Teorema de Schwartz as derivadas

mistas def ∈ C2 comutam, istóe, fxy = fyx, temos

ϕ′′ = d

dt
{ d

dt
[ f (xo+th , yo+tk)]} = d

dt
{∂ f

∂x
(xo+th , yo+tk)}h + d

dt
{∂ f

∂y
(xo+th , yo+tk)}k

= [∂2 f

∂x2
h + ∂2 f

∂y∂x
k]h + [ ∂2 f

∂x∂y
h + ∂

2 f

∂y2
k]k = ∂2 f

∂x2
h2 + 2

∂2 f

∂x∂y
hk + ∂2 f

∂y2
k2 .

(c) Segue trivialmente de (a) e da fórmula : ∂ f
∂v⃗ = ∇⃗ f ⋅ v⃗ , se∣v⃗∣ = 1.

(d) Segue de (b).

(e) Sejaw⃗ = v⃗
∣⃗v∣ = ⟨ h

∣⃗v∣ ,
k
∣⃗v∣⟩. Temos, por (d), a relação entreϕ′′w⃗(0) eϕ′′v⃗ (0):

∂ f

∂w⃗2
(Po) = ϕ′′w⃗(0) = ∂2 f

∂x2
(Po) h2

∣v⃗∣2 + 2
∂2 f

∂x∂y
(Po) h

∣v⃗∣
k

∣v⃗∣ +
∂2 f

∂y2
(Po) k2

∣v⃗∣2 =
1
∣v⃗∣2ϕ′′(0) ,

Teorema 1 (Polin̂omio de Taylor de Ordem 1 Com Resto de Lagrange).Dada f ∈ C2(Ω),
P = (x, y) e Po = (xo, yo) ambos emΩ tais quePPo ⊂ Ω, existeP̄ = (x̄, ȳ) ∈ PPo tal que,

f (x, y) = f (xo, yo) + ∂ f

∂x
(xo, yo)(x − xo) + ∂ f

∂y
(xo, yo)(y − yo)+

+ 1
2
[∂2 f

∂x2
(x̄, ȳ)(x − xo)2 + 2

∂2 f

∂x∂y
(x̄, ȳ)(x − xo)(y − yo) + ∂2 f

∂y2
(x̄, ȳ)(y − yo)2] .

Prova Restringindof ao segmentoPPo, paraϕ(t) = f (xo + th, yo + tk) = f ( (xo, yo) + tv⃗ ),
t ∈ [0,1], comv⃗ = ⟨h, k⟩ = ⟨x − xo, y − yo⟩, pelo Lema 1 existēt ∈ (0,1) tal que

(∗) ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) + ϕ′′(t̄)
2

.

Temos,ϕ(1) = f (x, y), ϕ(0) = f (xo, yo) e, pela Proposiç̃ao 1, itens (c) e (d),

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ′(0) = ∂ f
∂x (xo, yo)h + ∂ f

∂y (xo, yo)k ,
ϕ′′(t̄) = ∂

2 f
∂x2 (xo + t̄h, yo + t̄k)h2 + 2 ∂

2 f
∂x∂y(xo + t̄h, yo + t̄k)hk + ∂

2 f
∂y2 (xo + t̄h, yo + t̄k)k2 .

Substituindo no sistema acima(x̄, ȳ) = (xo + t̄h, yo + t̄k), h = x− xo, k = y− yo e em (*) os valores

encontrados paraϕ(1), ϕ(0), ϕ′(0) eϕ′′(t̄), segue a tese∎
Adendo ao Teorema 1. Com a notaç̃ao(x, y) = (xo + h, yo + k) temos,

f (xo + h, yo + k) = f (xo, yo) + ∂ f
∂x (xo, yo)h + ∂ f

∂y (xo, yo)k + 1
2 [ ∂2 f

∂x2 (x̄, ȳ)h2 + 2 ∂
2 f

∂x∂y(x̄, ȳ)hk + ∂
2 f
∂y2 (x̄, ȳ)k2] .
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Matriz Hessiana e Máximos e Ḿınimos em Duas Varíaveis

Definições. Seja f ∶ Ω→ R,Ω aberto emR2. ClassificamosPo ∈ Ω, relativamente af , como

(a) ponto de máximo [mı́nimo] local se existe uma bola abertaB(Po; r) ⊂ Ω, r > 0, tal que

f (Po) ≥ f (P) [ f (Po) ≤ f (P)] para todoP ∈ B(Po; r); se tal desigualdadée estrita para

P ∈ B(Po; r), P ≠ Po, Po é ponto de ḿaximo [ḿınimo] localestrito.

(b) ponto de máximo [mı́nimo] global, ou absoluto, se f (Po) ≥ f (P) [ f (Po) ≤ f (P)] ,∀P ∈
Ω; se tal desigualdadée estrita paraP ∈ Ω ∖ {Po}, Po é, em adiç̃ao,estrito.

(c) extremante local [absoluto]seé um ponto de ḿaximo, ou de ḿınimo, local [absoluto].

(d) ponto crı́tico, ou estaciońario, de f , supondof ∈ C1(Ω), se

∂ f

∂x
(Po) = ∂ f

∂y
(Po) = 0 .

(e) ponto de sela, sePo é ponto cŕıtico de f mas ñao de ḿaximo ou ḿınimo, locais.

Observaç̃ao 1: Um ponto de ḿaximo, ou ḿınimo, local def ∈ C1(Ω) é sempre um ponto crı́tico.

Corolário 1. Com mesmas hiṕoteses e notação da Proposiç̃ao 1 temos:

(i) Se Po é ponto de ḿaximo [ḿınimo] local de f na direç̃ao v⃗, ∣v⃗∣ = 1; isto é, t = 0 é máximo

[mı́nimo] local deϕv⃗, ent̃ao,

∂ f

∂v⃗
(Po) =Ð→∇ f (Po) ⋅ v⃗ = 0 ;

∂2 f

∂v⃗2
(Po) ≤ 0 [∂2 f

∂v⃗2
(Po) ≥ 0] .

(ii) Se Po é ponto de ḿaximo [ḿınimo] local def ent̃ao
Ð→∇ f (Po) = 0⃗ e,

∂2 f

∂v⃗2
(Po) = ∂2 f

∂x2
(Po)h2 + 2

∂2 f

∂x∂y
(Po)hk + ∂2 f

∂y2
(Po)k2 ≤ 0 (≥ 0), ∀v⃗ ∈ R2 , ∣v⃗∣ = 1 .

Prova:

(i) Segue da ańalise das derivadas de ordens 1 e 2 da função de uma variávelϕv⃗ e do Lema 1.

(ii) Conseqûencia imediata da Proposição 1, de (i) e da Observação 1, acima ∎

Corolário 2. Seja f ∈ C2(Ω), Po = (xo, yo) um seu ponto crı́tico e B(Po; r) ⊂ Ω, r > 0. Dado

v⃗ = ⟨h, k⟩, ∣v⃗∣ < r, existe(x̄, ȳ) no segmento unindo os pontosPo e Po + v⃗ tal que

f (xo + h, yo + k) − f (xo, yo) = 1
2
[∂2 f

∂x2
(x̄, ȳ)h2 + 2

∂2 f

∂x∂y
(x̄, ȳ)hk + ∂2 f

∂y2
(x̄ , ȳ)k2] .

Prova: Conseqûencia imediata do Teorema 1 e da definição de ponto crı́tico ∎
Mantendo a notaç̃ao, analisemosQP(h, k) = fxx(P)h2 + 2 fxy(P)hk + fyy(P)k2 , (h, k) ∈ R2.

3



Observaç̃ao 2.Dadosa,b, c ∈ R, sejamH = ac − b2 e aforma quadrática Q ∶ R2
→ R,

z = Q(h, k) = ah2 + 2bhk + ck2 = [ h k ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

a b

b c

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

h

k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, v⃗ = ⟨h, k⟩ ∈ R2 .

(i) Sea ≠ 0, vale a fatoraç̃aoz = Q(h, k) = a[ (h + b
a k)2 + H

a2 k2] .
(ii) Se a ≠ 0, o gŕafico deQ ∶ R2

→ R é um paraboĺoide do tipo:

● seH > 0, eĺıptico ou circular, eixoOz e concavidade para cima [baixo] sea > 0 [a < 0].

● seH < 0, hiperb́olico com sela em(0,0).
● seH = 0, cilindŕıco.

(iii) Se a = c = 0 eb ≠ 0 (logo,H < 0), o gŕafico deQ é um paraboĺoide hiperb́olico.

(iv) Ainda, z = Q(h, k) troca de sinal se e só seH < 0.

Se o gŕafico deQ é um paraboĺoide: eĺıptico ou circular, 0= Q(0,0) é valor ḿınimo/máximo

estrito e absoluto; se cilı́ndrico 0= Q(0,0) é valor ḿınimo/máximo ñao estrito mas absoluto.

Prova:

(i) Pondoa ∈ R em evid̂encia e completando quadrados obtemos,

Q(h, k) = a(h2 + 2bhk

a
+ ck2

a
) = a[(h + bk

a
)2 − b2k2

a2
+ ack2

a2
] = a[(h + bk

a
)2 + ac − b2

a2
k2] .

(ii) , (iii): Conseqûencias triviais de (i). Óıtem (iv) segue de (i), (ii) e (iii) ∎

Definição. SeM é a matriz (siḿetrica) 2×2 em Obs. 2,Q é aforma quadrática associada aM.

Comentário. IdentificandoR2 com o espaço das matrizes-colunaM2×1(R), indicamos a matriz

das coordenadas de⃗v em relaç̃ao à base can̂onica ordenada deR2, {e⃗1, e⃗2}, como[v⃗] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

h

k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Ent̃ao, se[v⃗] t = [h k] ∈ M1×2(R) é a transposta da matriz[v⃗], mantendo as notações acima temos,

Q(h, k) = [v⃗] t M[v⃗] = M[v⃗] ⋅ [v⃗], onde “⋅” denota o produto escalar emR2.

Proposiç̃ao 2.Dada f ∈ C2(Ω) e P ∈ Ω, P um ponto cŕıtico de f , seja para(h, k) ∈ R2 ,

QP(h, k) = fxx(P)h2 + 2 fxy(P)hk + fyy(P)k2 = [ h k ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

fxx(P) fxy(P)
fyx(P) fyy(P)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

h

k

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Denotando⃗v = ⟨h , k ⟩ ≠ 0⃗ e definindoH f (P) = fxx(P) fyy(P) − [ fxy(P)]2 temos

(i) QP(h, k) = ∣v⃗∣2 ∂
2 f

∂ ω⃗ 2 (P), ω⃗ = v⃗
∣ v⃗ ∣ o versor de⃗v.

(ii) ∂
2 f
∂ v⃗ 2 (P) > 0 ,∀v⃗ unitário, se somente seH f (P) > 0 e fxx(P) > 0.

(iii) ∂
2 f
∂ v⃗ 2 (P) < 0 ,∀v⃗ unitário, se e somente seH f (P) > 0 e fxx(P) < 0.

(iv) ∂
2 f
∂ v⃗ 2 (P) troca de sinal, em relação av⃗ unitário, se e somente se,H f (P) < 0.

Prova:

(i) Segue da Proposição 1, item (e).

(ii) , (iii) e (iv) Seguem imediatamente de (i) e da Observação 2 ∎
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Definições:Seja f ∈ C2(Ω) e P ∈ Ω.

● A matriz hessianade f emP, denotadaH f (P) ∈ M2x2(R) = [ai j], é dada pora11 = fxx(P),
a12 = a21 = fxy(P) e a22 = fyy(P).
● O hessianode f emP, H f (P), é o determinante da matriz hessianaH f (P).
● A forma quadrática associada a f, emP, indicadaQP, é a associadàa matrizH f (P).

Teorema 2 (Teste do Hessiano).Seja f ∈ C2(Ω), Po = (xo, yo) ∈ Ω, Po um ponto cŕıtico de f e,

H f (Po) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

∂
2 f
∂x2 (Po) ∂

2 f
∂y∂x(Po)

∂
2 f

∂x∂y(Po) ∂
2 f
∂y2 (Po)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, H f (Po) = detH f (Po) .

(a) SeH f (Po) > 0 e fxx(P0) > 0, Po é um ponto de ḿınimo local estrito.

(b) SeH f (Po) > 0 e fxx(P0) < 0, Po é um ponto de ḿaximo local estrito.

(c) SeH f (Po) < 0 ent̃aoPo é um ponto de sela.

(d) SeH f (Po) = 0, P0 pode ser de qualquer um dos tipos acima.

y

z

x

Ð→v

gráfico aproximado def

Figura 1: Caso em quefxx(P0) > 0 e H f (P0) > 0.

Prova.

(a) Como f ∈ C2, temosH f = fxx fyy − f 2
xy > 0 e fxx > 0 numa bolaB(Po; r), se r > 0 e

suficientemente pequeno. Pelo Corolário 2, dado⃗v = ⟨h, k⟩ ≠ 0⃗, ∣v⃗∣ < r, existeP = (x̄, ȳ) no

segmento unindoPo e Po + v⃗, e portantoP ∈ B(Po; r), tal que

f (Po + v⃗) − f (Po) = 1
2 [ fxx(P)h2 + 2 fxy(P)hk + fyy(P)k2] =
= 1

2[ fxx(P)(h + fxy(P)

fxx(P)
k)

2 + H f(P)
fxx(P)

k2] > 0 .

(b) Basta aplicar óıtem (a)à funç̃ao− f .

(c) Por contradiç̃ao. SePo é ponto de ḿaximo [ḿınimo] ent̃ao, pelo Coroĺario 1, ∂
2 f
∂v⃗2 (Po) ≥ 0,

∀∣v⃗∣ = 1 [ ∂
2 f
∂v⃗2 (Po) ≤ 0,∀∣v⃗∣ = 1], e pela Prop. 2(iv)H f (Po) ≥ 0 ☇

(d) Vide exemplos 1, 2 e 3, abaixo∎
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Exemplo 1. A função f (x, y) = x4 + y4 é tal que(0,0) é ponto de ḿınimo absoluto estrito, e o

valor ḿınimo é 0. É, ainda, óunico ponto cŕıtico e f e suas derivadas parciais se anulam nele.

Exemplo 2.A função f (x, y) = x3 + y3 é tal quef e suas derivadas parciais se anulam em(0,0),
queé oúnico ponto cŕıtico. Poŕem,é fácil ver,(0,0) nãoé extremante local ée um ponto de sela.

Exemplo 3.Seja f (x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx + ey+ l, coma,b, c,d e l emR, ea2 + b2 + c2 ≠ 0.

SePo é extremante local entãoPo é extremante global (absoluto) (vide Exercı́cio 2, p. 315, “Um

Curso de Ćalculo´´, H. L. Guidorrizzi, vol 4, 5ª ed.).

Prova:

SejaÐ→v = ⟨h , k⟩ ∈ R2,Ð→v ≠Ð→0 , eÐ→ω = Ð→v
∣Ð→v ∣

seu versor,.

SendoPo = (xo, yo) um extremante local elée um ponto cŕıtico e assim,

(1) Ð→0 =Ð→∇ f (xo, yo) = ⟨2axo + cyo + d,2byo + cxo + e⟩ .
Computandof sobre a reta porPo e direç̃ao v⃗, por (1) obtemos,

f (xo + th, yo + tk) = a(xo + ht)2 + b(yo + kt)2 + c(xo + ht)(yo + kt) + d(xo + ht) + e(yo + kt) + l

= (ah2 + chk + bk2)t2 + t [ (2axo + cyo + d)h + (2byo + cxo + e)k ]+
+ (ax2

o + by2
o + cxoyo + dxo + eyo + l) =

= (ah2 + chk + bk2)t2 + f (xo, yo) .
Donde, encontramos

(2) f (xo + th, yo + tk) − f (xo, yo) = (ah2 + chk + bk2)t2 .
1ª soluç̃ao (simples):

Analisando (2),́e claro que seu primeiro membroé positivo (negativo) para∣t∣ ≤ r, para algum

r > 0, e qualquer⃗v tal que∣v⃗∣ = 1 se, e śo se, oé tamb́em para qualquert ∈ R e qualquer⃗v tal que

∣v⃗∣ = 1. Logo,Po é ḿınimo (máximo) local se e śo sePo é ḿınimo (máximo) global.

2ª soluç̃ao (reconhecendo conceitos):

Derivando (2) em relaç̃ao at obtemos [f (xo, yo) é constante], pela Proposição 1(e),

(3) ∣Ð→v ∣2 ∂2 f

∂ ω⃗2
(Po) = d

dt
{ d

dt
{ f (xo + th, yo + tk}} (0) = 2(ah2 + chk + bk2) ,

e, substituindo (3) em (2),

(4) f (xo + th, yo + tk) − f (xo, yo) = ∣Ð→v ∣2
2

∂2 f

∂ ω⃗2
(Po) t2 .

Ainda, sendoPo localmente um ponto de ḿınimo ou ḿaximo temos, respectivamente,

(5) ∂2 f

∂Ð→ω 2
(Po) ≥ 0 , ∀Ð→ω = v⃗

∣ v⃗ ∣ ≠
Ð→

0 , ou
∂2 f

∂Ð→ω 2
(Po) ≤ 0 , ∀Ð→ω = v⃗

∣ v⃗ ∣ ≠
Ð→

0 .

Pelas desigualdades em (5), a diferençaf (xo + th, yo + tk) − f (xo, yo) em (4) ñao muda de sinal

segundot ∈ R eÐ→v ∈ R2. Logo,Po é ponto de ḿınimo, ou de ḿaximo, global.

3ª soluç̃ao (sugerida): Aplique o teorema, o Teste do Hessiano∎
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Exemplo 4.Uma funç̃ao f ∈ C2(R2) com um śo ponto cŕıtico, minimo local mas ñao global:

f (x, y) = x2 + (1− x)3y2 .

Resoluç̃ao:

Temos
Ð→∇ f (x, y) = ⟨2x − 3(1− x)2y2 ,2(1− x)3)y⟩ .

Logo,
Ð→∇ f (x, y) = (0,0) implica (1− x)3)y = 0 e assim, ouy = 0, e portantox = 0, ou x = 1 e

neste caso ñaoé posśıvel resolver 2x + 3(1− x)3y2 = 0. Logo,(0,0) é oúnico ponto cŕıtico.

Ainda, fxx = 2+ 6(1− x)2y2, fxy = −6(1− x)2y, fyy = 2(1− x)3 e ent̃ao

H f (0,0) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 0

0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

e (0,0) é ḿınimo local. Ainda,f (2,3) = −5 < f (0,0) = 0 e(0,0) nãoé ḿınimo global∎

Exemplo 5.Analisemos os pontos crı́ticos def (, y) = x5 + y4 − 5x − 32y − 3. Impondo

Ð→∇ f = ⟨5x4 − 5 4y3 − 32⟩ = ⟨0 ,0⟩ ,
obtemos os pontos crı́ticos(1,2) e (−1,2). Ainda,

H f (x, y) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

20x3 0

0 12y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, H f (x, y) = 240x3y2 .

Logo,(1,2) é ponto de ḿınimo local e(−1,2) é ponto de sela∎

Exemplo 6.Determine a dist̂ancia entre as retas

r ∶ x = 1+ λ, y = 1+ 6λ, z = 2λ , λ ∈ R

s ∶ x = 1+ 2µ, y = 5+ 15µ, z = −2+ 6µ , µ ∈ R .

Resoluç̃ao (existem tamb́em soluç̃oes via geometria vetorial ou multiplicadores de Lagrange):

Consideremos os pontos arbitráriosP e Q sobrer e s, respectivamente:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
P = (1+ λ , 1+ 6λ , 2λ ) , λ ∈ R
Q = (1+ 2µ ,5+ 15µ ,−2+ 6µ) , µ ∈ R .

O quadrado da distância entreP e Q, ∣Ð→QP∣2, é dado pela expressão,

D(λ , µ) = (λ−2µ)2+(−4+6λ−15µ)2+(2λ+2−6µ)2 = 41λ2+265µ2−208λµ−40λ+96µ+20 .
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Com
Ð→∇D(λ, µ) = ⟨82λ − 208µ − 40,530µ − 208λ + 96⟩ , e os pontos crı́ticos deD dados por:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
41λ − 104µ − 20 = 0

−104λ + 265µ + 48 = 0
Ô⇒ (λ , µ) = (44

7
,
16
7
) .

A matriz hessiana deD no pontoP0 = ( 44
7 ,

16
7 ) é,

H(D)(P0) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

82 −208

−208 530

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

com ∂
2D
∂λ2 (P0) = 82> 0 e hessianoH(D)(P0) = 82× 530− (208)2 = 196> 0.

Logo,P0 é ponto de ḿınimo local deD e, comóe oúnico ponto cŕıtico deD, que mede a distância

entre dois pontos arbitrários das retasr e s, segue que estas não s̃ao paralelas e portanto ou são

concorrentes ou são reversas. Ainda mais, geometricamente segue queP0 é de ḿınimo global.

Substituindo os valores encontrados paraλ eµ obtemos,

P = (1+ λ ,1+ 6λ ,2λ ) = ( 51
7
,
271
7

,
88
7
) e

Q = (1+ 2µ ,5+ 15µ ,−2+ 6µ) = ( 39
7
,
275
7

,
82
7
) .

Ent̃ao, a dist̂ancia enter e s é:

∣Ð→PQ∣ =
√

144
49
+ 16

49
+ 36

49
=
√

196
49
= 14

7
= 2 .

2ª Resoluç̃ao (via geometria vetorial):

As retasr e s não s̃ao paralelas e portanto ou são concorrentes ou são reversas.

Um pontoP = (x, y, z) ∈ R3 pertence ao planoπ que cont́em a retar e é paraleloà retas se e

somente se [note que(1,1,0) ∈ r]:

0 =
RRRRRRRRRRRRRRRRR

x − 1 y − 1 z − 0

1 6 2

2 15 6

RRRRRRRRRRRRRRRRR
= 6(x − 1) − 2(y − 1) + 3z = 6x − 2y + 3z − 4 .

A distância procuradáe ent̃ao a dist̂ancia de qualquer ponto des ao planoπ. Escolhendo(1,5,−2) ∈
s obtemos (utilizando a fórmula para a distância):

d = ∣6.1− 2.5+ 3.(−2) − 4∣√
62 + 22 + 32

= 14
7
= 2 ∎
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O exemplo a seguiŕe de G. Peano (1884), corrigindo um erro no livro de J. A. Serret.

Exemplo 7.Sejaz = f (x, y) = (y − x2)(y − 2x2) , (x, y) ∈ R2. Verifique:

(a) (0,0) é oúnico ponto cŕıtico.

(b) O teste da derivada segundaé inconclusivo para classificar tal ponto crı́tico.

(c) f restrita a qualquer retay = mx pela origem tem neste ponto um mı́nimo local.

(d) f não conserva sinal em nenhuma vizinhança de(0,0), o qualé ent̃ao ponto de sela.

Resoluç̃ao:

(a) É fácil ver que
Ð→∇ f = ⟨2x(4x2 − 3y) ,−3x2 + 2y⟩ = ⟨0 ,0⟩ se e śo se(x, y) = (0,0).

(b) Temosfxx = 24x2−6y, fxy = fyx = −6x e fyy = 2. Logo, o hessiano em(0,0) é H f (0,0) = 0.

(c) Sejaϕ(x) = f (x,mx) = (mx − x2)(mx − 2x2) = 2x4 − 3mx3 +m2x2 , m uma constante real.

Temos,ϕ′(x) = 8x3−9mx2+2m2x, ϕ′′(x) = 24x2−18mx+2m2, ϕ′(0) = 0 eϕ′′(0) = m2 > 0,

sem ≠ 0. Logo,x = 0 é ponto de ḿınimo local deϕ, sem ≠ 0. Sem = 0 temosf (x,0) = 2x4

e é claro quex = 0 é ponto de ḿınimo deϕ.

(d) Nas regĩoes, do plano,{y > 2x2} ,{x2 < y < 2x2} e {y < x2} temos f > 0, f < 0 e f > 0,

respectivamente. Vide Figura abaixo. Note também, vide Figura abaixo, que parax ≈ 0,

com x ≠ 0, os pontos(x,mx) da reta pertencem̀a regĩao em quef > 0.

Exemplo 8.Seja f ∶ Ω→ R,Ω um aberto deR2, H f = fxx fyy − f 2
xy, P0 = (x0, y0) um ponto cŕıtico

de f tal que fxx(P0) ≠ 0 eH f =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

fxx fxy

fxy fyy

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. Supondo nóıtem (a) as matrizes emP0 verifique:

(a) SeM = M(x, y) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

− fxy

fxx
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e N = M−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0
fxy

fxx
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
ent̃ao detM = detN = 1 e

MH f M t =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

fxx 0

0 H f
fxx

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e H f = N

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
fxx 0

0 H f
fxx

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
N t .

(b) Aplicando (a) e o Corolário 2 d̂e uma outra demonstração para

● Se fxx(P0) > 0 e H f
fxx
(P0) > 0 ent̃aoP0 é ponto de ḿınimo local estrito.

● Se fxx(P0) < 0 e H f
fxx
(P0) < 0 ent̃aoP0 é ponto de ḿaximo local estrito.
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Matriz Hessiana e Máximos e Ḿınimos em Três Variáveis

Estas seç̃aoé facilmente generalizável para o caso de matrizes simétricas de ordemn ∈ N∗.

Proposiç̃ao 3.SejaA ∈ M3(R) uma matriz siḿetrica real de ordem 3,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

tal que osmenores principaisde ordens 1, 2 e 3,

∆1 = a11 , ∆2 =
RRRRRRRRRRRR

a11 a12

a12 a22

RRRRRRRRRRRR
= det[ai j]1≤i, j≤2 e ∆3 = det[ai j]1≤i, j≤3 = detA ,

respectivamente, são ñao nulos. Ent̃ao, existeP ∈ M3(R) satisfazendo detP = 1 e

P t A P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∆1 0 0

0 ∆2
∆1

0

0 0 ∆3
∆2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= D .

Prova:

ConstruiremosD a partir deA pelo ḿetodo da eliminaç̃ao de Gauss e de operações elementares

realizadas pela multiplicação por matrizes (elementares) com determinante 1. Lembremos que

multiplicar uma linha ou coluna por um número e ent̃ao adiciońa-la a uma outra linha ou coluna,

respectivamente,́e uma operaç̃ao elementar que não altera o determinante de uma matriz.

Na etapa 1 inicialmente multiplicamos a 1ª linha deA por − a12
a11

e somamos̀a 2ª linha e, ainda,

multiplicamos a 1ª linha por− a13
a11

e somamos̀a 3ª linha. Efetuamos tais operações, que comutam,

multiplicando a matrizA à esquerda, respectivamente, pelas matrizes

P1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

− a12
a11

1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e P2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

− a13
a11

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

A seguir, na matriz obtida efetuamos operações nas colunas correspondendo as feitas nas linhas:

multiplicamos a 1ª coluna por− a12
a11

e somamos na 2ª coluna e multiplicamos a 1ª coluna por− a13
a11

e somamos na 3ª coluna. Efetuamos tais operações multiplicando a matriz̀a direita porP t
1 e P t

2.

Resumindo as quatro operações obtemos,

P2P1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
P t

1P t
2 = D1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

0 a(1)22 a(1)23

0 a(1)23 a(1)33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

ondea(1)22 , a(1)23 e a(1)33 são os coeficientes que surgem ao final da etapa 1.

Devidoàs operaç̃oes realizadas os respectivos menores principais das matrizes siḿetricasA e D1

são iguais. Consequentemente temos,

a11a
(1)
22 = ∆2 Ô⇒ a(1)22 =

∆2

∆1
.
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Na etapa 2multiplicamos a segunda linha deD1 por − a(1)23

a(1)22

e somamos̀a terceira linha, repre-

sentando tal operação pela matrizP3, e completamos efetuando a operação correspondente nas

colunas deD1, representada (a operação) pela matrizP t
3. Obtemos então,

P3D1P t
3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 0 1

0 − a(1)23

a(1)22

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

0 a(1)22 a(1)23

0 a(1)23 a(1)33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 0 − a(1)23

a(1)22

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

0 a(2)22 0

0 0 a(2)33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= D2 .

Analogamentèa etapa 1, devidòas operaç̃oes efetuadas os menores principais deD2: a11, a11a
(2)
22

e a11a(2)22 a(2)33 são iguais aos respectivos menores principais deA. Assim sendo, obtemos

a11 = ∆1 , a11a(2)22 = ∆2 , a11a(2)22 a(2)33 = ∆3 ,

a(2)22 =
∆2

∆1
e a(2)33 =

∆3

∆2
.

Por fim, notemos queP tAP = D2 comP t = P3P2P1 e detP = 1 ∎
Lembrete: A , B ∈ Mn(R) sãocongruentesse existeP inverśıvel emMn(R) tal queP tAP = B.

Notação: No que segue, identificamos vetores emR3 com matrizes-colunas emM3×1(R):

X = (x1 x2 , x3) ≡
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Corolário 3. Com as hiṕoteses e notação da Proposiç̃ao 3, sejaQ(X) = X tAX, X ∈ R3.

(a) Se∆1 > 0,∆2 > 0 e∆3 > 0 ent̃aoQ é definida positiva.

(b) Se, alternando sinais,∆1 < 0,∆2 > 0 e∆3 < 0 ent̃aoQ é definida negativa.

(c) Não ocorrendo (a) ou (b) [mas,∆i′ s ≠ 0], existemX1 e X2 tais queQ(X1) > 0 eQ(X2) < 0.

Prova:

Pela Proposiç̃ao 3 existeP ∈ M3(R) inverśıvel, P tAP = D, D = [di j] uma matriz diagonal e

d1 = d11 = ∆1 e di = di i = ∆i

∆i−1
, se 2≤ i ≤ n. Ainda mais, seX ∈ R3 existeY ∈ R3 tal queX = PY e,

Q(X) = X tAX = (PY) tAPY = Y tP tAPY = Y tDY .

Logo, é fácil ver,

(a) Q é positiva definida⇐⇒ di > 0 (∀1 ≤ i ≤ n) ⇐⇒ ∆i > 0 (∀1 ≤ i ≤ n) .
(b) Q é definida negativa⇐⇒ di < 0 ∀1 ≤ i ≤ n) ⇐⇒ ∆1 < 0 ,∆2 > 0 e ∆3 < 0 .

(c) Existem elementos na diagonal deD com sinais contŕarios. Logo, existeY1 ∈ R3 tal que

Y t
1DY1 > 0 e existeY2 ∈ R3 tal queY t

2DY2 < 0. Assim, basta tomarmosXi = PYi, i = 1,2 ∎
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Definição O sinal dex ∈ R é+1 sex > 0, −1 sex < 0 e 0 sex = 0. Sex, y ∈ R são tais quex > 0

e y < 0, x e y temsinais opostos. Sex ≥ 0, x é positivo e, sex ≤ 0, x é negativo. Sex > 0, x é

estritamente positivoe, sex < 0 ent̃ao x éestritamente negativo.

Teorema 3.Dada f ∈ C2(Ω) e P0 um seu ponto crı́tico, consideremos os números:

fxx(P0) , H1 f (P0) = H1 =
RRRRRRRRRRRR

∂
2 f
∂x2

∂
2 f

∂x ∂y
∂

2 f
∂y ∂x

∂
2 f
∂y2

RRRRRRRRRRRR
(P0) e H f (P0) = H =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

∂
2 f
∂x2

∂
2 f

∂x ∂y
∂

2 f
∂x∂z

∂
2 f

∂y ∂x
∂

2 f
∂y2

∂
2 f

∂y∂z
∂

2 f
∂z∂x

∂
2 f

∂z∂y
∂

2 f
∂z2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
(P0).

(a) Supondo-os ñao nulos temos,

(i) Se os tr̂es s̃ao (estritamente) positivos,P0 é ponto de ḿınimo local estrito.

(ii) Se (alternando sinais)fxx < 0, H1 > 0 eH < 0, P0 é ponto de ḿaximo local estrito.

(iii) Se (i) e (ii) não ocorrem,P0 é ponto de sela.

(b) Se existirem ńumeros na diagonal principal deH f com sinais opostos,P0 é ponto de sela.

Esta afirmaç̃aoé válida independentemente defxx ou H1 ou H se anularem ou ñao emP0.

Prova:

Analogamentèa Proposiç̃ao 2 definimos paraÐ→v = ⟨v1, v2, v3⟩ ≡ [v1 v2 v3] ∈ R3 e P ∈ Ω,

QP(v⃗) = [v1 v2 v3 ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fxx fxy fxz

fxy fyy fyz

fxz fyz fzz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v1

v2

v3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

com as entradas da matriz 3× 3, amatriz hessianaH f de f , avaliadas emP.

(a) (i) Por continuidade, existe uma bola abertaB(P0; r), r > 0, em quefxx, H1 f e H f são

estritamente positivas. Então, pelo Coroĺario 3 temosQP(Ð→v ) > 0, ∀Ð→v ≠ 0⃗, e por um

resultado trivialmente análogo ao j́a provado em duas variáveis, na Proposição 2(i),

∂2 f

∂v⃗2
(P) = QP(Ð→v ) > 0 , ∀P ∈ B(P0; r) e ∀Ð→v , com ∣Ð→v ∣ = 1 .

Ent̃ao, fixado um versorÐ→v é elementar que a restrição def sobre o segmentoP0 + tÐ→v ,

∣t∣ < r, tem um ponto de ḿınimo estrito emP0. Logo, f (P0+tÐ→v ) > f (P0) se 0< ∣t∣ < r .

Assim, comoÐ→v é versor arbitŕario, obtemos

f (P) > f (P0) ,∀P ∈ B(P0; r) ,P ≠ P0 .

(ii) Segue do item (a)(i) aplicadòa funç̃ao− f .

(iii) Pelo Coroĺario 3(c) existemÐ→v1 eÐ→v2 tais queQP0(Ð→v1) > 0 e QP0(Ð→v2) < 0 e escolhendo

seus versores se preciso, supomos∣Ð→v1 ∣ = 1 e ∣Ð→v2 ∣ = 1. Ent̃ao, ∂
2 f

∂2v⃗1
(P0) = QP0(Ð→v1) > 0,

∂
2 f

∂2v⃗2
(P0) = QP0(Ð→v2) < 0, f restrita ao segmentoP0 + tÐ→v1, ∣t∣ pequeno, tem emP0 um

ponto de ḿınimo estrito e,f restrita ao segmentoP0 + tÐ→v2, ∣t∣ pequeno, tem emP0 um

ponto de ḿaximo estrito. Logo,P0 nãoé extremante local ée um ponto de sela.

(b) Óbvio ∎
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Comentário Tal teorema tem ańalogos nas variáveisy e z, se ao inv́es defxx(P0) ≠ 0, tivermos

fyy(P0) ou fzz(P0) não zero. Sefxx = fyy = fzz = 0, emP0, eH f (P0) ≠ 0 é claro queQ(r, t, s) =
2δrs + 2ǫrt + 2ψst muda de sinal eP0 é ponto de sela.

Exemplo 9.Estude com relaç̃ao a ḿaximos e ḿınimos locais a funç̃ao

f (x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3x − 3y − 3z + 2 .

Resoluç̃ao:

Temos,
Ð→∇ f = ⟨3(x2 − 1) ,3(y2 − 1) ,3(z2 − 1)⟩ ,

e 8 pontos cŕıticos:

Po = (xo, yo, zo) = (±1 ,±1 ,±1) .
Como as derivadas parciais em uma variável s̃ao funç̃oes independentes das demais variáveis, as

derivadas mistasfxy, fxz e fyz são nulas e a matriz hessiana def é uma matriz diagonal:

H f (Po) =
RRRRRRRRRRRRRRRRR

6x 0 0

0 6y 0

0 0 6z

RRRRRRRRRRRRRRRRR
, H1(Po) =

RRRRRRRRRRRR
6x 0

0 6y

RRRRRRRRRRRR
.

Pelo Teste do Hessiano para uma função de tr̂es varíaveis, os pontos a seguir, em que a diagonal

troca de sinal s̃ao de sela :

P1 = (1,−1,−1) , P2 = (1,1,−1) , P3 = (1,−1,1) , P4 = (−1,1,1) , P5 = (−1, ,1,−1) , P6 = (−1,−1,1) .
Em P7 = (1,1,1) temosH1 f > 0, H f > 0 e fxx > 0; logo,(1,1,1) é ponto de ḿınimo local.

Em P8 = (−1,−1,−1), comoH1 f > 0, H f < 0 e fxx < 0, (−1,−1,−1) é ponto de ḿaximo local ∎
Exemplo 10.Estude com relaç̃ao a ḿaximos e ḿınimos locais, e pontos de sela, a função

f (x, y, z) = x5

5
+ y4 + z4 − x3

3
− 2y2.

Resoluç̃ao:

Os pontos cŕıticos satisfazem
Ð→∇ f (x, y, z) = ⟨x4 − x2 ,4y3 − 4y ,4z3⟩ = ⟨0 ,0 ,0⟩ . Logo,

x2(x2 − 1) = 0 ,4y(y2 − 1) = 0 , z = 0 .

Isto é,

P1 = (0,0,0) , P2 = (0,−1,0) , P3 = (0,1,0),
P4 = (1,0,0) , P5 = (1,−1,0) , P6 = (1,1,0),
P7 = (−1,0,0) , P8 = (−1,−1,0) , P9 = (−1,1,0).
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Temos, fxx = 4x3 − 2x = 2x(2x2 − 1), fyy = 12y2 − 4 = 4(3y2 − 1), fzz = 12z2 e derivadas mistas

nulas. Analisemos as matrizes emPi (note quez = 0), 1≤ i ≤ 9,

H( f )(Pi) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2x(2x2 − 1) 0 0

0 4(3y2 − 1) 0

0 0 fzz = 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

H1( f )(Pi) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2x(2x2 − 1) 0

0 4(3y2 − 1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Como o (determinante) hessianoé zero, analisemos os sinais na diagonal da matriz hessiana.Pelo

Teorema 2(d), os pontos crı́ticos em que a diagonal deH f troca de sinal s̃ao de sela. Assim, no

pontoP4 temosfxx = 2 e fyy = −4; emP8 e P9 temos,fxx = −2 e fyy = 8.

Os pontosPi, i = 1,2,3, tem a formaPi = (0, yi,0) comyi = 0,−1 ou 1, respectivamente, e são de

sela:x = 0 nãoé máximo ou mińımo local da restriç̃aoϕi(x) = f (x, yi,0) = x3( x2

5 − 1
3) + (y4

i −2y2
i )

pois( x2

5 − 1
3) < 0 sex ≈ 0 ex3 é positivoà direita de zero e negativoà esquerda. Istóe, a diferença

f (x, yi,0) − f (0, yi,0) = x3( x2

5
− 1

3
)

é positiva ou negativa conformex se aproxima de 0 pela direita ou pela esquerda.

O pontoP7 = (−1,0,0) é de sela poisϕ(z) = f (−1,0, z) = z4 + 2
15 têm ḿınimo local estrito em

z = 0 eψ(y) = f (−1, y,0) = 2
15 + y4 − 2y2, ψ′′ = 12y2 − 4 têm ḿaximo local estrito emy = 0.

Os pontosP5 = (1,−1,0) e P6 = (1,1,0) são de ḿınimo local pois as funç̃oes de uma variável,
x5

5 − x3

3 , y4−2y2 ez4 têm ḿınimo local emx = 1, y = ±1 ez = 0, respectivamente, e considerando-as

funções de tr̂es varíaveis,x, y, z, elas t̂em ḿınimo local em(1,±1,0) e, a soma das três, quée f ,

têm ḿınimo local em(1,±1,0) .
Resposta:Pontos de sela:P1, P2, P3, P4, P7, P8 e P9. Pontos de ḿınimo local:P5 e P6 ∎
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Matriz Hessiana e Máximos e Ḿınimos em Várias Vari áveis

Supondof ∈ C2(Ω),Ω aberto emRn, e considerando a matriz (simétrica) hessiana def emP0

H f =H f (P0) = [ ∂ f

∂xix j
(P0)]

1≤ i, j≤ n
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂
2 f
∂x2

1

∂
2 f

∂x1x2
...

∂
2 f

∂x1xn

... ... ... ...

... ... ... ...

... ... ... ...
∂

2 f
∂xn x1

∂
2 f

∂xn x2
...

∂
2 f

∂xn xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

seja∆k, 1≤ k ≤ n, o menor principal de ordemk dado pelo determinante da matrizk× k formada

pelas primeirask linhas ek colunas deH f .

Teorema 4.Dada f ∈ C2(Ω) e P0 um ponto cŕıtico, consideremos os números∆1 ,∆2 , ...∆n .

(a) Supondo-os ñao nulos temos,

(i) Se todos s̃ao (estritamente) positivos,P0 é ponto de ḿınimo local estrito.

(ii) Se (alternando sinais)∆1 < 0,∆2 > 0 ,∆3 < 0, etc,P0 é ponto de ḿaximo local estrito.

(iii) Se (i) e (ii) não ocorremP0, é ponto de sela.

(b) Se existirem ńumeros na diagonal principal deH f com sinais opostos,P0 é ponto de sela.

Prova: Com a argumentação no Teorema 3,́e claro que existeP t ∈ Mn(R), comP t um produto

finito de matrizes que realizam a operação de multiplicar uma linha por um número e ent̃ao soma-

la em uma outra linha, tal queP tH f (P0)P = D, D = [di j]1≤i , j≤n uma matriz diagonal. Como

os menores principais não mudam com cada operação temosd11 = fxx = ∆1, d11d22 = ∆2 e

d22 = ∆2
∆1

,...,d j j = ∆ j

∆ j−1
. O restante da prováe ańalogo ao Teorema 3∎

No que segue aplicamos a fórmula de Taylor de ordem 2 e Multiplicadores de Lagrange para

expressar o Teste da Derivada Segunda segundo o conceito de auto-valor de uma matriz.

Notação: Identificamos vetores emRn com matrizes-colunas emMn×1(R):

X = (x1 , ... , xn) ≡
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

.

.

xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Definição: A aplicaç̃ao linearT ∶ Rn
→ R

n determinada pela matrizA ∈ Mn×n(R) é dada por

T(X) = AX .

Definição: SeA ∈ Mn(R) ent̃aoλ ∈ R é umauto-valor de A se existeÐ→v ∈ Rn tal que

AÐ→v = λÐ→v .

Definição: SeA ∈ Mn×n(R) é siḿetrica aforma quadrática associada aA é a aplicaç̃ao

Q ∶ Rn
→ R , Q(X) = X tAX = AX ⋅ X .
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Lema 4. SeQ é a forma quadrática associadàa matriz siḿetricaA ∈ Mn×n(R) ent̃ao

Ð→∇Q(X) = 2AX .

Prova:

SeA = [ai j] ent̃aoAX = ( n∑
j=1

a1 jx j , .... ,
n∑

j=1
an jx j ) e ent̃ao, comoai j = a j i,

Q(X) = n

∑
i=1

xi

n

∑
j=1

ai jx j = 2 ∑
1≤i< j≤n

ai jxix j +
n

∑
i=1

aiix
2
i .

Logo,
∂Q

∂xk
= 2∑

j≠k

ak jx j + 2akk xk = 2
n

∑
j=1

ak jx j Ô⇒
Ð→∇Q(X) = 2AX ∎

Corolário 4. SejamM, o máximo, em, o ḿınimo, deQ sobre a esfera unitária{X ∈ Rn ∶ ∣X∣ = 1}.
(a) Os ńumerosM e m são, respectivamente, o maior e o menor auto-valores (reais)deA.

(b) m∣X∣2 ≤ Q(X) ≤ M∣X∣2 , ∀X ∈ Rn.

(c) Q é definida positiva se e só se todos os auto-valores deA são estritamente positivos.

(d) Q é definida negativa se e só se todos os auto-valores deA são estritamente negativos.

Demonstraç̃ao1:

(a) Por ser contı́nuaQ assume ḿaximo e ḿınimo sobre o compactoS n−1 = {X ∈ Rn ∶ ∣X∣ = 1}.
Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, para cada ponto de ḿaximo e de ḿınimo X

na esfera unit́ariaS n−1 = g−1(0), comg(x1, , ... , xn) = x2
1 + .... + x2

n − 1, existeλ ∈ R tal que

Ð→∇Q(x1 , ... , xn) = λÐ→∇g(x1 , ... , xn) ,
e ent̃ao, para tais pontos e pelo Lema 4 temos

2AX = λ2X ⇒ AX = λX ,

e assim, seXM, ∣XM ∣ = 1, é tal queQ(XM) = M eλM ∈ R é tal queAXM = λMXM, temos

M = Q(XM) = AXM ⋅ XM = λM ∣XM ∣2 = λM ,

e analogamente temosAXm = λmXm, ∣Xm∣ = 1 em = Q(Xm) = AXm ⋅ Xm = λm.

Ainda, seλ ∈ R é auto-valor deA, é claro que existeÐ→v , ∣Ð→v ∣ = 1, tal queA(Ð→v ) = λÐ→v . Logo,

m ≤ Q(Ð→v ) ≤ M e, ainda,Q(Ð→v ) = (AÐ→v ) ⋅Ð→v = λÐ→v ⋅Ð→v = λ∣Ð→v ∣2 = λ; donde,m ≤ λ ≤ M.

(b) SeÐ→v ≠ 0⃗ ent̃ao,

m ≤ Q(Ð→v∣v⃗∣ ) ≤ M Ô⇒ m ≤ A(Ð→v∣v⃗∣ ) ⋅
Ð→v

∣v⃗∣ ≤ MÔ⇒ m ≤ Q(Ð→v )
∣v⃗∣2 ≤ M .

(c) e (d) Seguem trivialmente de (b)∎
1É provado emÁlgebra Linear que toda matrizA simétrica e real de ordemn tem n auto-valores reais: as raı́zes, com suas

multiplicidades, do polin̂omio caracteŕıstico p(λ) = det(A− λI), I a matriz identidade deMn(R). Mas, ñao utilizaremos tal fato.
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Lema 5. Seja f ∈ C2(B(a; r)), com B(a; r) ⊂ Rn, r > 0, a um ponto estaciońario (istoé, ponto

cŕıtico) de f eÐ→v = ⟨v1 , ... , vn⟩ ∈ Rn tal que∣Ð→v ∣ < r. Ent̃ao,

f (a +Ð→v ) = f (a) + 1
2

n

∑
i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(a)viv j + ∣Ð→v ∣2E(a;Ð→v ) , com lim

v⃗→0
E(a;Ð→v ) = 0 .

Prova:

FixadoÐ→v = ⟨v1 , ... , vn⟩ ≠ 0⃗ ∈ Rn, ∣Ð→v ∣ < r, consideremos o seu versorÐ→ω = ⟨ω1 , ... , ωn⟩ = Ð→v∣ v⃗∣ .
Aplicando aϕ(t) = f (a + tÐ→ω ), t ∈ [0, r), a F́ormula de Taylor com Resto Infinitesimal temos

(∗) ϕ(t) = ϕ(0) + ϕ′(0)t + ϕ′′(0)
2

t2 + t2E(0; t) , lim
t→0

E(0; t) = 0 ,

com, analogamente ao mostrado no Teorema 2 e no Corolário 1 para funç̃oes em duas variáveis,

ϕ(0) = f (a) , ϕ′(0) = ⟨Ð→∇ f (a) ,Ð→ω ⟩ = ∂ f

∂ω⃗
(a) = 0 e ϕ′′(0) = ∂2 f

∂2ω⃗
(a) = n

∑
i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(a)ωiω j .

Assim, substituindo tais expressões em (*) obtemos a equação

f (a + tÐ→ω ) = f (a) + t2

2

n

∑
i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(a)ωiω j + t2E(0; t) ; lim

t→0
E(0; t) = 0 ,

da qual com a substituiçõest = ∣Ð→v ∣ eω = Ð→v
∣⃗v∣ e notando que∣Ð→v ∣2ωiω j = viv j conclúımos a tese∎

Teorema 5Sejamf ∈ C2(B(a; r)), comB(a; r) ⊂ Rn, r > 0, a um ponto estaciońario de f e

Q(Ð→v ) = n

∑
i, j=1

∂2 f

∂xi∂x j
(a)viv j ,

Ð→v = ⟨v1 , ... , vn⟩ ∈ Rn .

Ent̃ao,

(a) Se os auto-valores deH f (a) são estritamente positivos,f tem um ḿınimo local ema.

(b) Se os auto-valores deH f (a) são estritamente negativos,f tem um ḿaximo local ema.

(c) SeH f (a) tem auto-valores positivos e negativos, ambos estritamente,a é um ponto de sela.

Prova:

(a) Sem > 0 é o menor auto-valor deA, pelo Coroĺario 4 (b) temosQ(Ð→v ) ≥ m∣Ð→v ∣2, ∀Ð→v ∈ Rn.

Ainda, pelo Lema 5 e sua notação existeδ > 0 tal que∣E(a;Ð→v )∣ < m
4 se 0< ∣Ð→v ∣ < δ e ent̃ao,

f (a +Ð→v ) − f (a) = 1
2

Q(Ð→v ) + ∣Ð→v ∣2E(a;Ð→v ) ≥ m

2
∣Ð→v ∣2 − m

4
∣Ð→v ∣2 = m

4
∣Ð→v ∣2 > 0 .

(b) Segue de (a), trocandof por− f .

(c) Basta notar que seλ é auto-valor deA eÐ→v é um vetor unit́ario tal queAÐ→v = λÐ→v ent̃ao,

∂2 f

∂v⃗2
(a) = Q(Ð→v ) = λÐ→v ⋅Ð→v = λ∣Ð→v ∣2 = λ .

Logo, havendo auto-valores com sinais opostos, sobre um segmento pora a restriç̃ao de f

assume ema um valor ḿınimo estrito e sobre um outro segmento pora, f assume ema um

valor máximo estrito. Logo,a nãoé um extremante local def e é um ponto de sela∎
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O resultado abaixo permite mostrar a “volta” do Teorema 4. Isto é, seQ é uma forma definida

positiva ent̃ao os menores principais∆1,....,∆n são estritamente positivos.

Corolário 4: SeA ∈ Mn×n(R) é siḿetrica e real eQ(X) = AX ⋅ X > 0,∀X ≠ 0, ent̃ao detA > 0.

Prova:

Pelo Coroĺario 3 o polin̂omio caracteŕıstico deA, p(λ) = det(A − λI), I a matriz identidade de

ordemn, tem ao menos uma raı́z real e todas as suas raı́zes reais pertencem a(0,+∞). Ainda

mais, seu mon̂omio de maior graúe (−1)nλn e assim,

lim
λ→−∞

p(λ) = lim
λ→−∞

(−1)nλn = +∞ , sejan par ouı́mpar.

Ent̃ao, como ñao h́a ráızes reais em(−∞,0] segue quep(0) = detA é estritamente positivo∎

Estratégia para a determinaç̃ao de ḿaximos e ḿınimos, locais e absolutos.

Definições topoĺogicas:Abaixo,Rn éR ouR2 ouR3. Sejaa ⊂ Rn.

● A é fechadose seu complementaré aberto.

• A = K ⊂ Rn écompactoseé fechado e limitado.

• O interior de A, int(A), é o conjunto dos pontosX em A tais que existe uma bola aberta

centrada emX e contida emA: B(X; r) ⊂ A, r > 0.

• A fronteira deA, indicada por∂A, é o conjunto dos pontosX ∈ Rn tais que toda bola aberta

centrada emX intersectaA e AC, o complementar deA. Isto é,∀r > 0, B(X; r) ∩ A ≠ ∅ e

B(X; r) ∩ AC ≠ ∅.

Obs DadoX ∈ A ⊂ Rn, X é umponto interior , X ∈ int(A), oude fronteira, X ∈ ∂A.

Def. Dada f ∶ Dom( f ) → R e A ⊂ Dom( f ) ⊂ Rn, um extremante local de f em A é um ponto

Po ∈ A queé máximo, ou ḿınimo, local de f restrita a A. Isto é, exister > 0 tal quePo é

máximo, ou ḿınimo, de f restrita ao conjuntoB(Po; r) ∩ A.

Segue, sem a demonstração, um resultado fundamental para estudo de máximos e ḿınimos.

Teorema (Weierstrass)Dada f ∈ C(K), K compacto emRn, f assume valor ḿaximo absoluto e

mı́nimo absoluto emK. Isto é, existemP1 e P2 ∈ K tais que

f (P1) ≤ f (X) ≤ f (P2) , ∀X ∈ K .

Determinação de ḿaximos e ḿınimos, locais e absolutos, paraf ∈ C1(K):
(1) Restringindof a int(K) determinamos os pontos crı́ticos, candidatos a extremantes.

(2) Investigamos os possı́veis pontos de ḿaximo e ḿınimo de f sobre a fronteira,∂K, ou ele-

mentarmente ou (veremos) por multiplicadores de Lagrange.

(3) Os extremos absolutos estão entre os valores def nos pontos encontrados.
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