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Justifique todas as passagens

1. Dé exemplos de fungoes f : IR? — IR tais que (verifique o que afirmar):
a) f é continua em (0,0) mas nao é diferencidvel em (0,0).
b) f admite derivadas parciais em (0,0) mas nao é diferenciavel em (0, 0).

c¢) f tem todas as derivadas direcionais em (0,0) mas nao é ai diferencidvel.

. . o Of . ,
d) existem as derivadas direcionais 55 V¥ unitario, mas nao vale a formula
U

of o )
8_17(0’0) =V£(0,0)-7.

Resolugao:

(a) f(x,y) = /22 + y?, cujo gréfico é um cone, é continua pois é a composi¢ao
da fungao continua raiz quadrada,/ : [0,400) = R com o polinémio em
duas varidveis P : R? — [0, +00) definido por P(z,y) = 2% + 3°.

- . .. . .. ,0)—£(0,0 .
Mas, f nao tem derivadas parciais na origem pois lim [@0=FO0) _ iy L2l
z—0 z—0 z—0 %

nao existe e f,(0,0) também ndo. Logo, f nao é diferencidvel na origem pois
funcoes diferenciaveis num ponto admitem derivadas parciais neste ponto.

(b) A fungao
L se(x 0,0
fay) = 7w @y 70,0
0, se (x,y) =

nao é continua em (0,0) pois temos

f(t,t):% set#0,

e nao temos ( l)m% )f(m, y) = f(0,0), que é a condicdo para f ser continua
z,y)—(0,0

na origem.
Entretanto, f admite derivadas parciais na origem ja que

lim =lim—-=0
z—0 x—0 z—0 T

e, analogamente, f,(0,0) = 0.



(c)

Dada a fungao

] # se(@y) #0,0)
f(:c,y)—{ O,+ se (x,y):

Para que f seja diferenciavel investiguemos se o limite abaixo é ou nao zero:

f(h, k) — £(0,0) . hk?

lim = lim .
(hk)=(0,0)  /h? + k2 (h.k)=(0,0) (h? + k2)Vh? + k?

Restringindo o computo do limite acima sobre a reta k = h obtemos

. f(h,h)—=0 . h3 ) 1 h
lim ———— =1lim —F+— =lim —— —,
h=0 h2 4+ hZ  h—=092h2y/2R2  h—024/2 ||
o qual nao existe e consequentemente f nao é diferenciavel na origem.

Dada a fungao

T 2
f(.l’ y): ﬁ) se (I7y)7é(070)
’ 0, se (z,y) =
e uma diregao U {a,b) , U] = Va? + b?> = 1, investiguemos a existéncia da
derivada direcional %.(07 0) computando o limite:

iy 4 (B0 t0) = f(0,0) . 1 { ta(tb)* 0]

- 1242 1 1202

= " = lim ab® = ab® .
t—0 t t—0 t

t—0

Logo, existe a derivada direcional de f na origem em todas as diregoes.
Entretanto f nao é diferenciavel pois
e pela férmula acima temos f,(0,0) =0 e f,(0,0) =0,

e se f é uma funcao arbitraria diferenciavel na origem sabemos que é
entao valida a féormula

of

55(0,0) —V£(0,0)-7 .

Assim, se a funcao f acima dada fosse diferenciavel na origem teriamos
g—é(0,0) = 0 - ¥ = 0, para todo vetor unitdrio 7/, o que evidentemente
nao ocorre para todos os versores ja que a férmula para a as derivadas
direcionais é 3—5(0, 0) = ab?, a qual nao se anula em todos os versores M



2. Um ponto P descreve uma trajetéria sobre o gréafico de f(xz,y) = 42 +y*. Sabe-
se que a reta tangente em cada ponto da trajetoria forma com o plano xy angulo
maximo. Determine uma parametrizacao para a trajetéria admitindo que ela
passe pelo ponto (1,1,5).

Resolucao:

A curva v = 7(t) descrita pela projecao da trajetéria de P sobre o plano Oxy é
tal que seu vetor tangente no ponto 7(t) tem a diregao e o sentido do vetor que
indica a diregao e o sentido do maior crescimento da fungao f no ponto ~(t), o
qual é o vetor gradiente de f no ponto ().

Assim, escrevendo (t) = (z(t),y(t) ) temos,

7' (t) paralelo a ﬁf('y(t))

e entao, como

(1)
Vi(ry) = (82
V(1) = (8x(t), 2y(t))

)

temos

e portanto,

2/ (£)y(t) = 8y/ (1) ()
Admitindo que o intante inicial corresponde a t = 0 e que a posic¢ao inicial é
(1,1), j& que o ponto P passa por (1,1,4), podemos supor (t) e y(t) ndo zero
para t suficientemente pequeno e podemos escrever

queintegrando nos fornece
In|z(t)| =4In|y(t)|+ C, C alguma constante rel .
Como z(0) = y(0) = 1 obtemos C' = 0. Assim encontramos a relagao
x(t) = +y*(t) .
Podemos entao adotar, entre infinitas opcoes,
y(t) = (') ou ~(t) = (e" ¢
Finalmente, podemos descrever a trajetéria como

(t* t, 45 +1*) ou (e',e 4e® +e*) W



3. Seja f € C?(IR?), isto é, f e suas derivadas de ordem menor ou igual a 2 sdo
continuas. Fixados (a,b) € R* e ¥ = (h,k) um vetor em [R? considere

o(t) = fla+th,b+tk) .
Calcule ¢"(t).

Resolugao:

Pela regra da cadeia temos,

: af af
() = 8x(a+th b+ tk)h + ay(a+th b+ th)k

e entao, aplicando o mesmo processo nas duas parcelas acima no 2° membro,

v _ | O°f 0*f
O'(t) = laxax(a+th’b+tk)h+8 o

(a+th,b+tk)kz] h+

0 f o0 f
+ {axay(a+th,b+tk)h+ v0y

Finalmente, pelo Teorema de Schwarz, como f ¢é de classe C? as derivadas mistas
de 2* ordem comutam: f;, = fy., ¢ obtemos

(a+th,b+tk)k1h.

>’ f *f 0*f
"(t th,b+tk)h*+2 th,b+tk)hk + —= th,b+tk)k?
' (t) = 82(a+ +tk)h* + axay<a+ +tk) +a2(a+ +tk)
ou, em notagao sucinta,
2 2 2
" a th a f hk + a ka .

~ 2 8x8y oy?



4. Determine a equacao do plano tangente e da reta normal a superficie dada no
ponto dado:
z " V422 =2 em (2,2,1).

Resolugao:

O vetor normal ao plano tangente é também o vetor normal a superficie de nivel
2 da fungao F(x,y,z) = z - e ¥ + 2% no ponto (2,2,1), o qual é o gradiente

ﬁF\(m,l) = (ze" 7Y, —2"Y "V +32%) |21) = (1, —1,4)
Assim, o plano tangente desejado é
T:(r—2)—(y—2)+4(2—1)=0,
e a reta normal é

N:(z,y,2)=(2,2,1) +t(1,-1,4) , teR N



5. Determine a funcao f : IR* — IR cujo grafico passa pelo ponto (1,2, 1) e tal que
Vf(z,y) = <2my3 — 2z, 32y + 2y — 1> )
Resolucgao:
Devemos ter g—i(:v, y) = 2xy® — 2z [e f, = 32%y* + 2y — 1] e portanto

fla,y) =2y’ — 2 + ¢(y),
¢ uma fungao arbitraria na variavel y. Entao temos

of of

=322 +2y—1 e —— =322+ ¢
9 Y +2y 9 v + &' (y)
e consequentemente a funcao ¢ satisfaz
P'y) =2y—1

e assim a funcao ¢ é dada por
¢o(y) =y* —y+c, c uma constante real .
Logo, a funcao f satisfaz
flz,y) =2 —2* +y* —y+c, com f(1,2) =1

o que implica 1 =8 — 1+ 4 — 2 + ¢ e portanto ¢ = —8.

Resposta Final: f(z,y) =2%3 - 2> +¢y>—y—-8 N



6. Determine a equagdo do plano normal em (1,2, 3) a interseccao das superficies
S+ +22=14 e Sy :ayz = 6.
Resolugao:

Sejam 7 e my os planos tangentes a superficies S; e Sy no ponto (1,2,3), res-
pectivamente. Seja ainda my o plano normal a 7 e .

Como S; é a superficie de nivel 1 da funcdo f(x,y,.2) = 2>+ 1>+ 22 e S, é a
b1 ) )

superficie de nivel 6 da fungao g(x,y, 2) = zyz, segue que os vetores normais aos

planos m; e my sao, respectivamente,

Aro=VF(1,2,3) =(2,4,6) e i, =Vg(l,23) =632 .

Entao, um vetor normal ao plano 7y é

= —10i + 32] — 18k .

= —_—
Ney =

N O Ty

J
4
3

S DN =

Consequentemente a equacao do plano normal desejado é

v —Br—1)+16(y—2)—9(z—3)=0 ®



0
7. Seja f(z,y) diferencidvel em IR? e homogénea de grau \. Mostre que g é
x

homogénea de grau A — 1.

Resolugao:

Por hipétese temos
f(ta,ty) =t f(z,y), V(z,y) €R*, Vi >0.

Sendo f diferenciavel, derivando a igualdade acima em relacao a x obtemos,

of _ 2 9f 2
e portanto,
of _ a1 0f 2
og (O ) =t 50 (y), Vie,y) €RT, VE>0,

o que implica que f, = % ¢ homogénea de grau A —1 W



