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Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Atencao: Resolverei em sala os exercicios 1, 2, 3, 5, 8, 18, 19 e 23, 24 e 28 .
Resolverei também: 6(a), 13(a) e 17(a). Todos estes ndo serdo corrigidos pelo
monitor.

. Seja © um aberto de R?, g = g(u,v) : Q — R diferencidvel em todo ponto de € e
F = F(x,y,2) : R® — R diferenciavel em todo ponto de R?, e o grafico de g contido
numa superficie de nivel de F. Entdao: Py € Gr(g) e Vf(P,) # 0 = Vf(P,) é

ortogonal ao plano tangente ao grafico de g no ponto P,.

. Seja f(z,y) diferencidvel e sejam @ e ¥ dois vetores de R? unitdrios e ortogonais.

Entao: of of
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. A funcdo diferencidvel z = f(x,y) é dada implicitamente por x® + y3 + 2% = 10.
Determine a equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,1, f(1,1)).

. Sejaw = f(x,y,2) = 2% + 4y? + 922

a) Dé um exemplo de uma curva v = ~(t), com imagem contida na superficie de
nivel 1 de f: 2?4+ 4y? +92%2 = 1.

b) Prove que V f(zo, %o, 20) - ¥ (to) = 0, Vto no dominio de 7.
¢) Determine a equacao do plano tangente a superficie dada, no ponto (o, yo, 20)-

d) Dé a equagiao do plano tangente a superficie de nivel 2? + 4y? + 922 = 14, no
ponto (1,1,1).

. Determine a equagao da reta tangente a curva v no ponto y(ty) = (2,5) sabendo-se
que v'(tp) # 0 e que a sua imagem esta contida na curva de nivel zy = 10. Qual a
equagao da reta normal a v, neste ponto 7

. Determine a equacao da reta tangente a curva de nivel dada, no ponto dado.

(a) 22+ ay +y* —3y=1em (1,2).
(b) €Y+ 2z 42y =4em (3,1).

. Determine uma reta tangente a curva z2+zy+y? = 7 e paralela a reta 4x+5y = 17.

. Com argumentos geométricos, ache solugoes da equagao a derivadas parciais dada.
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Determine uma fungao z = f(z,y) tal que g—i = g—i e cujo grafico passe pelos pontos

(1,1,3), (0,0,1) e (0,1,2).

11

¢ ¢ paralelo ao plano

Determine um plano tangente & superficie 22 + 3y* + 22 =
r+y+ 2z =10.

Ache um plano contendo (5,0,1) e (1,0,3) e tangente & superficie 2% +2y? + 22 = 7.

Determine uma funcao z = f(x,y) tal que % = 23—5 e cujo grafico contenha a
imagem da curva y(t) = (¢,t,t%), t € R.

Determine todas as funcoes f : R? — R tais que:
d d
(a) a—i = 9z%y* — 10z 8—5 = 623y + 1.

(b) 5L = yeoszy + 32> —y g—’yc = zcoszy — x + 3y°.

Determine a fungao f : R? — R cujo gréfico passa pelo ponto (0,0,2) e tal que:

= X Yy 2
Vi(r,y) = (x2+y2+1 ,I2+y2+1+yey) :

A imagem da curva (t) estd contida na interseccao da superf. cilindrica x?+y? = 2
com a superficie esférica x? + y* + 2% = 3. Suponha v(tg) = (1,1,1) e +/(to) # 0.
(a) Determine a reta tangente a v em (ty).

(b) Determine uma curva (t) satisfazendo as condigoes acima.

E dada uma curva v(t) cuja imagem é a intersecgao das superficies 422 + 3% = 1 e
x4y + z=1. Suponha y(ty) = (0,1,0) e ~'(ts) # 0.
(a) Determine a reta tangente a v em (ty).

(b) Determine uma parametriza¢ao para a intersecgao acima.

Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal a superficie dada no
ponto dado.

(a) 2% +3y* + 42> =8 em (1,—1,1).

(b) 2zyz =3 em (3,1,3).

(c) ze* ¥+ 23 =2em (2,2,1).



18.

19.

20.

21.

Um campo de forgas F(x,y) = P(x,y)f—k Q(a:,y)j, P e () funcoes definidas num
aberto Q0 C R?, é dito conservativo se existe um campo escalar ¢ :  — R tal que

Ve(z,y) = F(z,y) em Q.

Uma tal fungao ¢, quando existe, chama-se fungao potencial associada ao campo
F'. Verifique se s@o conservativos os campos abaixo (justifique):

i+ yj
(22 +y?)2

-

(a) F(x,y) = xi+yj (b) F =yi —xj (¢) F(z,y) =

Seja ﬁ(x,y) = P(x,y)f+ Q(m,y)j’ um campo de forcas com P e () continuas no
aberto Q C R?. Seja y(t) = (z(t),y(t)) € Q,Vt € [a,b], uma curva de classe C*,
com y(a) = v(b) [y é entdo dita curva fechada|. Se F' for conservativo entéo,

| Fawy-vwi=o.

(a) Verifique op 50
a_y(x7y) = %(‘T?y)’ V(z,y) # (0,0) .
(b) Compute fo% F(vy(t)) - +'(t) dt, onde y(t) = (cost,sint),t € [0, 2]

(¢) F é conservativo ? Por que?

Seja F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y); um campo de forcas com P e Q continuas no
aberto Q C R2. Se F' é conservativo, existe uma funcio escalar U(z,y) definida em
Q tal que F = —VU em €. Denominamos U funcao energia potencial associada
a0 campo F. Determine, caso exista, a funcao energia potencialassociada ao campo
F dado e satisfazendo a condicao dada.

(a) F(x,y) = —6ai — 2yj ¢ U(0,0) = 0.
(b) E(z,y) = xi — zyj e U(0,0) = 1000.
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A RELACAO DE EULER
Defini¢ao: Uma funcao f: A — R, A C R? é dita homogénea de grau )\ se,
[tz ty) =0 f(z,y) ¥t > 0eV(r,y) € A.

Verifique se sao homogéneas as funcoes abaixo e determine o grau de homogeneidade.
23 + 2zy? 2

(a) f(z,y) = —F5—3— (0) flo,y) =Vat +y* (c) flx,y) = 5—-
=Yy x4ty

Seja f(z,y) diferencidvel e homogénea de grau A no aberto 2 C R2. Verifique:

(a) Quaisquer que sejam t > 0 e (a,b) € Q tais que (at,bt) € ),
of of

%(at, bt) + ba—y(at, bt) = M 1 f(a,b) .

(b) Conclua de (a) que
(Relagao de Euler) T +y=—=A\f.
Sugestao para (a): Derive em relacio a t os dois membros de f(at,bt) = t*f(a,b).

Seja f(x,y) definida e diferencidavel na bola aberta B. Suponha que f verifica em
B a relacao de Euler

x%(ﬂc,y) + yg—i(ﬂc, y) = Af(z,y) .

Verifique que f é homogénea de grau A.

Sugestao: Mostre que g(t) = f(i;;’t) é constante.

Seja ¢ = @(u) diferencidvel; f(x,y) = x%p(i) verifica x f, + yf, = 2f7 Por que?
Verifique se a fungao abaixo verifica a equagao x f, +y f, = —f. Justifique a resposta.
ev arctan ¥ + sin(cos)

Determine uma familia de fungoes que verifique a equagao x% + yg—;[ = 0.

flz,y) =

. . .y A . of
Seja f(x,y) diferencidvel no aberto 2 e homogénea de grau A. Verifique que 3% ¢
homogénea de grau A — 1. Isto é:

af _ o1 9f
B (tz,ty) =t B (x,y), set >0 e(te,ty) € Q.

Sugestdo: Derive em relagao a z os dois membros de f(tz,ty) = t*f(z,vy).

Seja f(z,y), (z,y) € R? diferencidvel em (0,0) e f(tx,ty) = tf(z,y), Vt € R e
V(z,y) € R%. Mostre que f é linear; i.e.,

existem a,b € R tais quef(z,y) = ax + by, V(z,y) € R? .

Seja f(x,y) = 7=, se (x,y) # (0,0) e £(0,0) = 0.

(a) Verifique que f(tz,ty) = tf(z,y) para todo t e todo (z,y).

(b) Releia o exerc. 29 e responda: f é diferencidvel em (0,0)? Por que ?



